(¢,I')-MODULES ET REPRESENTATIONS DU MIRABOLIQUE
DE GL3(Q,)

par

Pierre Colmez

Résumé. —  On construit des foncteurs D — DR Qp et D +— DI K Q,, de
la catégorie des (¢, I')-modules étales dans celle des représentations du mirabolique
de GL2(Qy). Dans le cas du (i, ')-module trivial, le module D! X Q,, s’interpréte
naturellement comme ’espace des mesures bornées sur Q. En traduisant, en termes
de (¢, I')-modules, les opérations élémentaires sur les mesures (multiplication par une
fonction continue, image directe par un difféomorphisme local), on munit le module
DX Q, d’opérations analytiques. Toutes ces constructions jouent un grand role dans
Iétablissement de la correspondance de Langlands locale p-adique pour GL2(Qyp).
Enfin, on démontre une loi de réciprocité explicite qui généralise celle de Perrin-
Riou et intervient dans I’exploration des liens entre les correspondances de Langlands
locales p-adique et classique (pour GL2(Q)p)).

Abstract. — This paper is devoted to the construction of functors D — DXQ, and
Dw— DI'X Qp from the category of étale (¢, I')-modules to that of representations
of the mirabolic subgroup of GL2(Qp). If D is the trivial (¢, I")-module, Dt XQyp is
naturally isomorphic to the space of bounded measures on Q. Translating in terms
of (¢,I')-modules the usual operations on measures (multiplication by a continuous
function, pushforward by a local diffeomorphism) endows D X Q,, with analytic ope-
rations. All these constructions play a big role in the definition of the p-adic local
Langlands correspondence for GL2(Qp). Finally, we prove an explicit reciprocity law
generalising that of Perrin-Riou, which is used in the comparison between the classical
and p-adic local Langlands correspondences (for GL2(Qp)).
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Introduction
Notations générales. — On fixe une cloture algébrique Q, de Q,, et on note Yq,

le groupe de Galois absolu Gal(Q,/Q,) de Q,. On note x : 9q, — Z; le caractére
cyclotomique; il induit un isomorphisme de I' = Gal(Q, (= )/ Qp) sur Z5. Si a € Z,
on note o, € I I'élément défini par x(o,) = a. On note J# le noyau de x et 7" le
groupe de Galois absolu de l'extension abélienne maximale de Q, (on a ' C ).
Enfin, soit I'"" = Gal(Q}"/Qy). Alors 9q, /7" est 'abélianisé %g; de 9q, , les groupes
I' et '™ g’identifient aux sous-groupes de gg; fixant Q" et Qp(p, ) respectivement,
et 45 =T x ™.

On ﬁx aussi une extension finie L de Q, contenue dans Qp, et on note Og
I'anneau des séries de Laurent f = >, arT*, & coefficients dans €y, et vérifiant
limg—. oo ar = 0. On note kg = ki ((T)) le corps résiduel de Os et & = ﬁg[%] son
corps des fractions. Enfin, on note &} le sous-anneau 0. [[T]] de O et k} = ki[[T]]
I'anneau des entiers de kg, et on pose & = ﬁ}[%]

On munit Og, ﬁ;, ke, k‘}' et & d’actions O -linéaires continues de I' et du frobe-
nius ¢, respectant les structures d’anneaux, en envoyant T sur p(T) = (1 +T)? — 1
et 0,(T) = (1+T)* — 1, si a € Zj,. Ces actions commutent entre elles.

On rappelle que :

(1)On se permet parfois de remplacer L par une extension finie ; L est donc variablement fixe...
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o la transformée d’Amice pn — A, = fzp(l + T)*p induit un isomorphisme
D0(Zy, L) = & ou Dy(Zy, L) est espace des L-mesures sur Z, (i.e. le dual de
'espace €°(Z,, L) des fonctions continues sur Z,).

e l'application f — ¢ induit un isomorphisme &/&% = ¢°(Z,, L), ou ¢¢(x) est,

si z € Z,, le résidu en 0 de la forme différentielle (1 4 T)zf(T)li—TT,
Cadre général. — On dispose, grace & Fontaine [17], d’une équivalence de caté-
gories entre les (¢,I')-modules étales et les représentations p-adiques de ¥q,. Dans
cet article, on construit un certain nombre de foncteurs associant a un (¢, I')-module
étale sur Og ou sur & des objets de nature diverse. En vue de la correspondance
de Langlands locale p-adique, les foncteurs les plus importants sont les foncteurs
D — D*K Q, (pour un (¢,T)-module étale sur Og) et D — (D% K Q,);, (pour
un (¢, ')-module étale sur &) associant & un (¢, I')-module étale une représentation
du mirabolique P(Q,) = {(gll’), a€Qbe Qp} de GL2(Qp). Si V est une
L-représentation irréductible de dimension 2 de ¥q,, et si D et II sont respective-
ment le (¢,T')-module et la représentation de GL2(Q,) qui lui sont associés, alors
(Dh XQ,)p, ol D est le dual de Tate de D, est naturellement isomorphe, en tant que
représentation de P(Q,), au dual de II. Les th. et ci-dessous, dont des cas
particuliers peuvent se trouver dans [12], [4} 2] permettent respectivement de montrer
que II est irréductible et que la correspondance V' — II est injective.

Les foncteurs D +— D% et D + Df. — La construction du foncteur D — DIXQ,, et
son étude passent par l'introduction d’un certain nombre de foncteurs intermédiaires
qui ont leur intérét propre. La plupart des résultats de ce paragraphe étaient connus
de Fontain (18], non rédige).
Construction de sous-modules d’un (p,T')-module. — Un (¢, T')-module étale est muni
d’un opérateur 1) (dans la théorie des équations différentielles p-adiques, cet opéra-
teur est « le 1» de Dwork »), qui est un inverse & gauche de ¢ et commute a l'action
de T'. Cet opérateur joue un grand role dans I’étude [20}, 21], via les (¢, ')-modules,
de la cohomologie galoisienne des représentations p-adiques de ¥q, ; en particulier,
le module D¥=! est, d’aprés un résultat de Fontaine (non publié mais voir [7]), na-
turellement isomorphe au module d’Iwasawa intervenant dans la construction des
fonctions L p-adiques & la Perrin-Riou.

Si D est un (p,I')-module étale sur Og, on définit ses sous-&'-modules suivants :

e DT ={z€ D, (¢"(2))nen est bornée dans D},

e DTt ={z€e D, ¢"(2) — 0, quand n — 400},

e D" lintersection des ¢™(D), pour n € N,

e Df le plus petit sous—ﬁ;f—module compact de D stable par 1 et engendrant D,

(2) Je lui dois en particulier ’énoncé du (i) du th.
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e DF le plus grand sous—ﬁg—module compact de D stable par 1, sur lequel 1 est
surjectif.

Si D est un (¢, ')-module étale sur &, on définit les L-espaces vectoriels DT, D*+

et D" comme ci-dessus, et pour définir D et D¥, on remplace « sous—ﬁ}'—module
compact » par « sous-&T-module localement compact », ce qui revient & choisir un
Og-réseau A de D stable par ¢ et I' et & poser Df = L R, Af et D = ®e, Al
(On aaussi Dt = L®g, AT, DTt = L®g, ATT et D™ = L®g, A™.)
Le module trivial. — Si D = &, on a DT = D! = &+, D+ = 17&+, D™ = L
et D¥ = T71&T. Comme &t et &/&T s’identifient respectivement aux espaces
P0(Z,, L) des mesures sur Z, et €°(Z,, L) des fonctions continues sur Z,, on voit
que DT et D/D" sont en dualité dans le cas du module trivial.

Principales propriétés. — L’opérateur ¢ a tendance a augmenter les dénominateurs
en T (sur kg, il les multiplie par p puisque p(7T) = TP modulo p), et son inverse
4 gauche 9 a tendance & les diminuer, ce qui explique pas mal des propriétés des
modules définis ci-dessus.

e On a les inclusions Dt ¢ D+ ¢ D ¢ Dt

e On a Dt = D™ @ Dt*. Par ailleurs, si V est la représentation de 9q, associée
a D via I’équivalence de catégories de Fontaine, alors

D™ = (W(F,) ®z, V) = (W(F,) ®z, V).

On en déduit que D™ est peti : 81 D est un (p,I')-module sur Og, alors
dimy, (kr ®¢, D) < dimg, (ks ®p, D), et si D est un (¢, I')-module sur &, alors
dimy D™ < dimg D.

e Si D est de torsion sur Og, alors DT1, Dt Dt et D! sont ouverts dans D. Par
contre, si D est un (¢, ')-module sur Og, sans torsion, ou sur &, alors D+ et DT
sont, en général, nul tandis que D! et D* sont assez gros pour engendrer D.

e Comme on le voit sur Pexemple D = &, un élément de D? a peu de dénominateurs
en T'; c’est dii au fait que ¢ diminue les dénominateurs en 7. Une des propriétés
fondamentales de D* est que I’action de ¢ sur D/D* est topologiquement nilpotente ;
autrement dit, si D est de torsion, et si z € D, alors ¥"(x) € D¥, pour tout n assez
grand. On voit aussi, sur cet exemple, que D/ D" est relativement petit, ce qui s’avére
extrémement précieux pour beaucoup de questions, le module le plus intéressant étant
D?, et celui le plus facile & manier étant D grace a la propriété ci-dessus.

e Les modules ci-dessus sont tous stables par I'. Les foncteurs qu’ils définissent
n’ont pas de trés bonnes propriétés d’exactitude. Le seul résultat non immédiat sur

(3)Si D est irréductible, de dimension > 2 sur &, alors V' =0 et D est plus que petit : il est
nul!

()Si Dt engendre D, on dit que D est de hauteur finie (notion introduite dans [I7], et étudiée
dans |26}, [9), [3] ; voir en particulier le th. D de [3].
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la définition est la surjectivité des applications D§ — Dg et Di — Dg si D1 — Dy est
un morphisme surjectif de (¢, T')-modules.

Dualité. — Si D est un (g, T)-module, on note D son dual de Tate; c’est un (¢, T)-
module qui, en tant que &r-module, est naturellement isomorphe au dual topologique
de D. L’opérateur v sur D est alors 'adjoint de ¢ sur D, ce qui est & la base de la
définition [21], en termes de (¢, T')-modules, de la dualité locale pour la cohomologie
galoisienne. Le dual de Tate de D est naturellement isomorphe & D.

Théoréme 0.1. — Soit D un (p,T')-module de torsion.
(i) Dt et D% sont exactement orthogonauz ainsi que Dt et DE.
(ii) D¥, D% et D¥/Dt sont les duauz respectifs de D/D*+, D/D% et D™ .

Ce résultat ne s’étend pas aux (¢,I')-modules qui ne sont pas de torsion, mais on
a quand méme le résultat suivant dont on déduit que D¥/D? est toujours assez petit
(et méme en général nul, si D est un (¢, ')-module sur &).

Corollaire 0.2. — (i) Si D est un (p,T')-module sur &, alors D*/D" est le dual
de D"
(ii) Si D est un (¢, T)-module sur Og, alors D* /Db est le dual de ((Q,/Z,)® D)™

Construction de représentations du mirabolique. — Soit P le sous-groupe
mirabolique de GLy. On a donc P(Q,) = (Q Ql”) et P(Z,) = (% ; Z1 ).
Généralités. — Soit M un Op-module muni d’une action de P(Zp) et d’un opérateur

surjectif ¢ commutant & (ZO 0) et vérifiant 7,/}((1 pb) z) = ((1) ’1’) -(z), pour tous
z € M et b € Z,. Notons M XQ, I'ensemble des sulte' )] (2(M),,en d’éléments de M,
telles que ¥ (z™*tY) = 2™, pour tout n € N. On montre alors facilement que les
formules suivantes définissent une action de P(Q,) sur M K Q, :

(a) si a € Zy, alors (a9) - (@™)nen = U™ )nen, avec y™ = (&9) - 2™ pour
tout n € N;

(b) si k € Z, alors (Pok ) - (&")nen = (3™ pen, avec y™ = ("R pour tout
n>—k;

(c) sib e Qp, alors (6 117) (™) pen = W™ )nen, avee y() = (é p:’b) -2 pour
tout n > —uv,(b).

Si M est un L-espace vectoriel muni d’'un &p-réseau M stable par P(Z,) et ¢, on

note (M X Q) le sous-L-espace vectoriel L @4, (Mo X Q,) de M K Q,,.
Supposons que M est muni d’une action du semi-groupe P = (ZP_O{O} le), et
pas seulement de P(Z,), tellg que 1 soit un inverse a gauche de ¢ = (8 (1)), et que
les opérateurs Res;pz, = (§ 1) opovo(}7), pour i€ {0,...,p— 1}, qui sont des
projecteurs, soient orthogonaux deux & deux et que leur somme soit I'identité. Alors

(5)Notons que la connaissance des x(”), pour n > 0, permet de reconstruire (™) pour tout n en
itérant 1.



REPRESENTATIONS DU MIRABOLIQUE DE GL2(Q,) 7

on peut définir, pour tout ouvert compact U de Q,,, un sous-module M XU de MXQ,
et une application de restriction ¢ U qui est un projecteur Resy : M X Q, — M XU
vérifiant les propriétés suggérées par la notation (cf. exemple des mesures sur Q,, ci-
dessous). Dans ce cas, M s’identifie & M K Z, de (via z — (¢"(z))nen) et, via cette
identification, Resz, devient I'application () en > 20,

Si M est un L-espace vectoriel, alors MXU C (MXQ,)s, pour tout ouvert compact
U de Q,.

Mesures sur Qp. — Si M = Zy(Z,, L), et si 1 est défini par fz,) dU(p) = fpz,, o(3) 1,
alors M X Q, est l'espace des mesures sur Q, (i.e. le dual de l'espace ¢°(Q,, L),
des fonctions continues & support compact) muni de P’action de P(Q,) définie par
pr (g8 )u= pr $(ax+b) p. L'espace (MKXQ,), est, quant a lui, Pespace Zy(Q,, L)
des mesures bornée@ sur Q, qui est le dual de I'espace des fonctions continues
tendant vers 0 & l'infini.

Si U est un ouvert compact de Q,, alors Zy(Z,, L)X U est 'espace des €',-mesures
sur U et Papplication Resy définie plus haut est la restriction d’une mesure a ’ou-
vert U, c’est-a-dire la multiplication par la fonction caractéristique 1y de U.

C’est a partir de cet exemple que les formules ci-dessus ont été obtenues.

Les modules DXQ,, et DhﬁQp. — Si D est un (g, I')-module, ce qui précéde s’applique
en particulier & M = D, M = D% ou M = D¥, I’action de P(Z,) étant définie par la
formule

(69) 2= (1+1)0a(2),

lopérateur ¥ et, dans le cas de D, 'opérateur ¢, étant ceux fournis par la théorie des
(¢, T')-modules. On dispose donc des P(Q,,)-modules DX Q,,, DX Q,, et D*XQ,. De
plus, D étant muni d’un opérateur ¢, on dispose, pour tout ouvert compact U de Q,,
d’un sous-module DX U de D X Q,, et d’un projecteur Resyy : DX Q, — DXU. Le
module D s’identifie au sous-module D K Z,, et le sous-module D X Z7 de DX Z,
est, via cette identification, égal a D¥=0.

Le foncteur D +— DX Q,, est (trivialement) exact. Le foncteur D +— D! X Q, ne
I’est pas, mais on a le résultat suivant :

Théoréme 0.3. — Le foncteur D — D! Q, est exact.

Comme on dispose d'un isomorphisme D! K Q,/D* X Q,, = D!/D"% induit par
Resz, : DX Q, — D, et comme D* /D" est petit, cela permet d’utiliser le théoréme
ci-dessus pour étudier le foncteur D — D X Q, qui est le plus pertinent pour les
applications & la correspondance de Langlands locale p-adique.

(6)Une mesure bornée sur Qyp est la méme chose qu’une distribution globalement d’ordre 0 (cf. [13],
n° IL.5]).
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Afin de ne pas multiplier les énoncés, nous ne considérerons que des (¢, I')-modules
sur & dans ce qui suit. Les Og-réseaux d’un (¢, I')-module sur & étant tous commen-
surables, les P(Q,)-modules (DX Q,),, (DX Q,), et (DX Q,), ne dépendent pas
du choix d’un tel réseau.

Théoréme 0.4. — Si D est un (¢,T')-module étale, irréductible sur &, alors le
P(Qp)-module (D* X Q,), est topologiquement irréductible.

Un quasi-inverse du foncteur D — D! X Qp. — Si M est un L-espace vectoriel
topologique localement compact muni d’une action continue de P(Q,), on dit que
x € M est nul a Uinfini si (o 1) x tend vers 0 dans M quand b — oo dans Q,. On
not M, Vensemble des éléments de M nuls & 'infini ; ¢’est un sous-P(Q,)-module
de M. Si D est un (p,I')-module étale sur &, alors (D X Q,)pc est un sous-P(Q,)-
module de (DX Q,)s.

Soit & le complété du perfectisé de & et &+ celui de &F. L’action de ¢ devient
bijective sur & et g*, et 'action de I' se prolonge de maniére unique en une action
commutant & celle de . On dispose d’un analogue p-adique z — [(14T)%], & valeurs
dans é”‘ de z — €%7% L'anneau &7 s ‘identifie, grace a la transformée de Fourier
T pr (14 T)"] u, & Pespace Zo(Qp, L)pc des mesures sur Q,, nulles & Pinfini;

& /é‘)~ * g’identifie naturellement au sous-espace de ¢°(Q,, L) des fonctions tendant
vers 0 & l'infini.

Si M est comme ci-dessus, alors M et M. sont naturellement des (¢, I')-modules
sur &+, la multiplication par [(1+ T)?] correspondant a I'action de (§%),sibeQ,,
et les actions de ¢ et o,, correspondant & celles de (” 0) et ( )

Si D est un (¢, I')-module étale sur &, on note D le (p,T)-module & ®¢ D ; c’est

n (¢,T)-module étale sur & (I'action de ¢ est bijective et de pente 0). Le foncteur
D +— D est une équivalence de catégories : le foncteur inverse associe a un (¢, T')-
module D étale sur é" lumque sous-&- espace vectoriel D de D stable par ¢ et I,
tel que I’ apphcatlon naturelle & Qe D — D soit un isomorphisme.

On note D* I'ensemble des z € D tels que la suite (¢™(2))nen soit bornée dans D.
Alors DF est un sous-&-module de D, qui est stable par ¢, ¢! et T, et on prouve
que D= g®g+ l~)+, ce qui fait que ’on peut retrouver D & partir de D*. On a alors
le résultat suivant :

Proposition 0.5. — Le (p,T')-module (D" X Q,),c s’identifie naturellement D+.
Comme on peut retrouver le (o, T')-module D & partir de D, cela montre qu’on

peut aussi le retrouver a partir du P(Q,)-module topologique (D% X Q,)p.

(MLe “pc” en indice signifie « presque a support compact » ; mettre un 0 en indice aurait causé des
conflits de notations.
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Théoréme 0.6. — Soient Dy, Dy deux (p,T')-modules sur &. Si les P(Qp)-modules
topologiques (DE X Q) et (Dg X Qp)y sont isomorphes, alors Dy et Dy sont iso-
morphes en tant que (p,")-modules.

Remarque 0.7. — (i) La description de Dt a partir de D! X Q, donnée ci-dessus
utilise la topologie de D X Q,, qui est la topologie faible. Dans le texte principal,
on donne une seconde description, plus algébrique, ce qui permet de supposer que
I’isomorphisme D? XQ, = Dg X Q, est seulement continu pour la topologie forte (i.e.
un Op-réseau est envoyé dans un Op-réseau).

(ii) On déduit de ce qui précéde une construction particuliérement directe de la cor-
respondance IT — V définie dans [15]. Le dual faible IT* de II est un L-espace vectoriel
localement compact muni d’une action de GL2(Q,,) et donc, a fortiori, de P(Q,). Le
module & ® g+ 15 est un (p,T')-module étale sur & ; il provient donc par extension
des scalaires d’un (¢, I')-module étale D sur &. Alors V est le dual de Tate de la repré-
sentation correspondant & D par I’équivalence de catégories de Fontaine Il semble
toutefois difficile de prouver, a partir de cette construction, les propriétés requises de
la correspondance II — V.

(iii) Les modules DX Q, et D/D* sont duaux I'un de lautre (dans le cas D = &,
cette dualité redonne la dualité entre Zy(Q,, L) et le sous-espace de €°(Q,, L) des
fonctions tendant vers 0 & linfini). Si V est une L-représentation irréductible de
dimension 2 de 9q,,, et si D et II sont les objets qui lui correspondent, cette dualité
fournit un isomorphisme IT =2 5/ Dt de P(Qp)-modules qui s’avére trés utile pour
I’étude de II.

Opérations analytiques sur les (p,I')-modules et lois de réciprocité expli-
cites. — Si D est un (¢, ')-module étale sur O, alors DXZ est un ﬁg(F)—IﬂOdM@
ayant les mémes diviseurs élémentaires que le &g-module D.

En traduisant en termes de (¢,I')-modules un accouplement classique en théorie
d’Iwasawa, on définit un accouplement

(,)w: (DRZ) x (DRZE) — Os RZY,

qui est Og(T')-linéaire en la seconde variable et Og(T')-semi-linéaire en la premicre.
Cet accouplement encode les accouplements entre groupes de cohomologie galoisienne
le long de la tour cyclotomique.

Multiplication par une fonction continue. — En traduisant en termes de (p,T)-
modules les formules définissant la multiplication d’une mesure par une fonction
continue, on obtient, si U est un ouvert compact de Q, et a € ¢°(U, 01), une
application &p-linéaire continue m, : D XU — D K U. Un exemple intéressant de

(®L’anneau A de Fontaine fournit une description encore plus directe : V = ((L®z, A)@é@r H;C)‘Pil.
9 L’anneau Og (T') est obtenu a partir de & [[I]] par le procédé permettant d’obtenir Og & partir
de ﬁg : on inverse vy — 1 ou 7y € I" est d’ordre infini, et on compléte pour la topologie p-adique.
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cette construction est la multiplication m, par x sur Z, ; on obtient de la sorte une
connexion sur D, qui n’est autre que la connexion introduite par Fontaine [I7] et
étudiée par Tsuzuki [25].

Image directe par un difféomorphisme local. — En exprimant de méme 'image directe
d’une mesure par un difféeomorphisme local f : U — V, ou U et V sont des ouverts
compacts de Q,,, on obtient une application &’ -linéaire continue f, : DXU — DXV

Convolution multiplicative. — En traduisant en termes de (¢, I')-modules les formules
définissant la convolution de deux mesures sur Zj,
cation Og-bilinéaire M : Dy x Dy — D3 commutant aux actions de ¢ et I', une

application O (I")-bilinéaire

on obtient, & partir d’une appli-

Mz : (D1 R Z%) x (D RZ:) — Dy RZ7.

; .
Ce qui précéde s’applique a ’accouplement canonique ( , ) : DxD — Og %; on
note ( >z; l’accouplement obtenu par le procédé précédent.

Ces constructions sont utilisées dans [15] pour définir un module D K5 P' muni
d’une action de GL2(Q,) & partir de n’importe quel (¢, I")-module étale et n’importe
quel caractére continu § : Q, — O7. Si D est de dimension 2 et si § est choisi
convenablement, alors D X; P! est une extension de la représentation II de GL2(Q))
que l'on cherche en vue de la correspondance de Langlands, par son dual (tordu
par d). Dans cet article, on n’utilise que w, : DX Z,— DXZ;, onw:Zy — Z, est
le diffeomorphisme x — 1/z, pour établir la loi de réciprocité explicite suivante (dans
laquelle d : O — Op li—TT est la différentielle).

Théoréme 0.8. — Si z; € DK Z;‘, et o € DX Z;, alors
d(<21722>1w) = —<U/*21722>Z;;~

Le membre de gauche s’exprime en termes de cohomologie galoisienne; celui de
droite, dans le cas ot la représentation V' de ¥q, attachée a D est cristalline, s’exprime
en termes de distributions a valeurs dans De,is(V') et Deyis(V). On retrouve ainsi (au
moins formellement) la loi de réciprocité explicite de Perrin-Riou [22] telle qu’elle est
énoncée dans [8].

I. (¢,T)-modules

Ce chapitre regroupe les résultats de base de la théorie des (i, I')-modules (topo-
logie, dualité). Beaucoup de ses résultats et de ceux du chapitre suivant se trouvent
déja dans les deux articles de Herr |20} [21] consacrés aux applications de la théorie
des (¢, T')-modules a la cohomologie galoisienne des corps locaux.
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1.1. Os-modules de type fini

Ce § regroupe des définitions et des résultats purement techniques qui seront utilisés
dans le reste de ’article.

1. Réseauz et treillis. — Si A est un anneau local complet pour une valuation discréte,
d’idéal maximal m, et si D est un A-module de type fini, on définit la dimension
dim4 D de D sur A par la formule

dimy D = dimy ) D/mD.

Si D est libre de rang d sur A, alors dimy D = d, et dans le cas général, le théoréme
de structure des modules sur les anneaux principaux montre que, si dimy D = d, alors
il existe k1,...,kg € NU {400} non nuls, et ey,...,eq € D, tels que (z1,...,2q) —
x1e1+- -+ x4eq induise un isomorphisme de Hle(A/mki) sur D. Si A est muni d’une
topologie (d’anneau) plus faible que celle induite par la valuation discréte, cela permet
de munir D d’une topologie faisant de I'isomorphisme précédent un homéomorphisme,
H?Zl(A /mFi) étant muni de la topologie produit. La topologie ainsi obtenue sur D ne
dépend pas du choix de ey, ..., eq4. En effet, un autre choix se traduit par une bijection
A-lin¢aire de H?Zl(A/mki) dans lui-méme, et une telle bijection est continue car
A-linéaire, et donc est un homéomorphisme puisque son inverse est aussi continu
pour la méme raison.

Ce qui précéde s’applique en particulier aux @g-modules de type fini. On munit Og
de la topologie faible pour laquelle les T™ ﬁ’;@r +p*0s, pour k,n € N, forment une base
de voisinages de 0 et pour laquelle Og est complet, ce qui munit tout &g-module de
type fini de la topologie faible (la topologie forte étant juste la topologie p-adique).
On note & = ﬁg[%] le corps des fractions de Og, et on munit & = Upenp "Og de
la topologie de la limite inductive, chacun des Og-module p~ "¢ étant muni de la
topologie faible.

Définition 1.1.1. — (i) Si D est un kg-(resp. un &)-espace vectoriel de dimension
finie d, un réseau de D est un sous—k}f—(resp. Og)-module de type fini de D contenant
une base de D ; comme k} (resp. Og) est un anneau de valuation discréte (et donc
principal), un réseau de D est libre de rang d sur k} (resp. sur Og).

(ii) Si D est un Og-module de type fini, un treillis M de D est un sous-0; -module
compact de D dont l'image dans D/mp D est un réseau.

Proposition 1.1.2. — Soit D un Og-module de type fini et de torsion.
(i) Un sous-0F -module compact de D est un treillis si et seulement si il est ouvert.
(ii) Si M est un treillis de D, alors D = UpezT M et les T*M, pour k € N,
forment une base de voisinages de 0 dans D.
(iii) Si M et N sont deux treillis, il existe a > b € Z tels que T*M C N C T°M.
(iv) Si M C N sont des treillis de D, alors N/M est un Or-module de longueur
finie.
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Démonstration. — Soit d = dimg, D. Comme D est supposé de torsion, il existe
e1,...,eq € D et ki,...,kqg € N tels que D = (ﬁg’/mlzl)el oD (ﬁg/mlzd)ed.
On note My le sous—ﬁ’g—module de D engendré par eq,...,eq; c’est un treillis. Par
définition de la topologie de D, les T My, pour n € N, forment une base de voisinages
de 0 dans D, et D est la réunion croissante des ouverts T~ """ My, pour m € N. En
particulier, si M est un sous—ﬁ;@r—module ouvert de D, alors il existe b € N tel que
M contiennent T?Mj. Ceci implique que I'image de M modulo m;, contient le réseau
engendré par TY€y, ..., T ¢4, et donc que M est un treillis s’il est compact.

Réciproquement, si M est un treillis, il existe ¢ tel que I'image de M modulo my,
contienne 1€y, ..., T°,. Il existe donc f1,..., fa € D tels que f; ait pour image T°€;
modulo my, si 1 <i <d. Les f;, pour 1 < i < d, forment alors une famille génératrice
de D sur O, et on peut donc écrire e, pour 1 < j < d, sous la forme Z?Zl ai;fi,
avec a;; € Og, pour 1 < 14,7 < d. Soit kK € N tel que mIZD = 0. Il existe alors b € N
tel que Tbaiyj € ﬁgj + mk Og, quels que soient 1 < 4,5 < d. Ceci implique que M
contient TPy, ..., Tbey et donc aussi T’ My. On en déduit le (i).

Par ailleurs, si M est un treillis, on peut extraire un sous-recouvrement fini du
recouvrement de M par les T~™ My, ce qui montre qu’il existe a € Z tel que M soit
inclus dans T*Mj. Les points (ii)-(iii) se déduisent alors sans difficulté de 'existence
de a,b € Z tels que T*My D M D T°My, et le (iv) se déduit du (iii) et de ce que
ﬁ;/(pk, T™) est de longueur finie sur 0y, quels que soient k,n € N.

Remarque I1.1.3. — Comme p(T) = (1+7)?—1=TP mod p,on a cp(T)p’P1 =717
sur D si D est tué par p*. Il en résulte que on peut remplacer T par ©(T') ou méme
par ©"(T) dans les (ii) et (iii) de la prop.|L.1.2

2. Morphismes de Og-modules

Lemme 1.1.4. — Si D1 — Dy est un morphisme surjectif de Og-modules de type
fini, et si My est un treillis de Do, alors il existe un treillis My de D1 dont l'image
dans Do est Moy

Démonstration. — La compacité de M, implique que son image dans Do /p* Dy est
de type fini sur ﬁ’z;, quel que soit & € N. On en déduit existence d’une famille Jy,
pour k € N, d’ensembles finis, et d’une famille ey ;, pour k € N et j € Ji, d’éléments
de D- tels que My soit 'adhérence dans Dy du ﬁéf—module engendré par les pkej,k.
Il suffit alors de prendre pour M; 'adhérence dans D; du ﬁ}'—module engendré par
les p*é; 1, ot &1 € Dy est un relévement quelconque de e, x, si k € N et j € J.

Lemme 1.1.5. — Soit D un Og-module de type fini, et soient M D N des treillis
de D. Si f: M — M est Op,-linéaire, surjective, avec f(N) C N, alors f induit une
bijection de M /N sur lui-méme.
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Démonstration. — Comme M et N sont des treillis, on a M/N = lim M/(N + p* M)

et chacun des M/(N + p*M) est un ¢&r-module de type fini sur lequel f induit une
surjection &p-linéaire et donc une bijection. Ceci permet de conclure.

Proposition 1.1.6. — Si D et D' sont des &-espaces vectoriels de dimension finie,
si M est un treillis d’un Og-réseau de D, et si h : M — D’ est un morphisme continu
de ﬁ(}“—modules, alors h s’étend de maniére unique en un morphisme de &-espaces
vectoriels de D dans D’.

Démonstration. — Soit d la dimension de D. Comme M est un treillis de D, il
existe e1,...,eq € M formant une base de D sur &, tels que M soit inclus dans
N =0ge1 @ --- @ Ogey. L'unicité d’un prolongement de h & D est immédiate car on
doit avoir h(xier + -+ + x4eq) = z1h(e1) + -+ - + xqh(eq), pour tous x1,...,x4 € &.
Pour montrer 'existence d’un tel prolongement, il suffit de montrer que 1’on a bien
h(z) = z1h(er) + - - + zqh(eq), si ¢ = z1e1 + -+ + xqeq € M (et donc (z1,...,24)
varie dans un treillis de 0'¢).

Soit N’ le sous-Og-module de D’ engendré par h(M). Comme M est compact et h
continue, N’ est inclus dans un Og-réseau de D’. Maintenant, comme Og /(p* O+ 0})
est de T-torsion, il existe n € N tel que l'on ait T"x; = y; + 2; avec y; € ﬁ;?
et z; € p*Os. Posons y = 2?21 yie; et z = Z?Zl z;e;. Comme h est ﬁ’;?-linéailre7
on a T"h(x) = h(T"x) = h(y) + h(z) = h(z) + Zle y;h(e;). Par ailleurs, comme
Os|(p*Os + OF) est de T-torsion, il en est de méme de (M Np*N)/p* M et il existe
m € N tel que T™z € p* M, ce qui implique h(z) = T~™h(T™z) € p*N’. On a donc

d
ha) =Y wihle) =T (h(z) -3 zih(ei)) € pE N’
i=1 i=1
Comme ceci est vrai pour tout ¥ € N et comme N’ est séparé¢ pour la topologie
p-adique, c’est donc que h(z) — 22'121 x;h(e;) = 0, ce qu’il fallait démontrer.

I.2. (¢,I')-modules étales

1. Catégories de (¢,T)-modules. — Si A est un anneau topologique muni d’actions
continues de ¢ et I' commutant entre elles, un (¢, I')-module D sur A est un A-module
de type fini muni d’actions semi-linéaires continues de ¢ et I' commutant entre elles.

Ce qui précéde s’applique en particulier & Og et &.

e Un (¢,I")-module D sur Og est étale si (D) engendre D comme Og-module;
l’action de ¢ est alors injective.

e Un (¢,T')-module sur & est étale s'il posséde un Og-réseau stable par ¢ et I' qui
est étale.

Nous aurons besoin des catégories suivantes :

o O | catégorie des (¢, ')-modules étales, de torsion sur Og,
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o ®I'*'(ky), catégorie des objets de P

o« tués par my, (i.e. des (p,I')-modules

étales sur kg),
o I (0y), catégorie des (¢, )-modules étales, libres sur Og,
o OI°'(&), catégorie des (¢, ')-modules étales sur &.

Si D € ®I*(0g), alors D/p*D € ®T . pour tout k € N, et D est la limite
projective des D/p*D. Par ailleurs, si D € ®I'**(&), alors D posséde un sous-Oe-
réseau qui est un objet de ®I'°*(O¢). Dans la suite du texte,

e un (p,I')-module étale sur Og désigne un objet de ®T'E  ou de T (Oy),

e un (p,I')-module étale désigne un objet de @I . de PI°*(Og) ou de PT(&).

Un objet de ®I'°%(&) est irréductible s'il ne posséde pas de sous-&-espace vectoriel
strict, stable par ¢ et I'. Un objet D de ®T°*(0s) est irréductible si L ®¢, D est
irréductible comme objet de ®T°(&).

2. Le dual de Tate d’un (p,T")-module. — Le module Q}j(g des 0 L-diﬁérentielles conti-

nues de Og est libre de rang 1 engendré, au choix, par dI' ou par 1+7T On le munit

d’une structure de (¢, I')-module étale en faisant agir T" et ¢ sur 1-&-7T pa

dT ar .. T dT
Ua(1+T):a1+T, SICLEZP, et @(m):m

A partir de maintenant, on note :

°* Ug fiTT le (¢, T')-module étale Qlﬁg,

o £ lobJet L®g, QL de dT(&)

o £/0s4L 1+T le quotient de éaHT par Og-4 1+T; c’est la réunion croissante des
p*Os)Os L 177 qui sont des objets de oIt

tors-

On définit le dual de Tate D d'un (p,T')-module étale D par :
e D =Homg,(D,&/0s1%%), si D € ®I'h,,

o D= HOIIl@?éa (D Og 1+T) siD e @FEt(ﬁg),

e D = Homg(D, &%), si D € ®T°(&).

Si D € ®T°Y(0y), et si Dy, = D/p*D, alors Homg, (D, éa/ﬁgli—TT) est la limite in-
ductive des Dy, et D est le module de Tate de Homg, (D, &/ ﬁgl’i—TT) (Pisomorphisme
implicite dans cet énoncé est celui qui envoie p € D sur (f)ken, o0l i (x) est 'image
de p~*p(x) modulo ﬁg%).

L’accouplement naturel sur D x D est noté { , ). On munit D d’actions de T et ¢
en imposant que

(Y(@), 7)) =7z, y), siveTD, et (@), 0)) =e(z,v)).

(La condition « D étale » est précisément ce qu’il faut pour garantir l'existence et
'unicité d’un tel o sur D, si D est un (p,T)-module sur Os.) Alors D est un objet

(10)La formule gp( dT ) = pl‘i—TT, qui semblerait naturelle, ne fournit pas un (¢, I')-module étale.
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de OIS
resp. P (&)).
Dans tous les cas, le dual de Tate de D est naturellement isomorphe, en tant que

(¢, T)-module, a D.

(resp. P (Og), resp. (&), si D est un objet de T

tors

(resp. P (Og),

8. Résidus. — Le corps & est une extension de degré p de cp(cg’), ce qui permet de
définir un inverse & gauche v de ¢ par la formule (f) = p~tp~ (Trg/w yf). Alors
1 laisse stable Og.
° ¢ commute a I,
e(f ( 9)) = g9(f), pour tous f,g,
V(X 1+T) (fz)) = fo,
(f)((1+T)p—1) B D¢re 1f((1+T)C 1), si f € Og[7].
o (%) = % (en effet, £ = > 0" (1+T) (7))
Si f =3,z akT" est un élément de &, on définit le résidu de la forme différentielle
w = fdT par la formule résp(w) = a—1. On a réso(df) = 0, si f 6 &. Comme résg
envoie O 4 1+T dans @y, elle induit une application résg : &/0s & 1+T — L/ﬁL.

On note J 'opérateur différentiel (1 + T) de telle sorte que df = df 2L 1

Lemme 1.2.1. — On a
dop=ppod, ploy=1o0d et doo,=a0,00, sia€Z,.

Démonstration. — Dans le cas de ¢ et 0, cela résulte de ce que, si b € Z,,

Of(L+T)°—1))=0((1+T)" -1 f(1+T)°—1)
=b(1+DT)F(A+T)°-1)=b0f)((1+T)° -1).

Maintenant, si f = > 1— (1 +T)p(fi), on a

p—1

af = Z (1+T)o(fi) +p(1+T)'0(0fi) = > (1 + T)'p(if; + pdfi),

=0

et donc Y(9f) = pdfo = pd((f)). Ceci permet de conclure.

Proposition 1.2.2. — Si f € &, alors :
(1) réso(oa(f) fi—TT) =a 1reso(f 1+T) pour tout a € Zy,

(1) veso (¢ (f) 157) = réso((f) 157) = réso(f 157)-

Démonstration. — Soit f € &. S’il existe g € & tel que f = Jg, alors fl‘i—TT = dg
et, d’aprés le lemme on a w(f)H—T = pd(¢¥(g)) et oa(f) l‘iTT = a td(o.(9)).
On a donc, dans ce cas reso(f H—T) = réso(Y(f) fi—TT) = réso(oq(f) 1JFT) = 0. Ceci
s'applique en particulier & f = T*~1(1 4+ T), si k € Z — {0}. Comme I’adhérence
(pour la toplogie faible) dans €s du &r-module engendré par les T%~1(1 + 7)), pour
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k € Z — {0}, admet O, - % comme supplémentaire, on déduit les formules de la
proposition pour ¥ et o, de ce que
1 1 1 1 1 a—1
) = = 1 ) — [ pa— -
i S oy (VRO L B

Enfin, la formule pour ¢ se déduit de celle pour ¥ appliquée a ¢(f). Ceci permet de
conclure.

4. Dual de Tate et dual topologique. — La formule

{‘Ta y} = réSO(<U—1 N may>)

définit un accouplement ¢ -bilinéaire sur D x D a valeurs dans :
e L/0O siD eI

tors»

e U1 siDe (I)Fet(ﬁg),
o Lsi De ®It(&).

Proposition 1.2.3. — Sixz e D ety e D, alors

{o(@), o(y)} = {=,y},
{1+ T)bz, (1 + T)by} ={z,y}, sibeZ,,
{v(@) v} ={z,y}, sivel.

Démonstration. — On a (01(p(2)), ¢(y)) = (p(o-1(2)), ¢(y)) = ¢({o-1(2),y)). On
déduit donc la formule pour ¢ du (ii) de la prop. et de ce que p(;4L:) = ﬁ_—TT.

Ona (o1 ((1+7)°z), 1+ 1)%) = (1+T) o1 (2), 1 +1)"y) = (0-1-,y), par
Og-bilinéarité de (, ). On en déduit la seconde formule.

Sia € Zy, ona (0_1(0a(z)),0a(y)) = (dalo-1(2)),0a(y)) = 0a({o-1(2),y)). On

déduit donc la formule pour o, du (i) de la prop. et de ce que o’a(li—TT) = aﬂ—TT.

Si M est un Or-module topologique, on note M"Y le dual de Pontryagin de M, en-
semble des applications &' -linéaires continues de M dans L/0,. Si M est de longueur
finie sur 07, il en est de méme de MV, et on alg, MY =1g, M.

Si M est un &p-module topologique, sans élément p-divisible, on note M* le &-
dual de M, ensemble des applications & -linéaires continues de M dans O,. Alors M*
est le module de Tate de MV (i.e. la limite projective des M [p"] pour les applications
X px).

Si M est un L-espace vectoriel topologique, on note M* son dual topologique,
ensemble des applications L-linéaires continues de M dans L. Si M est un & -réseau
de M,ona M*=L®e, M.

On munit ces duaux de la topologie faible (u,, — p si et seulement si p, (v) — p(v)
pour tout v € M).

Lemme 1.2.4. — Si k € N, Uapplication qui a y € mzkﬁg/ﬁg associe la forme li-
néaire x — [y, x] = réso(xy %) est un isomorphisme de m;*Og/Og sur (Og/mk)V.
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Démonstration. — Soit D = ﬁg/mf. Si f:D — L/0Oy est Op-linéaire continue, alors
f(D) c m;*0L /0y et il existe mg € N tel que Pon ait f(T™) = 0 si m > myg. Ceci
mez T HF(T™)) converge dans m;*0s/0s =
DV. La somme y de cette série est alors I'unique élément de mzkﬁg /O¢ vérifiant
[y, T™] = f(T™), pour tout m € Z, et par continuité et linéarité, c’est aussi I'unique
élément de m;* 04 /04 vérifiant [y,2] = f(z), pour tout « € D. Ceci permet de

implique que la série (1 + T)(>

conclure.

Si D est un (¢, T')-module, et si z € D, on note «(z) la forme linéaire y +— {z,y}
sur D.

Proposition 1.2.5. — Si D € ®T5E . (resp. D € ®T°(0p), resp. D € PI'*(&)),

tors
alors v induit un isomorphisme de D sur DV (resp. sur D*, resp. sur D*).

Démonstration. — Si D est de torsion, on déduit du lemme et du théoréme de
structure des modules sur les anneaux principaux, que x — ¢/(z) = t(o_1(x)) est un
isomorphisme de D sur DV. Il en est donc de méme de ¢. Le cas D € ®I'**(0) s’en
déduit en utilisant le fait que D et D* sont respectivement les modules de Tate des
limites inductive des Dy, et D), ot Dy = D/p*D. Enfin, le cas D € ®T°(&) s’en
déduit en tensorisant par L, cela permet de conclure.

Remarque I.2.6. — En utilisant le fait que le dual de Tate de D est D, cela permet
d’échanger les roles de D et D dans la prop. et donc d’obtenir des isomor-
phismes naturels ¢ : D = DY, si D € ®I'¢’ et ¢ : D = D* si D € ®I'°*(0¢) ou
si D € ®IeY(&).

5. Orthogonalité et treillis

et

Dans ce numéro, D est un objet de ®I'¢S ..

Définition 1.2.7. — Si M est un treillis de D, on note M2t le sous-Or-module de D
constitué des x € D tels que {x,y} = 0 quel que soit y € M.

Lemme 1.2.8. — Si M est un treillis de D, alors M est un treillis de D. De plus,
(M+)* =M.

Démonstration. — Ecrivons D sous la forme D = @, (Os/ mlz) fi- Comme M est un
treillis de D, il existe a > b € Z tels que

QLT O - fic M Cc ol T 0} - f;.
Soit w une uniformisante de L, et soit f € D Thomomorphisme envoyant f;

sur w ki fiTT et fj sur 0sij#i. Onaalors D= a&¢ (Og/w" Og)f. Maintenant

«réso(zy145) = 0, quel que soit y € OF /@* » équivaut & «z € 0F /@* »; on en

déduit les inclusions

O TP Ok - fY C Mt Cc ol T 0F - f.
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Finalement, comme {z,ay} = {o_1(a)z,y}, si a € OF, cela implique que M+ est un
ﬁ’;ﬁf-module7 et donc un treillis de D au vu des inclusions ci-dessus.

Enfin, Dégalité (ML)t = M suit de ce que M est fermé dans D et { , } est une
dualité parfaite d’apres la prop. [2.5] Ceci permet de conclure.

Lemme I1.2.9. — Si M est un treillis de D, alors . : D — DV induit un isomor-
phisme de Or-modules de M+ sur Hom(D/M,L/0y).

Démonstration. — Par définition de M, la restriction de ¢ & M~ se factorise en une
application injective vp; : M+ — Hom(D/M, L/Or). Maintenant, M étant un treillis
de D, et D étant de torsion, M est ouvert dans D et D/M est un &-module discret.
Donc Hom(D/M, L/0,) s’identifie naturellement au sous-ensemble des z € DV tels
que {x,y} = 0 quel que soit y € M. La surjectivité de + permet de conclure a celle
de tps

Lemme 1.2.10. — Si I est fini, et si M;, pour i € I, sont des treillis de D, il existe
un treillis M’ de D, contenant les M;, tel que D/M; = D/M' & M'/M; pour tout
1el.

Démonstration. — Ecrivons D sous la forme D = @?:1(ﬁg /mij) fj. 11 existe alors
b; € Z tel que M; C @?‘ZlTb" ﬁ} - fj, et on peut prendre M’ = @?ZlTbﬁ;? - fj, ou
b= infiej bz

Proposition 1.2.11. — Si My C M sont des treillis de D, alors
Igg, (Mi"/My) =g g, (Ma/My).

Démonstration. — Choisissons un treillis M’ de D contenant M; et Ms, tel que
D/My; = D/M’' & M'/My et D/My = D/M' & M’/M,. En utilisant le lemme
on voit que 'on est ramené & prouver que

lg s, (Hom(M'/My,L/6r)/Hom(M' /M,, L) 61)) =1gg, (Ma/My),

ce qui suit de ce que tous les modules en présence sont de longueur finie sur 7y, et
donc

g0, (M'/My)Y /(M [My)") =g, (M'/M:) =g, (M’ /My)
= lgg, (M'/My)/(M'/My)) =g, (Ma/My).

II. Les foncteurs D — DY et D — D8

Ce chapitre est consacré & la définition et I’étude des sous-modules DT, D+, D»r,
D% et Df d’un (¢, T)-module étale D. Sauf mention explicite du contraire, les (¢, T)-
modules considérés sont étales sur Og, et les résultats valables pour D € ®I'*(0s)
s’étendent a T (&) en tensorisant par L.
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I1.1. L’équivalence de catégories de Fontaine. — Notons :

® Repy,s9q, la catégorie des &r-modules de longueur finie, munis d’une action
linéaire continue de ¥9q,,

® Repy, Yq, la catégorie des Op-modules libres de rang fini, munis d’une action
linéaire continue de 9q,,,

® Rep;¥Yq, la catégorie des L-espaces vectoriels de dimension finie, munis d’une
action linéaire continue de ¥q, .

Si V est un objet de Rep,, ¥q,, alors V/p*V est un objet de Repyos¥q, pour
tout k, et V est la limite projective des V/p*V. Si V est un objet de Rep;9q,,, alors
V posséde des O -réseaux stables par 9q, (par compacité de 9q, ), et si Vj est un de
ces réseaux, on a V =L ®g, Vo.

Dans la suite,

e une O -représentation de 9q, désigne un objet de Repy,,%q, ou de Repy, Yq,

e une représentation p-adique de 9q, désigne un objet de Rep,.s%q,, de Repys, Yq,
ou de Rep;9q, -

Les (¢, T')-modules étales ont été introduits par Fontaine [I7] qui a montré qu'ils
sont en équivalence de catégories avec les représentations p-adiques de 9q,. De ma-
niére plus précise, le complétA, pour la topologie p-adique, de ’anneau des entiers
de Pextension maximale non ramifiée de & (pour L = Q,), est muni d’une action de ¢
étendant celle existant sur Og et, grace a la théorie du corps des normes [19] 27],
d’une action continue (pour la topologie faible) de ¥q, commutant a celle de ¢. De
plus, (01 ®z, A=l =0y et (0f ®z, A)” = Og, I'action résiduelle de T' = Y9q,/
étant celle précédemment définie.

Théoréme I1.1.1. — (Fontaine)

(i) Si D est un (¢,I')-module étale, alors V(D) = ((0 @z, A) ®g, D)¥=", est
une Oy, (resp. L)-représentation p-adique de 9q, .

(i) Si V est une représentation p-adique de 9q,, alors D(V) = (A ®z, V)7 est
un (p,I')-module étale.

(iii) Les foncteurs V et D sont exacts, inverses l'un de lautre, et induisent des
équivalences de catégories :

Reptorngp = (I)Fet

tors»

Repy, 9q, = ®T°(0s) et Repp9q, = I(E).

Remarque I1.1.2. — (i) On dit qu'une représentation de ¥q, est abélienne si elle
se factorise par 54(31; Comme le quotient de %&2 par S est I'™ canoniquement

isomorphe a Gal(F,/F,), on obtient la la version primitive suivante de 1’équivalence
de catégories de Fontaine :

(1) voir |10}, [11], par exemple, pour les principales propriétés de cet anneau que Fontaine note Oz
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le foncteur V — (W(F,) Rz, V)™ induit une équivalence de catégories entre
représentations abéliennes de 9q, et (p,T')-modules étales sur Op, (ou sur L, si V est
une L-représentation).

(ii) Si V' est une représentation p-adique de %q,, soit D™ (V) = (W (F,)®V)”?*. On
remarquera que, si V' est abélienne, alors D™ (V') est le module considéré au (i). Par
ailleurs, dans le cas général, on a D™ (V) = D™ (V") ce qui permet de se ramener
au cas abélien. En effet, il suffit de prouver le résultat pour une représentation de
torsion, les autres cas s’en déduisant par limite projective et inversion de p. Soient
Vi = V7 et Vo = V/Vi. 1l suffit de prouver que (W(F,) @ V)* = W(F,) ® V.
Supposons le contraire, et soit X C W (F,) ® V, 'ensemble des éléments tués par p
dans 'image de (W (F,)®V)”". Alors X est un F,-espace vectoriel qui est stable par
| " =T" et qui est non nul sous notre hypothése. Il résulte du th. de Hilbert 90
que X est de la forme F,® V5, ot V; est fixe par '™, et donc inclus dans V. Soit alors

v € V5. Comme 5 agit trivialement sur W (F,) ® V1, cela implique que o(?) — ¢ ne
dépend pas du choix de relévement de v dans W (F,)® V. Or, par hypothése, v admet
un relévement fixe par 7', et donc tout relévement de v est fixe par 5. Comme on
peut choisir un tel relévement dans V', on obtient une contradiction avec la définition

de V1, ce qui permet de conclure.

On rappelle que x désigne le caractére cyclotomique. On définit le dual de Tate V
d’une représentation p-adique V' de ¥q, par :

o V =Hom(V,(L/OL) ® x), si V € RepyrsYaq, -

o V=Hom(V, 0, ®x),si V € Repy, Yaq,

eV =Hom(V,L®Yx),siV&Rep;Y,-

Si D est un (¢, T")-module étale, et si V' est la représentation p-adique de Yq, qui
lui correspond, alors la représentation correspondant a D est V.

I1.2. L’action de ¢. — Dans tout ce § (sauf pour le cor. [[1.2.9)), on fixe un (¢, T')-
module D étale sur Og.

1. Les modules DY, Dt* et D™. — On note
e DT lensemble des x € D tels que la suite (¢"(z))nen soit bornée dans D,
e Dt lensemble des z € D tels que ¢ (x) — 0,
e D" Tintersection des ¢™(D), pour n € N.

Remarque I1.2.1. — Les modules D™, DtT et Dt peuvent se décrire via les an-
neaux de Fontaine. La description de D™ se trouve au (ii) de la rem. [[I.2.4]; nous
allons donner une description de Dt et DT+,

e Le corps résiduel E de A est une cloture séparable de Eq, = F,((T)). On note E
le complété de sa cloture radicielle et A l'anneau des vecteurs de Witt & coefficients
dans E. Alors E et A sont munis d’actions de © et 9Yq, commutant entre elles, 'action
de ¢ étant bijective.
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e Le corps E est muni d’une valuation vg, et on notd'?|E*1 I’anneau de ses entiers

et ET+ Pidéal maximal de ET. Comme vg(p(2)) = pvg(x), ET (resp. ETT) est aussi
Pensemble des = € E tels que (" ())nen est bornée (resp. ¢ (z) — 0).

e On note A" I'anneau des vecteurs de Witt & coefficients dans ET et AT+ I’idéal
W(ETT) de AT, ce qui fait de At (resp. A*1) l'ensemble des z € A tels que
(¢"(2))nen soit bornée (resp. ¢™(z) — 0). Comme E* = F, & ETT, on a de méme
At =W(F,) ® At+.

e Enfin, on pose AT = ANAT et AT = ANA*T, ce qui fait de AT (resp. ATH)
Pensemble des € A tels que (¢"(z))nen soit bornée (resp. ¢"(x) — 0). On a
At = W(F,) ® A+,

On en déduit que, si V' =V (D), de sorte que D = (A @z, V)7, alors

I I
Dt = (At @z, V)7 et DT = (ATt @z V).

Proposition I1.2.2. — (i) D™ est un Or-module de dimension < dim D, et tout
sous-Or,-module de type fini de D, qui est stable par ¢, est inclus dans D™ .

(ii) TD* Cc D** et DT = D+ @ D™.

(iii) Si D est de torsion, alors Dt et D1 sont des treillis de D.

Démonstration. — Soit V = V(D) de telle sorte que D C A ®z, V. Si x appartient
a Npene™(E), il en est de méme de tous ses conjugués, et le polyndme minimal de
z sur Eq, = F,((T)) est a coeflicients dans N,en¢”(Eq,) = Fp. On en déduit que

Nnene™(E) =F,, que Nyeny”™(A) = W(F,), et que

D™ = ﬁneNgOn(D) C (ﬁneN @n(A)) Xz, V = W(Fp) Xz, V.

Il en résulte que D™ = D (V), et il résulte de la rem. que que D™ est de
dimension sur @}, inférieure ou égale a celle de V7 ", et donc en particulier & celle
de V' qui est égale a celle de D sur Og. Maintenant, si M est un sous-&r-module
de type fini de D stable par ¢, alors ¢ induit une bijection de M sur M, et donc
M C Npenyg™(D) = D™, ce qui démontre le (i).

L’inclusion TDY C D'F suit de ce que ¢*(T) — 0, et la décomposition
Dt = D™ @ D' est une conséquence de la stabilité par 9q, de la décomposition
At =W(F,) ® AT, et de ce que

Dt = (At ®z, V), D' =A@z V)? et D™ =(W(F,) @z, V).

Enfin, il est immédiat que D et DF sont des sous-0f-modules de D. Le fait que
ce soient des treillis, si D est de torsion, est une conséquence du (ii) du lemme [I1.2.3
ci-dessous. Ceci termine la démonstration de la prop. [1.2.2}

(12)On a aussi ET = {(n)neN, Tn € ﬁcp/p, fo_l = Zpn, Vn € N}; Fontaine note cet anneau R

et Fr R son corps des fractions E.
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Lemme I1.2.3. — Soientey,...,eq € D, avec D = (ﬁg/m’zl)el - -@(ﬁg/mlzd)ed,
et soit k le maximum des k;, pour 1 <i <d.

(i) Il existe des entiers relatifs ng > nq1, et des matrices A = (a;;)1<ij<d €t
B = (b; j)1<i,j<d, @ coefficients dans TO} /m% | éléments de GLq(Og /mk), telles que
lon ait

d d
ap(T"‘)ei) = Zai’jT”Oej et T”lei = Z bi’j@(Tnlej)a sil << d.
j=1 j=1

(ii) Si No (resp. N1) est le 0F -module de D engendré par les T™0e; (resp. les T™e;),
pour 1 <1 <d, alors

©(No) CTNg C DT C DY C Ny C OF - o(INy).

Démonstration. — eq,...,eq et p(e1),...,p(eq) sont des familles génératrices de D
sur Og. Comme D est tué par mlz, il existe des matrices

A= (a;,j)lgi,jgd et B = ((,’Z_J_)lgingd7

éléments de GL4(Og/mk), telles que I'on ait
d
ole;) = Za;dej et e = Zbg,jap(ej), sil1<i<d.
j=1

On a (ap(T)/T)pk = T®=1r" dans OF/mk; il existe donc n € N tel que
(@(T)/T)"pkA’ et (@(T)/T)”pkB’ soient & coefficients dans T0Z /mk . et on peut
prendre ng = np”*, ny = —npk, A = (cp(T)/T)”pkA’ et B= (cp(T)/T)”pkB’.

Maintenant, les inclusions ¢(Ny) C TNy et Ny C O -(Ny) suivent de la construc-
tion de Ny et N;. On déduit de la premiére, par une récurrence immédiate, que 1’on
a " (Ng) C ¢"(T)No, et comme ¢"(T') — 0, cela montre que Ng C Dt (et donc,
a fortiori, TNy C D**). Enfin, si n € N, il existe des b; ;,, € O} tels que l'on ait
T™e; = S0 bijng™(T™e;), si 1 <i < d. Donc, siz =3¢ zT"e € DF, et si
" (x) = Z?Zl x;nT™ e, alors ™ (z;) = Z';:l bi j.nTjn, et la suite ™ (x;) est bornée
dans Oe /mlz Ceci implique que z; € ﬁ’z; /m’,fj, et donc que x € Ny. On en déduit
I'inclusion D C Nj qui termine la démonstration du lemme.

Remarque II.2.4. — (i) Il résulte du (i) de la prop. que D" est le plus grand
sous-C'r-module de type fini de D stable par ¢.
(ii) II résulte de la démonstration de la prop. [[1.2.2] que D™ = D"*(V), ce qui
implique en particulier, d’aprés la rem. [I1.1.2, que D™ # 0 si et seulement si V% ' #0.
(iii) Si D n’est pas de torsion, DT et Dt sont en général nuls. 1l peut quand
méme arriver que DT soit assez gros pour engendrer D, auquel cas on dit que D est
de hauteur finie.
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2. Polynomes en ¢

Lemme I1.2.5. — Soient ag,...,0,_1 € M.
() SiP=1+a, 1 X+ +aoX", alors DP¥)=0 =0,
(i) Si P=X"4a, 1 X" 1+ +ag, alors DP)=0 — .

Démonstration. — Dans le premier cas, l'injectivité de P(y) suit de ce que P(p) =1
mod. my, et donc que P(¢p) est injectif sur m& D/m¥™ D quel que soit k € N. Dans le
second cas, cette injectivité est une conséquence de la congruence P(p) = ¢™ mod. my,
et de ce que D est étale, ce qui implique que ™ est injectif sur m’zD/mﬁﬂD quel

que soit k € N.

Lemme I1.2.6. — Si P € 01[X] a une image non nulle dans ki[X], alors P peut
s’écrire de maniére unique sous la forme P = uPtPP~, ot u € O, et

PT(X) =XFtap 1 XF 4 tay aveca; emp si0<i<k-—1,
PY(X) =X 4 by X 4 by avech; € Op, si0<i<{l—1,ethy € o5
P (X)=14cma X+ - +cX" avecc; emp si0<i<m—1.

Démonstration. — C’est parfaitement classique : si P est de degré n et aq,...,ay,
sont les racines de P, alors

Prx)= ] X-a), PPX)= ] X-a), et P (X)= [ (1-a;'X).
vp(a;)>0 vp (a;)=0 vp (a;) <0
Corollaire I1.2.7. — Si P € O1[X] a une image non nulle dans ki [X], et si P°

est le polynome défini ci-dessus, alors DF(#)=0 = DFP(9)=0

Proposition I1.2.8. — Soit P € O1[X] dont l’image dans kp[X] n’est pas nulle.
Alors DP(@)=0 est inclus dans D™.

Démonstration. — Quitte a remplacer P par P et a diviser par P°(0), ce qui, d’aprés
le cor. ne change pas DF(¥)=0 on peut supposer que P(0) = 1. Dans ce cas, un
élément  de DY(¥)=0 est une combinaison linéaire a coefficients dans &y, des " (z),
pour n > 1, et en réitérant le procédé, on peut, pour tout k, écrire x comme une
combinaison linéaire a coefficients dans ¢ des ¢™(x), pour n > k. On en déduit
I'appartenance de z & Nieng”® (D) = D™, ce qui permet de conclure.

Corollaire I1.2.9. — Soit P € 01| X] non nul.

(i) Si D est un (@,T)-module étale, libre de rang d sur Og, alors DF)=0 est un
O'1,-module, libre de rang < d.

(i) Si D est un (p,T)-module étale, de dimension d sur &, alors DY(¥)=0 est un
L-espace vectoriel de dimension < d.

Démonstration. — Le (i) suit du (i) de la prop. [I1.2.2} et le (ii) suit du (i) en prenant
un Og-réseau stable par ¢ et T
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I1.3. L’opérateur o

1. Définition. — Soit D un (p,T')-module étale sur &g. Comme les (1 + T)°,
pour 0 < i < p — 1, forment une base de &g sur p(Og), on peut écrire tout élément
x de D, de maniére unique, sous la forme

p—1

z =Y (14 T)p(x),

i=0
ce qui nous permet de définir un opérateur ¢ : D — D par la formule ¥(z) = xg;
c’est un inverse a gauche de ¢ (i.e. ¥(p(x)) = x) qui va jouer un role primordial dans
la suite.

L’action de I" n’est pas utilisée dans la définition de i et cette définition est donc
valable pour tout ¢-module étale non nécessairement muni d’une action additionnelle
de I'. Dans le cas d’un (p,T')-module, 1) commute a laction de T" : en effet, si a € Z;,
on a

p—1 p—1

aa(i(HT)iso(a:i)) =D (14T)"p(0a(2:) = p(0a(@0) +3_(1+T) " p((14T)" 0a(w:),

ouj; € {1,...,p— 1} et b; € Z, sont définis par ai = j; + pb;; on a donc, comme
annoncé, (o, (x)) = g4(x0) = 0a((2)).

Remarque I1.3.1. — L’opérateur ¢v : D — D provient, en voyant D comme un
sous-module de A ®z, V(D) de l'opérateur ¢ : A — A défini comme suit : A est
une extension de degré p de p(A) d’extension résiduelle inséparable, ce qui fait que
Tra/u(a) prend ses valeurs dans pp(A) et que la formule ¢ (z) = p~1o ™ (Tra /p(a))
définit un opérateur de A dans A. Il est apparent sur cette formule que ¢ commute
a l'action de Yq, et est un inverse & gauche de ¢ sur A, ce qui permet de retrouver
les propriétés de v : D — D mentionnées ci-dessus.

2. ¢ comme adjoint de . — Ce qui suit est a la base de la définition [2] de la
dualité locale de Tate en termes de (¢, I')-modules.

Lemme 11.3.2. — Soient D, Dy, D2 des (¢,T')-modules étales sur Og.
(i) Six € Og et siy € D, alors Y(p(x)y) = z(y) et Y(zp(y)) = Y(z)y.
(11)5'@376D1 et siy € Dy, alors Y(p(x) @ y) =2 @ ¥(y).
(iii) Siz € D ety € D, alors Y({@(x),y)) = (z,9(y)).

Démonstration. — La démonstration étant la méme dans les trois cas, nous ne traite-

rons que le (if). Siy = Y770 o (y:)(1+ T)7, alors p(x) @ y = 30— @z ® i) (1 + )
et donc

@,
)=

Y(p(@)@y) =r@yYo = @P(y).
Corollaire I1.3.3. — Sixz € D ety € D, alors
{z, o)} = {¢(),y} et {p(),y}={z, v}
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Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du (ii) de la prop. [[.2.2] et du

(ili) du lemme
3. (¢, T)-modules et (1, T')-modules
Proposition I1.3.4. — Soient D et D' deux (¢,T')-modules étales sur Og.
(i) Si h: D — D' est un morphisme de (¢,T')-modules, alors h commute a .
(ii) Si h : D — D’ est un morphisme de Og-modules commutant & ¢ et T, alors h
est un morphisme de (p,T')-modules.

Démonstration. — Le (i) est une conséquence de ce que, si z = 37— (1 + T)ip(z),
alors h(z) = Zf:_ol(l +T)p(h(z)), et donc ¥ (h(2)) = h(z0) = h(¥(2)).

Pour démontrer le (ii), remarquons que si z = Zf;ol(l + T)ip(z;), alors on a
zi = ¥((1 + T)~%2); en particulier, z € (D) si et seulement si ¥((1 +T)~z) = 0,
pour tout ¢ € {1,...,p— 1}. Maintenant, siz € Detsil <i<p—1,ona

(L +T)"h(p(2) = (ML +T)""¢(2))) = h(¥((1 +T) "¢())) = 0.
On en déduit Dexistence de y € D’ tel que h(p(x)) = ¢(y). On a alors

y = v(e(y)) = ¥(h(p(x))) = MY (p(x))) = h(z),

et donc hop = ¢ o h, ce qui permet de conclure.

Proposition I11.3.5. — Si A=kg, Og ou &, si D est un (p,I')-module étale sur A,
st M est un sous-A-module de D stable par ¢ et T', et si M engendre D en tant que
(¢, T)-module, alors M = D.

Démonstration. — Sii € N, soit (¢*)*M le sous-A-module de D engendré par o' (M).
Sik € N, soit My = Zfzo(w*)iM. Comme ¥((¢*)'M) = (¢*) 7'M, et comme
(M) C M par hypotheése, on a )(My4+1) C My, quel que soit k € N. Par ailleurs, la
suite M}, est une suite croissante de sous-A-modules de D ; elle est donc stationnaire,
et la limite est stable par ¢ par construction, et par I' puisque M l’est et  commute
a I'. Cest donc le (p,I')-module engendré par M et notre hypothese selon laquelle
M engendre D en tant que (¢, I')-module se traduit par 'existence de k € N tel que
My, = D. Ceci implique

D = ¢*(D) = ¢*(My,) € My = M,
et permet de conclure.
I1.4. Le module D!. — Dans ce §, D désigne un (@,F)—modul étale sur Og.

Notre but est de prouver que D contient un plus grand treillis Df sur lequel v est
surjectif, et d’étudier les propriétés de ce module.

(13)En fait, comme l'action de I' n’est utilisée nulle part, ce qui suit est aussi valable pour les ¢-
modules étales.
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Lemme I1.4.1. — Si D est de torsion sur Og, et si M est un treillis de D, on a :
(i) Y(M) est un OF-module;
(ii) si (M) C M, alors (M) D M ;
(iii) si le OF-module engendré par (M) contient M, alors (M) C M ;
(iv) si (M) C M, alors p(T~'M) C T='M et, quel que soit x € D, il existe
n(xz, M) € N tel que " (z) € T"*M sin > n(x, M).

Démonstration. — Le (i) suit de ce que ay(z) = (p(a)z) et de ce que p(a) € OF,
si a € 0F. Le (ii) est une conséquence de l'identité ¢(¢(z)) = z. Pour démontrer

le (iii), considérons une famille génératrice ey, ...,eq de M sur ﬁ;f. L’hypothése selon
laquelle le ﬁ;?—module engendré par (M) contient M signifie que l'on peut écrire
tout élément x de M sous la forme x1p(e1) + - + zap(eq), avec 1,...,xq € OF.

On a alors 1(z) = ¥(z1)er + -+ - + 1(zq)eq et comme (OF) C OF, cela montre que
Y(x) C M, ce qui prouve le (iii). Passons au (iv). Siy € M et si k est un entier > 1,
on a Y(*(T)"ty) = " H(T)"1(y), ce qui montre que (" (T)~'M) est inclus
dans *~H(T)"1M, si k > 1. Comme de plus (T ~1M) C (p(T) 1 M) C T71M et
comme D = Upen@®(T) ™1 M, cela permet de conclure.

Proposition II.4.2. — Il existe un unique treillis D* de D wvérifiant les propriétés
susvantes :

(i) pour tous x € D et k € N, il existe n(x, k) € N tel que ¥"(x) € D¥ + pFD, si
n>n(zx,k);

(ii) ¥ induit une surjection de D* sur lui-méme.
De plus,

(iii) si N est un treillis de D et k € N, il existe n(N, k) tel que " (N) C D! +p¥D
sin>n(N,k);

(iv) si N est un treillis de D stable par i tel que v induise une surjection de N
sur lui-méme, alors N C D* et D¥/N est tué par T.

Démonstration. — Commencgons par établir 'unicité d’un tel module. Si M; et My
sont deux tels modules, alors M; + M5 en est un autre, ce qui permet, quitte a
remplacer M; par M;+ M, de supposer My O M,. Mais alors 'application induite par
¢ sur My /My est Op-linéaire, surjective d’aprés la propriété (ii) et topologiquement
nilpotente d’apreés la propriété (i). Comme M;/Ms est compact, cela implique que
M, = Ms ; d’ou 'unicité.

Passons a la démonstration de I'existence de D*. Commencons par supposer que
D est de torsion, et choisissons (cf. lemme deux treillis Ny, N1 de D vérifiant
©(Ng) C Ny C Ny C ﬁ’(}' - o(N7). Sin € N, soit M,, = ¢™(Ny). C’est un sous—ﬁ(}'-
module de D d’aprés le (i) du lemme Par ailleurs, comme ¢(Ny) C No, le (ii)
du lemme [[T.41] montre que la suite M, est croissante. Une récurrence immeédiate
utilisant le (iii) du lemme montrant que ’on a M,, C N; quel que soit n € N, la
suite M, est stationnaire et sa limite M, est un treillis de D vérifiant ¥(Mso) = M.
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Soit M}, = ¢ (T~ M,). Il résulte du (iv) du lemmeque la suite M est une
suite décroissante de treillis de D contenant M ; sa limite M/ est donc un treillis
de D contenant M et vérifie (M. ) = M. par construction. Comme de plus, le (iv)
du lemme [[T.4.1] dit que, si # € D, il existe n(z) € N tel que I'on ait " (z) € T My
sin > n(z), et comme il existe m € N tel que M/, = M/, on a """ (z) € M/, quel
que soit n > n(x). Tout ceci montre que M/ vérifie les propriétés (i) et (ii) requises
pour DF.

On a donc établi I'existence et 'unicité de D¥; reste a établir les propriétés (iii)
et (iv). Pour la (iii), il suffit de remarquer que, si M est un treillis de D, il existe k € N
tel que M soit inclus dans ¢*(T)~1D¥, que ©*(T)~1 D! est stable par 1, et que ) est
nilpotent sur le &z-module ©*(T)~'D!/D* qui est de longueur finie. Pour la (iv), on
commence par remarquer que, si ¥(N) = N, alors N + D* vérifie les propriétés (i)
et (ii) et donc que N +D* = D!, ou encore N C D¥. Finalement, 'unicité de D et les
arguments permettant de le construire a partir de M, (cf. ci-dessus), montrent que,
si N est un treillis de D vérifiant 1)(IN) = N, alors la suite )" (T ' N) est décroissante
et D! en est la limite, ce qui montre que D¥ C T~'N et permet de conclure dans le
cas ou D est de torsion.

Maintenant, si D € ®I°*(0g), et si k € N, on peut appliquer ce qui précéde
a Dy = D/p*D. L’application naturelle Dj,; — Dy induit alors une application
naturelle DQH — D,ﬁc. Celle-ci est surjective car d’une part 'image de Di_H est un
treillis de Dy, stable par ¢ sur lequel ¢ est surjectif et donc D,E/Im(D,ﬁHl) est tué par T'
et donc de type fini sur &, et d’autre part, 1 est surjectif sur D,ﬁc/lm(D,ncH) (car il
Pest sur Dluc) et nilpotent (car nilpotent sur DkH/D,uH_l). Soit alors M}, l’ensemble
des x € D dont 'image dans Dj, appartient a Di, et soit M = NgenMp. La discussion
précédente montre que M est un treillis de D vérifiant (M +p*D)/p*D = D,ﬁC quel que
soit k € N, ce qui permet de montrer que M vérifie les propriétés (i)-(iv) demandées,
et conclut la démonstration.

Corollaire I1.4.3. — Si x € D, il existe un treillis M de D contenant les 1™ (x),
pour n € N.

Démonstration. — Si k € N, alors p* D+ D contient tous les 1™ (), pour n > n(x, k),

ce qui montre que M = D¥ + Y oneN ﬁgw"(y) est un treillis de D.

Remarque I1.4.4. — (i) Si k € N, alors (D/p*D)* = D*/(D* N p*D) comme le
montre la fin de la démonstration de la proposition. On fera attention au fait qu’en
général Papplication naturelle D*/p*Df — (D/pFD)* n’est pas un isomorphisme
(i.e. n’est pas injective).

(ii) La construction de D¥, si D € ®T°*(0¢), montre que D* est la limite projective
des (D/p*D)t.

Ezemple I1.4.5. — Si D = O, alors D} =T~ 10}.
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Démonstration. — Constatons que ﬁ;@f est un treillis de g stable par ¢ et par ¢,
ce qui implique que 9 : ﬁ;? — ﬁ’;? est surjective. D’aprés la proposition [[1.4.2} ceci
implique que OF C ﬁ’i@ CT710fk, et comme ¢(T71) = T, cela démontre 1'égalité
Di=T"loft.

Proposition I1.4.6. — Soit f : D1 — Do un morphisme de (¢,T')-modules étales
sur Og.

(i) £(Dt) ¢ D,

(ii) Si f : D1 — D4 est injective, alors f : D§ — Dg est injective.

(iii) Si f: Dy — Dy est surjective, alors f : D} — Dg est surjective.

Démonstration. — f (D%) est un sous-04-module compact de Dy sur lequel 9 est
surjectif ; on a donc f(D?) c D% d’apres la propriété (iv) de D} (prop. IL4.2). Ceci
démontre le (i). Le (ii) est évident et pour démontrer le (iii) considérons un treillis M
de D, stable par v, et dont l'image par f est Dg (pour construire un tel M, il
suffit de partir d’un treillis My de D; dont l'image par f est Dg, et de prendre
pour M T’adhérence de la somme des 9™ (My), pour n € N; la propriété (iii) de D§
(prop. montre que M est bien un treillis de D;). Soit z € Dg. Pour tout
n € N, il existe z,, € Dg tel que Y™ (x,) = z et T, € M tel que f(Z,) = .
Soit u, = ¥"™(Z,). Comme la suite (u,)nen est & valeurs dans M qui est compact,
elle admet une valeur d’adhérence u. Par ailleurs, on a u,, € Dtli +p¥ Dy, sin > n(M, k)
d’apres la propriété (iii) de Dg ; on en déduit I'appartenance de u a Dg + p*D; pour
tout k € N, et donc aussi & D!, Enfin, on a f(u,) = ¢"(f(Z,)) = , pour tout n € N,
ce qui implique que f(u) = z et montre que f : D§ — Dg est surjective. Ceci permet
de conclure.

Remarque II.4.7. — Si D1 — D — D5 est une suite exacte de (p,I')-modules, la
suite D{ — D! — Dg n’est, en général, pas exacte.

I1.5. Le module D% — Dans tout ce §, D est un (¢,I')-module étale sur Og.
Notre but est de montrer que :

e D contient un plus petit treillis D¥ stable par 1 et sur lequel 9 est surjectif,

e D% est inclus dans D et D#/D" est « petit ».
1. La dualité entre D/P(y)D et DF(#)=0

Lemme I1.5.1. — L’application naturelle de D* /P () D* sur la limite projective des
(D/pF D)t/ P(4)(D/p*D)* est un isomorphisme, pour tout P € Op[X].

Démonstration. — Notons ¢ cette application naturelle. D’apreés la remarque [[1.4.4]
on a (D/p*D)* = D¥/(D¥ N p*D), et donc

(D/p" D)}/ P($)(D/p" D)* = D*/((D* Np*D) + P(y)DF).

Comme D* est complet, on en déduit la surjectivité de ¢. Maintenant, si x € D¥ est
dans le noyau de ¢, et si w est une uniformisante de L, alors, quel que soit k € N, on
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peut écrire  sous la forme x = @y, + P(1)zk, avec y, € D et 2z, € D!. Comme D?*
est compact, on peut extraire de la suite z; une sous-suite convergeant vers z € Dﬁ7
et un passage a la limite montre que 'on a x = P()z. On en déduit I'injectivité de ¢,
ce qui permet de conclure.

Lemme I1.5.2. — Soient ag,...,0,_1 € M.
(i) Si P=1+a, 1 X+ +aoX", alors D/P(y))D = D*/P(y))D* = 0.
(i) Si P= X" +a, 1 X" '+ +ap, alors D/P())D = D*/P(y))D* = 0.

Démonstration. — Soit (b;);en la suite d’éléments de &', définie par
+oo )
(14 ana X +-apX") () biX") =1 dans O[[X]].
i=0

Comme v,(a;) > 0si 0 <14 < n—1, cela implique que v,(b;) tend vers +oco quand
i tend vers +o0o. On en déduit le fait que 3 bjeb’ est un inverse de P(y) sur D
et D¥, ce qui démontre la surjectivité dans le premier cas.

Dans le second, en écrivant P(v)) sous la forme P(¢) = " (14+ap—10+- - - +app™),
on voit que P(1)) est un inverse a gauche de © = ™ ijog bip' sur D; on en déduit
la surjectivité de P(¢) sur D.

Supposons maintenant que D est de torsion, et soit M un treillis de D stable
par ¢ (on a donc M C D! d’aprés le (ii) du lemme et la prop. [IL.4.2). Comme
M est stable par ¢, on en déduit les inclusions O(M) C M et P(y)M D M. Soit
N = D!/P(3)D*. Cest un quotient de D*/M et donc un &r-module compact. De
plus, N est tué par P(v), ce qui implique, dans les deux cas, que N C my N (dans le
premier c’est évident, et dans le second cela suit de ce que 9 est surjectif sur N car il
est sur D¥). On en déduit la nullité de N, ce qui prouve que P(¢)) est surjectif sur D*
dans le cas de torsion. Le cas général s’en déduisant en utilisant le lemme [[.5.1] cela
permet de conclure.

Corollaire 11.5.3. — Si P € O1[X] a une image non nulle dans ki [X], et si P°
est le polynome défini dans le lemme [II.2.6, alors

D/P($)D =D/P°($)D et D*/P(y)D* = D*/P°())D".

Remarque I1.5.4. — La méme méthode montre que :

(i)si P € 1+ Xmp[X], et si M C D est fermé et stable par ¢, alors P(¢)) : M — M
est surjectif;

(ii) si P € OL[X] est unitaire, alors P(¢))D** contient DT+ (l'opérateur © défini
ci-dessus converge sur D).

Proposition I1.5.5. — Si P € 01| X] a une image non nulle dans ki [X], Uinclusion
D* C D induit un isomorphisme D*/P(y))D* = D/P(x)D.
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Démonstration. — Le corollaire montre que les deux &-modules considérés ne
changent pas si on remplace P par P°, ce qui permet de se ramener au cas o P est
unitaire et P(0) € O5. On peut alors, quel que soit n € N, écrire X sous la forme
X = PQ, + X"R,, avec Q,,, R, € O[X].

Six € D, on peut écrire x sous la forme = = z,, + P(¥) - yp, avec z, = Ry, (¢) - 9" (x)
et yp, = Qn(¥) - . Comme le sous—ﬁ;f—module de D engendré par les ¥"(z), n € N,
est contenu dans un treillis de D (cf. cor. , on peut extraire de (zp,y,) une
sous-suite convergeant vers (z,y) € D?, et on a & = z + P(¢) - y. Par ailleurs, si k
est fixé, on a ¢™(x) € D¥ + pFD et donc 2, € D! 4+ p*D si n est assez grand. On en
déduit appartenance de z & D! 4+ p¥ D, pour tout k € N, ce qui implique que z € D
et termine la démontration de la surjectivité de D¥/P())Df — D/P(+)D.

Soit z € D¥ N P(y)D. Soit y € D tel que z = P(¥) -y. Si P = X* +--- + ao,
soit M = Df + Oy + -+ + OLy*~1(y). Par construction, M est un treillis de D,
contenant D¥ stable par 1 car P(y))y € D! De plus, ¢ est surjectif sur M car,
si z € DF vérifie ¥*(z) =z, on a

y=—ag " Y(ary + axp(y) + - + ¥ (y) — 2).

Par construction de D!, ceci implique M = D*. On en déduit ’appartenance de y
a D¥ et l'injectivité de D*/P(y)D* — D/P(¢))D, ce qui permet de conclure.

Proposition I1.5.6. — Soit P € 01| X] vérifiant P(0) € 0.
(i) Si z € D vérifie P(¢) - z € D*, alors z € DF.
(if) DPWI=0 = (DEYPW)=0 ¢t donc DPW)=0 est compact.

Démonstration. — 11 suffit de prouver que (D/D#)P(¥)=0 = () ce qui suit de la nilpo-
tence topologique de 1 sur D/D* (cf. (i) de la prop. [I1.4.2).

Lemme I1.5.7. — Si P € O1[X] a une image non nulle dans ki[X], alors
TD* c P(y)D* C D"

Démonstration. — L'inclusion P(1))D* C D¥ est immédiate. Pour démontrer I'inclu-
sion TD* C P(¢)D*, le cor. [IL.5.3 permet de se ramener au cas ol P est unitaire
et P(0) € 0. Soit alors (b;);en la suite d’éléments de &y, définie par

“+o0
XdegPP(l/X)<Zka’“) —1 (dans 05[[X]).
k=0

Commencons par supposer que D est de torsion. Soit 2 € DF, et soit n € N tel que
0(p™(T)D¥) = "+t1(T)p(D*) soit inclus dans Te™(T)D*. Comme 1) : Df — D* est
surjectif, on peut trouver y € D¥ tel que z = ¥"(y) et on a Tx = " (¢™(T)y). La
série Z;:S brpFtdee P (o7 (T)y) converge alors dans Df (et méme dans ¢™(T)D*%) et
sa somme z vérifie P(y)z = ¢"(T)y. On a donc Tx = P(v) - ¢¥"(z), ce qui permet de
conclure, si D est de torsion.
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Dans le cas général, il résulte de ce qui précéde que, si @ € TD¥, et si k € N, il
existe yp € D¥ et 23, € D tels que l'on ait z = P(v))-yx, + ¥ 2;. On peut alors extraire
de yj une sous-suite convergeant vers y € DF, et un passage a la limite dans D montre
que x = P(¢) -y, ce qui permet de conclure.

Lemme I1.5.8. — Si P € O1[X] a une image non nulle dans ki[X], alors P(y)D
est fermé.

Démonstration. — On a P(y)D = P°(¢))D, ce qui permet de se ramener au cas ol
P(0) € 0. Si D est de torsion, P())D est ouvert puisqu’il contient T'D* d’aprés
le lemme Comme P(¢)D est un sous-groupe de D, son complémentaire est
ouvert en tant que réunion de translatés de Pouvert P(¢)D, et donc P(¢)D est
fermé. Pour conclure dans le cas général, il suffit de prouver que ’application naturelle
P(Y)D — @P(w)(D/ka) est un isomorphisme, ce qui montre que P(¢)D est
fermé comme limite projective de fermés. L’injectivité est évidente. Maintenant, si
reD= @D/ka est dans I'image de P(3) modulo p*, cela implique que 'on peut

trouver yi, € D et z;, € p¥ D tels que x = P(v))yx +2x. Alors, yx1 ., —y, modulo p* varie
dans le compact (D/pkD)F (¥)=0 ce qui permet, par extraction diagonale, d’extraire
de la suite g une sous-suite convergeant modulo p”*, pour tout k, et donc ayant une
limite y € D. Un passage a la limite montre que z = P(¢)y, ce qui prouve que
P)D — @P(w)(D/ka) est surjective, et permet de conclure.

On rappelle que, si D € ®I'¢t

et <, on dispose (rem. [[.2.6) d’un isomorphisme naturel
v:D— DV.

Théoréme 11.5.9. — Si P € OL[X]| a une image non nulle dans ki[X], alors ¢
induit des isomorphismes

DFI=0 2 (D/P(@)D)’ et D/PW)D = (D7D,

Démonstration. — Le Op-module (D/P(¢)D)V s’identifie, via +~!, au sous-ensemble
des éléements = de D tels que l'on ait {P(p)y,z} = 0 quel que soit y € D. Comme
{P(p)y,x} = {y, P(¢)x}, cet ensemble est aussi I'ensemble des 2 € D tels que, quel
que soit y € D, on ait {y, P(¢)z} = 0 c’est-a-dire DP#)=0_ On en déduit le premier
isomorphisme.

(DP(@)=0)V st le quotient de D par orthogonal de D¥(¥)=0_ Or P(y) ayant pour
adjoint P(v)), Porthogonal de DP®)=0 est 'adherence de I'image de P(y), c’est-a-dire
P(¢)D puisque P(1)D est fermé dans D (lemme [[L5.8)). Ceci permet de conclure.

Remarque I1.5.10. — Soit D € ®I'**(0g). En écrivant D comme la limite projec-
tive des D/p* D, on montre que application naturelle ¢ : D — Homg, (D, &/0g)Y est
encore un isomorphisme comme dans le cas de torsion. Comme Homg, (D,&/0¢) =
(£/0g)®e6, D, le th. s’étend, avec une démonstration identique, sous la forme :
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Si P € O1[X] a une image non nulle dans k[ X], alors v induit des isomorphismes
_ . =\ P(¢)=0
DPW=0 = (((6/605)06,D)/P(9))" et D/PW)D = (((6/05)06, D)7

2. Le foncteur D — D"

Proposition II1.5.11. — Si M est un treillis de D stable par 1 et inclus dans D¥,
alors D¥ /M est un Or-module de dimension < dimg, D, ety : M — M est surjectif.

Démonstration. — Si D est de torsion, alors D! /M est un &p-module de type fini
puisque D* et M sont des treillis de D. Il existe donc P € € [X], unitaire, tel que
P(¢) soit identiquement nul sur D#/M. Ceci implique que D*/M est un quotient
de D*/P(¢))D*%, et comme la dimension sur &y de D?/P())D! est égale a celle de
DP@)=0 @’apres le th. [IL5.9] le cor. permet de conclure, en ce qui concerne la
dimension, si D est de torsion. Le cas général s’en déduit par passage a la limite en
utilisant I’isomorphisme

D!/M = lim D*/(M + (pD 1 D¥)) = lim (D/p*D)?/(M/(p* D 1\ M),

Maintenant, 1 induit une surjection de D* /M sur D*/y)(M), et comme (M) C M
par hypothése, la composée de D¥/¢)(M) — D?/M induite par I'identité sur D* avec
Y : D¥/M — D /(M) est aussi surjective. Comme DF /1)(M) est de type fini sur 7,
d’aprés ce qui précéde, cette surjection est une bijection, et donc Df /4)(M) — D /M
est injective et (M) = M. Ceci termine la démonstration.

Corollaire I1.5.12. — L’ensemble des treillis de D stables par v admet un plus
petit élément DY, et ¢ agit surjectivement sur DP.

Démonstration. — Notons D! I’intersection de tous les treillis M stables par 1 et
contenus dans D*. Si D est tué par p*, et si (M,)nen est une suite décroissante de
treillis stables par 1 contenus dans DF, alors (D*/M,,),en est une suite croissante
de Or-modules de dimension < dimg, D et qui sont tués par p¥; elle est donc sta-
tionnaire et la suite (M, ),en est aussi stationnaire. On en déduit que D¥/D% est de
longueur finie sur ¢y, et donc que D" est un treillis de D qui est stable par v par
construction. D’ot le résultat, si D est de torsion. Le cas général s’en déduit par limite
projective, ce qui permet de conclure.

Remarque I1.5.13. — (i) Par construction, si D € ®T°*(0s), alors D? est la limite
projective des (D/p*D)E.

(ii) Le module D% vérifie la propriété suivante qui est le pendant de la propriété
vérifiee par D* ((i) de la prop. :si M est un treillis de D contenu dans DF,
alors pour tout k € N, on a " (M +p*D) = Df + p* D, si n est assez grand. En effet,
si Dy = D/p*D, et M, désigne I'image de M dans Dy, alors M, contient T"‘D,:r‘*'7
pour m assez grand, ce qui permet de supposer que My = TmD;CH', et donc est stable
par ¢. La suite des ¢"(Mjy) est alors, d’aprés les (i) et (ii) du lemme une
suite croissante de treillis de Dy, qui sont tous contenus dans D,hC puisque M}, l'est et
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que D,i est stable par . La suite des ¢¥™(Mj) est donc stationnaire et la limite est
incluse dans D,hC et stable par 1. Comme Di est le plus petit treillis stable par 1, on
a Y (M) = D,E pour n assez grand, ce qu’il fallait démontrer.

Proposition I1.5.14. — (i) On a D¥* C Dt C D* C D¥.

(ii) Si Yq, agit a travers 48 sur V(D), alors D¥ = Db et Dt (resp. D%)
est strictement inclus dans DV (resp. D¥); dans le cas contraire, Iinclusion de D*
dans D% est stricte.

(iii) D" est stable par ¢ si et seulement si 9q, agit a travers 545‘: sur V(D) ; D¥
n’est jamais stable par ¢.

Démonstration. — La seule inclusion non triviale est DT C DF. Soit donc z € DT.
Alors Tp(z) € D, et donc " (Tp(2)) € D* 4+ p*D pour n assez grand (dépendant
de k). On en déduit que y = 9"+ (" (Tp(2))) appartient aussi & D¥4+p*F D, et comme
y=(Tp(z)) = ¢¥(T)z = —z, on a z € D¥ + p*D. Ceci étant vrai pour tout k € N,
on a z € D%, ce qui démontre le (i).

Si 9q, agit a travers g&‘; sur V =V (D), on peut voir V comme un (@, I')-module

sur Or, l'action de ¢ étant celle de o~!

,slo € g&z est le frobenius arithmétique.
Alors D 2 0g ®¢, V en tant que (¢,I')-module sur Og. L’énoncé dans ce cas suit de
ce que @’;@H' est strictement inclus dans 0} = ﬁ’ip qui est strictement inclus dans ﬁgg.

Supposons maintenant que Dt = D! et montrons que cela implique que 9q,
agit a travers 5451; sur V(D) ou, de maniére équivalente, que D™ engendre D.
Soit D = D/my, et soit M l'image de DT dans D. Alors M est un kj-réseau de
D contenu dans ﬁ+, et si D est de dimension d sur kg, on peut trouver une base
e1,...,eqde M sur k}, telle que eq, ..., e, appartiennent & D" et €ritly---y€d € D
Comme Dt = D™ @ D**, cela implique que les ¢;, pour j < r, forment une base
de I'image de D™ dans D ; on est donc ramené & prouver que r = d. Supposons le
contraire; on a alors ¢"(e;) € TM, si n est assez grand et si j > r + 1, tandis que
les ¢"(e;), pour j < r, forment une base de D' NM sur kg, pour tout n. Il en résulte
que si j > r+1 et si 'on écrit e; sous la forme Z?Zl ajn,i9"(ei), alors il existe n € N
et i € {r+1,...,d} tels que aj,; ¢ ki. Il existe alors A € k} tel que Aaj,; = %,
et comme 1/1(%) = %, cela implique que ¥"()Ae;), qui est égal a Z?zl Y (Aan,ji)eis
n’appartient pas a M. Ceci étant en contradiction avec la stabilité de D sous I’action
de v, cela termine la démonstration du (ii).

Le (iii) étant une conséquence directe du (ii), cela permet de conclure.

Proposition I1.5.15. — Si P € OL[X] n'est pas nul modulo my,, alors P(1) induit
une surjection de D% sur D",

Démonstration. — Commencons par supposer que D est de torsion. L’image M de D"
par P (1) est un sous-module compact (puisque D? I'est) de D!, sur lequel v agit de
maniére surjective (puisque 1 et P(1)) commutent et que v est surjectif sur DF). De
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plus, M est ouvert dans D puisqu’il contient DT+ (cela découle, en factorisant P,
de la rem. . Ceci implique que, si A\ € Tﬁéf7 alors " (A\)M C M si n est assez
grand. Choisissons un tel n. Comme v : M — M est surjectif, on peut écrire x sous la
forme ¢"(x,,), avec x,, € M, et comme ¢@™(\)xz, € M, on a " (" (AN)x,) = Az € M.
On en déduit que M est un treillis, et comme D9 est le plus petit treillis de D stable
par ¢, cela permet de conclure si D est de torsion. Le cas général s’en déduit en
utilisant la compacité de D

Exemple I1.5.16. — Si D = O, alors D% contient TD = ﬁ(}f, d’aprés Vex. [1.4.5
et comme ﬁ;.f est stable par ¢, on a ﬁia = ﬁ’z;. Comme la transformée d’Amice induit
un isomorphisme Zy(Z,, Or) = 0}, on a aussi @’Eg = D2y, Or).

Proposition I1.5.17. — Soit f : D1 — Dy un morphisme de (¢,T')-modules étales
sur Og.

(i) £(DS) C DS,

(i1) Si f : D1 — Dy est injective, alors f : Dg — Dg est injective.

(iii) Si f : D1 — Dso est surjective, alors f : Dg — Dg est surjective.

Démonstration. — On sait déja (prop. que f(Di) C f(Dg) est inclus dans Dg.
Soit M l'image inverse de Dg dans Dj. Comme Dg /Dg est un Or-module de type
fini, et comme Di est un treillis de D, on en déduit que M est un treillis de D;. De
plus, M est stable par 1 ; il contient donc D? et donc f(Di) - Dg‘ Ceci démontre
le (i). Le (ii) est évident et pour démontrer le (iii), il suffit de remarquer que si f est
surjective, alors f (D?) est un treillis de D5 stable par ¢ et donc contient Dy.

Remarque I11.5.18. — Si D; — D — D5 est une suite exacte de (¢, I')-modules, la
suite Di — Db — Dg n’est, en général, pas exacte.

8. Dualité
Proposition I1.5.19. — Soit D € ®I'¢

tors*

(i) Dans la dualité entre D et D, l’orthogonal de D% est D et celui de D* est D+,
(ii) D¥, D% et D¥/Dt sont respectivement les duauz de D/Dt+, D/D* et D™.

Démonstration. — (D%)* est un treillis de D, et comme D! est stable par v, cela
implique que (D)L est stable par ¢ et donc inclus dans DT.

Soient z € Dt* et y € D! Comme v : D! — D! est surjectif, on peut écrire
y sous la forme ¥"(y,), avec y, € D¥ et ce pour tout n € N. Il en résulte que
{z,y} = {z, " (yn)} = {¢"(x),yn}, pour tout n € N. Or y, varie dans un compact
et p"(x) — 0, ce qui prouve, en passant a la limite, que {z,y} = 0. On en déduit les
inclusions

D c (D)t ¢ (D%)* c D+

et les inégalités

lgg, D/ D" =g, (DY) /(D))" <lg,, DY /DVF =lg,, D™
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Soit alors P € ¢,[X], unitaire, tel que P(p) annule D™ = D /D*+ et donc aussi
(D8)L/(D¥)L. Par dualité P(v)) annule D?/D?, et comme P(v)) est surjectif sur DF
(cf. prop. , on a Df = P(y))D*. On en déduit (prop. et th. [1.5.9) que
D*/Dt = Dt /P(1))D¥ est le dual de DP(¥)=0 qui contient D" par construction. On
a donc lngﬁ /D% > lgg, D™ ce qui prouve que les inégalités ci-dessus sont en fait
des égalités. Il en est donc de méme des inclusions Dt c (D¥)L et (D%)L ¢ D,
Ceci démontre le (i) et, le (ii) étant une conséquence immédiate du (i), cela permet
de conclure.

Corollaire I1.5.20. — (i) Si D est un (p,T')-module sur &, alors D* /D" est le dual
de D™.
(ii) Si D est un (¢,I')-module sur Og, alors D*/D* est égal a (((Qp/Zp) ®D)“r)v.

Démonstration. — Le (i) se déduit du (ii) par tensorisation par L, et le (ii) se déduit
du (ii) de la prop. [[1.5.19} en utilisant les isomorphismes D = lim D,ti et D! = lim D,bc,

ou Dk = D/ka.

Corollaire I1.5.21. — (i) Si D € ®T°(0p) est irréductible de rang > 2, alors
D*/D" est un Or-module de torsion et de type fini.
(i) Si D € ®T°Y(&) est irréductible de dimension > 2, alors D = DF.

Démonstration. — Soit, comme d’habitude, V' la représentation V(D). Sous les hy-
pothéses du (i), on a V7" = 0. On en déduit, en utilisant le (ii) de la rem. que
((Qp/Zy) ® D)™ est de longueur finie sur &y, ce qui permet de déduire le (i) du (ii)
du cor. Le (ii) s’en déduisant par tensorisation par L, cela permet de conclure.

4. L’application résq : D — D'/D°t

Soit D un (¢, T')-module étale sur Og. Si z € D, il existe une suite (zp)nen
d’éléments de D¥ telle que ¢"(z) —x,, — 0 ((i) de la prop. . Or ) est inversible
(car surjective) sur Df /D% qui est un &7-module de type fini, et donc

Y () — w_n_l(xn+l) = " (@, —Y"(2)) - ¢_”_1($n+1 - WH(Z))

tend vers 0 dans D /D", ce qui implique que (¢ ~"(x,,))nen a une limite dans D*/D?.
On note résg(z) cette limite.

Si D € ®I'°*(&), on définit résg : D — DF/D?% en choisissant un &g-réseau Dy de D,
stable par ¢ et I', et en étendant par L-linéarité ’application résg : Dy — Dg/Dg
définie ci-dessus.

Par exemple, si D = Og, on a D'/D! = 0y, - % et réso(f) = %réso(f ff‘_—TT), ol

réso(f %) est I’élément de &, apparaissant dans la prop.

Proposition I1.5.22. — Soit D un (¢,I')-module étale.
(i) Siz € D, alors :
o 1650(04(2)) = aa(réso(2)), pour tout a € Zy,
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o réso(p(2)) = 1 (véso(2) et xéso(12(2)) = w(réso(2),
o 1ésg(Resynz, 2) = 1és0(2), pou tout n € N.
(i) réso(z) = 0 si et seulement si il eviste x € D% tel que Resynz, (2 — x) tende
p-adiquement vers 0 quand n — +0co.

Démonstration. — Le (i) est immédiat sur la définition de résy (la derniére propriété
suit de la seconde et de ce que Resynz, = ¢" 0 ¢™). Maintenant, comme résg(x) = 0
si 2 € D% on déduit du (i) que réso(z) = 0 il existe z € D? tel que Resynz, (2 — z)
tende p-adiquement vers 0.

Pour démontrer la réciproque, on peut se contenter du cas ou D est étale sur Og, le
cas D € PI'°*(&) s’en déduisant en tensorisant par L. Soit ¢ € N — {0} tel que p° tue
le sous-0-module de torsion (D!/D%) s de Df/DE. D’aprés le (i) de la prop.
il existe ny € N tel que 9™ (2) € D¥ + p**D, et 'hypothése 1ésq(z) = 0 implique que
I'on a alors ¢ (z) € D 4 p?>*D. Comme v : D% — DY est surjectif, on en déduit
Iexistence de z; € DY tel que ¢ (2 — x1) € p?“D. Comme 1és(¢™ (2 — 1)) = 0, et
comme p° tue (D!/D%)ops, cela implique que réso(p~y™ (2 — 21)) = 0 puisque

réso(p~ Y™ (2 — 1)) = plréso(pT Y™ (2 — 1)
En réitérant le raisonnement précédent, cela nous fournit no € N et 25 € D? tels que
P2 (p~Ch™ (2 — m1) — Y™ (22)) € p*D et donc Y™ 172 (2 — 21 — pag) € p*°D. Une
récurrence immédiate nous fournit donc des entiers n; et des éléments z; de D tels
que
R R R p(kfl)cxk) e p**YUD,  pour tout k € N.

Soit alors x = Zj:f p(j_l)ca:j : c’est un élément de D qui vérifie ™ (z — 2) € pFeD
(et donc Resynz, (2 —c) € p"“D) pour tout n > ny +- - -+ng. On en déduit le résultat.

I1.6. Une autre construction de D! et D. — Dans ce §, on définit par dualité,
si D € ®T'¢t . les modules D" et D*, en s'inspirant de la prop. [[1.5.19] et on montre

comment retrouver leurs principales propriétés.

On dit qu’un sous-ensemble M de D est p-saturé s'il est stable par ¢ et si p(x) € M
implique = € M. Il est immédiat, sur la définition, que D* et DT sont -saturés.

Proposition I1.6.1. — Soient D € ®TE

(i) Si M est stable par ¢, alors M C DT.
(ii) Si M est p-saturé, alors M D DT,

et M un treillis de D.

Démonstration. — Si M est stable par ¢ et x € M, on a ™ (z) € M pour tout M, et
donc la suite (¢™(2))nen est bornée. On en déduit le (i).

D+ est, comme tout treillis, de type fini sur ﬁ’(}'; on peut donc en choisir une
famille génératrice finie (e;);er. Maintenant, M étant ouvert, il résulte de la définition
de DT que ¢"(e;) € M, pour n assez grand ; on en déduit l'existence de n tel que

(191, application Respnz, est égale & @™ o ¢™ ; elle est généralisée au n° du §|III.1
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@"(DTT) C M, et M étant supposé saturé, cela implique que DT+ C M. Ceci permet
de conclure.

Lemme I1.6.2. — Soient D € ®I'E et M un treillis de D.

(i) Les conditions « M est stable par ¢ » et « M+ est stable par 1 » sont équi-
valentes ; les conditions « M est stable par ¢ » et « M est stable par 1) » sont
équivalentes.

(ii) Les conditions « M est @-saturé » et « 1 induit une surjection de M= sur
lui-méme » sont équivalentes ; les conditions « M est o-saturé » et « 1 induit une

surjection de M sur lui-méme » sont équivalentes.

Démonstration. — Le (i) est une conséquence formelle de ce que i est I'adjoint de .
Le (ii) suit de ce que les conditions x € ¥(M1)L et p(z) € (M)t = M sont
équivalentes.

SiD e oret

et ,ondéfinit D et D¥ comme les orthogonaux respectifs de Dt et D+,

Proposition I1.6.3. — (i) D" et D¥ sont stables par ¢ qui agit surjectivement.
(ii) D? est le plus petit treillis de D stable par 1.
(iii) D* est le plus grand treillis de D sur lequel 1 agit surjectivement.

Démonstration. — Le (i) est une conséquence directe du lemme puisque Dt
et DT sont p-saturés.

Maintenant, si M est stable par v, alors M~ est stable par ¢ et donc est inclus
dans DT d’aprés la prop. [[L6.1]; son orthogonal, qui n’est autre que M, contient
donc DY, ce qui démontre le (ii).

Enfin, si ¢ : M — M est surjectif, alors M+ est @-saturé d’aprés le lemme
et donc contient D+ d’aprés la prop. ; son orthogonal, qui n’est autre que M,
est donc contenu dans DF, ce qui démontre le (ii).

Proposition I1.6.4. — Si M est un treillis, alors ™(M) C D¥ et ¢"(M) D DY,
pour tout n assez grand.

Démonstration. — On a @"(Dt*) ¢ M* et donc ™ (M) C (Dt*)L = D¥ pour
tout n assez grand, d’oit la premiére inclusion. Pour démontrer la seconde, on peut,
quitte & diminuer M, supposer que M = ¢"(T)D*. On a alors (M) C M, et donc
Y(M) D M, ce qui fait que la suite des ¥*¥(M) est une suite croissante de treillis
de D inclus dans D (puisque M Dest et que D! est stable par 7). La suite est donc
stationnaire et la limite est un treillis de D stable par v, et qui, de ce fait, contient D"
(prop. . On en déduit I'inclusion 1™ (M) D Df, pour tout n assez grand, ce qui
permet de conclure.

Proposition 11.6.5. — Si f : D — Dy est un morphisme surjectif d’éléments
de ®I'

et . alors f induit des surjections de D sur Dg et de D* sur Dg.
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Démonstration. — Soit Dy = Ker f, et soit M I'image de Dt dans D; ; ¢’est un treillis
de Dy car DY étant un ﬁ;—module de type fini, il en est de méme de son image par la
surjection naturelle D — D;. Dans le diagramme commutatif suivant, les deux lignes
horizontales sont exactes par définition de D? et dualité de Pontryagin, la colonne du
milieu I'est par hypothése et celle de droite par dualité de Pontryagin.

0 Dt D (D+)Y 0
0 D} D, (DF)Y 0
0 0

Comme D; — MY est surjective par dualité de Pontryagin, il résulte du lemme du
serpent que DY — Dg l'est aussi. Le raisonnement étant identique pour D¥ — Dg,
cela permet de conclure.

Si D € ®I'**(0¢), on définit D et D! comme les limites projectives respectives des
(D/p* D) et (D/p*D)*.

Remarque I1.6.6. — (i) 1l résulte de la prop. que la réduction modulo p*
induit des surjections de D? sur (D/p* D)% et de D* sur (D/p* D)%, pour tout k € N.

(i) 11 résulte de la prop. que, si M est un treillis de D, et si k € N, alors
Y™ (M) C D¥ + pFD et oy"(M) + p*D D D%, pour tout n assez grand.

I1.7. Surconvergence de Df. — Sir > 0etsi f = Y kez arT* € Og, on définit
vl07](f) par la formule

’U[O’T] (f) — min (]érelg vp(ak), égg(’l)p(ak) + T‘k)),

et on note ﬁéao’r] = {f, vO7(f) > —oc0 et limy_ 4o vp(ag) + rk = +oo}. Alors v[07]

] pour laquelle il est complet. On note Z(") anneau des

est une valuation sur ﬁéao’r
entiers de ﬁé?’r] pour cette valuation; on a alors ﬁ((go’r] = Z(O’T][%], et Z(O7] est un

treillis de Oe.
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Par ailleurs, on dispose [11] d’un sous-anneau A7 de A, stable par 9q,, et I'on

22Er]

(p(A(OvT]) c AO/pl ot (0r ®z, A(O,r])% _ ﬁc(;), 7 r’ Gir<l

Ceci permet, si V est une &p-représentation libre de 9q ,, de définir un sous—ﬁéao’r]-
module D®7=1/(V) de D(V'), en posant

0,27

DOl (v) = (A= @y V).

De méme, si D € ®I'**(0), cela permet de définir un sous- ﬁéao’r]—module DOl de D,
en posant D1 = D=1 (V(D)).

Le résultat principal [6), [5] concernant ces objets est que, si D est de rang d, alors
(0,7]

D] est libre de rang < d sur ﬁéao’r], et que si, r > 0 est assez petit, D est libre

de rang d et, dans ce cas,

(0 ®z, A) ® 401 DO = (01, ®z, A) @4, D.

Proposition I1.7.1. — Si D € ®I°*(0g) est de rang d, et si v > 0 est assez petit,

il existe une base f1,..., fq de DO sur ﬁ((go’r] telle que le sous-module M engendré
par fi, ..., fa sur ZO7 wérifie la condition (M) C M.

Démonstration. — Soit r > 0 assez petit pour que D7 soit de rang d. Soit ey, ..., eq

une base de D] sur ﬁé?’ﬂ. Alors ¢(e1), ..., p(eq) sont des éléments de D(O7/P),

ﬁé?’r/p]_module My qu’ils engendrent

o017

linéairement indépendants sur Og, et le sous-

est stable par I'. Comme un idéal non nul de , stable par I', est engendré
par un élément divisant ¢"(T')¢, si n et ¢ sont assez grands, on en déduit lexistence
de ¢ € N et n € N tels que ¢™(T)~°M, contienne D"/Pl. En particulier, il existe
a;j € ﬁéO’T/p], pour 1 < i,5 < d, tels que 'on ait e; = ijl a; ;" (T) “p(e;),
sil<i <d. Soit b€ N tel que vl%"/Pl(a; ;)+(b+c)r > 1 quels que soient 1 < i,j < d,
et soient

o= "N T T,

et fi=a le;,sii€e{l,...,d}. On a alors
d
Ji= 3 bugelfy) avee by = (T7'o(T)  Pay,
j=1
oI (b5) = (e + BT IHTp(T)) + 07 P )

= (c+b)r + 0% /Pl(q; ;) > 1.

(15) Ce regrettable décalage vient de ce que vg(T) = p%‘
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Montrons que les f;, 1 < i < d que nous venons de construire conviennent. Soit M le
sous-Z(®"l-module qu’ils engendrent. Si z € M, on peut écrire z sous la forme

d d d
w=Y wifi=Y yielf), avecy; = bijx;.
i=1 =1 i=1

On a alors v®"l(z;) > 0, et donc y; € ﬁé(qo’r/p] vérifie v07/Pl(y;) > 1. Or d’aprés
[14, prop.1.13], ceci implique que ¥ (y;) € ﬁéao’r] vérifie v (y(y;)) > 0, et comme
Y(x) = Z;l:l ¥(y;)f;, on en déduit l'inclusion ¢ (M) C M qui permet de conclure.

Corollaire I1.7.2. — Il existe un sous-ZO")-module M de D", libre de rang d,
contenant DF.

Démonstration. — Soient f1,..., fq € DO fournis par la proposition et soit
M’ le sous-Z(®"l-module de D] engendré par fi,..., fq. Alors M’ est un treillis
de D contenu dans D] tel que 1»(M’) € M’. Comme D est un treillis de D, il existe
n(M’, k) tel que D! C @"M"F)(T)=1M’ 4+ p*D, si k € N. En appliquant ¢k 5
cette inclusion, on en déduit, quel que soit k& € N, I'inclusion D! ¢ T-'M’ 4+ p*D, ce
qui montre que ’on peut prendre M = T~ M’.

ITI. Les foncteurs D — D!XQ, et D'XQ,

Ce chapitre est consacré a ’étude des P(Q,,)-modules DXQ,, D*XQ, et D'XQ,
que l'on peut construire a partir d’'un (¢,T')-module étale D. Il se termine par une
étude détaillée de l'action de I' sur D X Z.

II1.1. Construction de représentations du mirabolique

1. (P(Z,),v)-modules et représentations de P(Q,). — On note P = (1) le sous-
groupe mirabolique de GLs. Si A est un anneau, on note P(A) C GL3(A) le groupe
des éléments de P & coefficients dans A. On a donc, en particulier, P(Q,) = (%; le )

et P(Z,) = (% %).

Un (P(Z,),v)-module M est un '-module topologique muni d’une action conti-
nue de P(Z ) et d’un opérateur & -linéaire continu ¥, surjectif, commutant a l'action
de ( v ) et tel que ¥ ((§ PYz) = (§8)0(z), sib e Zy et 2z € M.

Les exemples auxquels nous aurons affaire sont les suivants.

e L’espace Zy(Z,, A) des mesures sur Z, a valeurs dans A, ot A=k, 0, L, ...,
est naturellement un (P(Z,), ¢)-module, 'action de (&%) € P(Z,) sur pu € Zy(Z,, A)
étant donnée par fz o(8h)n= fz d(ax+b) p, et P = ( - )ORespzp étant défini
par [, () =[5 op~'a) .

o Un (o, ) module D est aussi naturellement un (P(Zp),)-module, I’action de
¢ étant I'action précédemment définie, et celle de (&%) € P(Z,) étant donnée par
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(a%) 2= (1+T),(z). Les sous-modules D et D, étant stables par ¢ et P(Z,),
sont aussi des exemples de (P(Z,),)-modules.

Si M est un (P(Z,),v)-module, on définit M K Q, comme I’ensemble des suite
(2" en d’éléments de M, telles que 9 (x("+t1)) = (™ pour tout n € N.

Proposition III.1.1. — Sur M K Q,, il existe une unique action de P(Q,) telle
que :

(a) sia€Z, alors (39) - (z(™), :((‘5(1))-33("))7162;

(b) si k € Z, alors (Pf 0) - (@™ )nez = (") ez ;

© w5 e oo () e e an ) = (3774) a9 o
b € Zy, et y™ =) (y ( “P(b))), sin < —v,(b).

Démonstration. — Remarquons qu’un élément x = (;E("))nez de M X Q, est unique-
ment déterminé, si on connait (™) pour tout n assez grand, puisqu’il suffit d’itérer 1)
pour récupérer les (™) manquants Soit (&%) € P(Qp), et soit r = v,(a). Comme
(a2)=(38)(» 70"“1))( 7 9), et comme p~"a € Z, une action de groupe de P(Qy)
sur M X Q,, vérifiant les propriétés (a), (b) et (c) de la proposition doit étre donnée
par la formule

(8%) - @™m0 = ((71°) (74 9) -2 ), 00 = (P2 71") - 2™7) s
Une telle action, si elle existe, est donc unique. Soient alors ( ) et ( ’) deux

ab

01
éléments de P(Qy), soient r = vy(a) et 1’ = v,(a’), et soit y™ = (» Lo b) gntr)
sin>0.0na

(545)-((87)- (x(”>)n>>o) = (75 7))

(

(P " nb,)( 0 pn;#b> 'x(n+7>/+7ﬂ)>n>>0
:((p—““ aa’ p”(b’+a b)) - (n+r,+r))n>>o = (g VHat) - @™ )0

~—

et comme (%5

ab) — (aa b'+d'b ’ 1 AAni 1
V) (ah) = (9’ ¥'4a), cela montre que I'on a bien défini une action

de groupe.

Remarque III. 1 2. — On dispose d’une action naturelle de P(Q,) sur Zo(Qy, O1)
(définie par fQ z)(a%)p= fQ ¢(az + b) p) et d’un isomorphisme de Zy(Qy, O1.)
sur 2y(Z,, 01) @ Q, envoyant p sur (Reszp((pon ?)u))neN. L’action de P(Q,) sur
Do(Zy, 01)K®Q,, se déduisant de celle sur Zy(Q,, 1) via cet isomorphisme, est celle
de la proposition (cf. [I3] n°I1.5]). C’est d’ailleurs comme ¢a que les formules de la

proposition ont été obtenues.

(16)Notons que, si on pose w(™ = =" (w(9) si n < —1, on obtient une bijection de M K Q,, sur
I’ensemble des suites sur Z vérifiant les propriétés ci-dessus. Nous utiliserons donc indifféremment la
notation (w(™),en ou (w(™),cz pour désigner un élément de M X Q,,.
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2. (P(Zy), p,¢)-modules et restriction ¢ un ouvert compact. — Un (P(Zy), ¢, ¥)-
module est un (P(Z,),1)-module muni en plus d’un opérateur injectif ¢ vérifiant les
conditions suivantes :

ocpo((ljll’):(1pb)ocp,51b€Zp,etcpo( )
etpo(fh)op=0,sibeZietvo({t)op=
—1 _ .

e X (b1) ewoue (b ) = id

Notons que les conditions g o (§4) = (§2)op et po (a?) = (§9) o ¢ sont
équivalentes & ce que 'action de P(Z ) se prolonge en une action du semi-groupe
Pt = (ZPB{O} ZIP), action de (5 )letant définie par (£9) -z = ¢(2).

La condition 1o (§ %) op = (1 P b), si b € pZ,, implique en particulier que ¢ est
un inverse & gauche de ¢; on en déduit que (%) oot o (§ 7") est un projecteur,
sii€{0,...,p—1}. La condition ¢ o (0 1) =0, si b € Zy, assure quant a elle que
ces projecteurs sont orthogonaux deux a deux (la composée de deux d’entre eux est

nulle si i # j).

(a9)op,siacZy;
Lp 1b),sibepzp;

«

Parmi les (P(Z,),%)-modules que nous avons rencontrés ci-dessus, certains
sont munis naturellement d’une structure de ( (Z,), o, w) module. C’est le cas
de Zy(Z,,A), en définissant o(u) par fzp do(u fz (pz) pr. Cest aussi le cas
de D, si D est un (¢, I")-module étale (en prenant pour ¢ le ¢ de la structure de
(¢,T)-module) ; ce n’est jamais le cas de D¥ et ce n’est le cas de D que dans des
conditions trés spéciales (prop. [I1.5.14)).

Si M est un (P(Zy,), ¢, ¢)-module, si a € Z, et k € N, soit
516,0,:(1&)080 Owk (l—a)'

Alors Bi.q : M — M est Op-linéaire, et on a le résultat suivant.
Lemme II1.1.3. — (i) Bra© Brp =0, sia—b¢ p*Zy, et Bra o Brp = Bra = Brsb,
sia—beprZ,.

.. —1

(11) Zf:o ﬁk—&-l,a—‘—ipk = 5]@,(1-
Démonstration. — Par définition, on a

Bra© By =(51) 0@ ot (§01%) 0wt ot o (577).
Or la seconde des propriétés de ¢ permet de montrer, par une récurrence immédiate
ko(lb= — k kgo(1b= k_ O

sur k, que ¥" o ( a)oap =0,sib—a ¢ p°Z,, et Yp*o ( “)ocp —(ép (1 “)),
sib—a € kap. On en déduit que B q 0Bk =0,sia—b ¢ kap, et que dans le cas
oit a — b € p*Z,, alors

Brsa© Brp = (59) 0" O(lp k(b D) oyto(§7P).

—k _ k —
Or on a gt o (370-0) = (§¥7%) o ¥ et (37'(¢=0) 0wk = o (35%). En
utilisant la premiére de ces formules, on obtient

BraoBio=(51) 0 (5°7%) ot 0wt o (57") = (§7) et ovo

O
|
~—
I
X®@
>
&
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et en utilisant la seconde, on obtient
BraoBis=(51) o 0t o (3°77) 0 (57") = (5¢) o 0v o (57°) = Bra

On en déduit le (i).
Passons au (ii). On a

p—1 p—1
Zﬁk-‘rl,a-‘ripk :Z ((1) a+1ipk) o (karl o 1/}k+1 o ((1) 7(111‘1,1“)
i=0 i=0
p—1
=(59) e ( (b1 owovo (b)) ouro (371
1=0

Ceci permet de conclure.

Le lemme précédent montre, en particulier, que B, ne dépend que de la classe
de @ modulo p*, ce qui permet de noter cette application sous la forme Resqyprz,- Le
reste du lemme peut alors se reformuler de maniére plus parlante :

Corollaire II1.1.4. — (i) Sia,b e Zy, alors

Res,yprz, = Resyyprz, sia +p*Z, = b+ pFZ,,

Res, vz o Respivg =
+p*Z, b+prkZ, {0 si (a erkzp) N (b+kap) = 0.

N o —1
(ii) Sia € Zy, alors Y 7—) Resqyiphyphtiz, = ReSgiprz, -

Remarque I11.1.5. — (i) Ona ¢ = ¢ ' oRespz, = (1§ (1))71 o Respz,,-
(ii) Si M = Zy(Zy), alors Res, rz, est l'application de restriction & a + Pz,

(i.e. la multiplication par 1a+pkzp) ; c’est ce qui justifie sa notation.

La propriété (ii) du corollaire montre que, si U est un ouvert compact de Z,, et
si k € N est assez grand pour que U soit une réunion de translatés de kap, alors
'application &p-linéaire Y ;o o Resqyprez ne dépend pas du choix de k (ni de
celui du systéme de représentants de U modulo kap par existence de ReSa_;,_kap).
On note Resy : M — M cette application. On a en particulier Resz, = id. On pose

Resp = 0.

Lemme II1.1.6. — Soient U et 'V des ouverts compacts de Z,,.
(i) Resy + Resy = Resynv + Respuy .
(ii) Resy o Resy = Resy o Resy = Respny .

Démonstration. — On choisit k € N assez grand pour que U et V soient des réunions
de translatés de p*Z,. Le (i) est alors immédiat sur la définition, et le (ii) suit du (i)

du cor. [ILT4
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Si U est un ouvert compact de Z,, on définit le sous-&r-module M XU de M
comme l'image de Resy. On a donc en particulier M X Z, = M, MX ) = 0 et
MXZ; = M¥=0 (en effet, v € M K Z;, si et seulement si Respz,x = 0, et comme
Respz, = ¢ 09 et ¢ est supposé injectif, cela équivaut a () = 0).

Lemme III.1.7. — (i) Resy est un projecteur de M sur M X U.

(if) Si les Uj, pour j € J, forment une partition (automatiquement finie) de U
par des ouverts compacts, et si x € M WK U, alors ZjeJ Resy,(v) = =, et donc
MXU =@ MXU;.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du lemme

On dispose d’une action naturelle de P(Q,) sur Q,, (définie par (&%) -z = ax+b).
Le semi-groupe P laisse stable Z,,, et 'image de i+p*Z, par (&%) est ai+b+p"Z,,
sir = vp(a).

Lemme III.1.8. — Si U est un ouvert compact de Zy, alors g o Resy = Resgy 0 g,
pour tout g € P,

Démonstration. — Par lindarité, il suffit de le vérifier pour U de la forme i + pFZ,,.
Sig=(g}%), et r=v,(a), on a

goResipiz, = (§1) 0 (§1) e ovte (§77) = (") (§2) e ov™e (5 7).
Or( ) ¢", et p~"a € Zy, ce qui fait que <p707‘a0) commute a ¢ et ¥, et donc
(§9) ot ovt = (o) oe™ oyt =t oyfa (rjad) = M oyttTo (§7).

Comme (&9)(§7") = (§ ~“*)g, on obtient finalement

_ (1aitb ktr o k+r (1 —(ait+b _ _
goRes ez, = (5 “f*) 0@ 0 o (§ T ) 0g = Resyippiphirz, 0 = Resy(isprz,) 09

Ceci permet de conclure.

3. Les applications Resy sur M R Q,, et les modules (M X Q). et (M X Qyp)pe

Remarquons que I’on dispose d’une identification naturelle de M & un sous-module
de M K Q, en envoyant z € M sur ¢(z) = (¢"(z))nen € M K Q,; on note M X Z,
I'image de M par ¢ de telle sorte que ¢ soit un isomorphisme de M sur M XZ,. Alors
¢ commute & 'action de P+ comme le montre un calcul immeédiat et on dispose d’un
projecteur Resz, : M X Q, — M X Z, envoyant () en sur o(z().

Plus généralement, si U est un ouvert compact de Z,, on note M XU le sous-espace
de M X Q, image du sous-module M XU de M par ¢, et Resz, : M XQ, — M XU
le projecteur ¢+ o Resy ot 1 o Resz,, ot 'opérateur Resy : M — M KU intervenant
dans la formule est le projecteur défini plus haut.

Si U est un ouvert compact de Q,, on choisit £ € N tel que pFU C Z,, et on définit
MXUCMXQ,et Resy : MXQ, — M XU, en posant

MgU:(pgk(l))(MﬁpkU) et ReSUz(pak ) o Respkyy o (k(l))
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Que ceci ne dépende pas du choix de k est une conséquence du lemme

Proposition II1.1.9. — (i) Si U et V sont des ouverts compacts de Q,, alors
Resy + Resy = Respyuy + Resyny et Resy o Resy = Resy o Resy = Respny.

(if) Si U est un ouvert compact de Qp, alors Resy est un projecteur de M X Q,
sur M XU, et siles Uj, pour j € J forment une partition de U par des ouverts
compacts, alors M XU = @;e g M K U;.

(iii) Si U est un ouvert compact de Q,, et si g € P(Q,), alors goResy = Resgyog.

Démonstration. — Pour démontrer le (i), on choisit k& assez grand pour que pFU
et p*V soient inclus dans Z,, et on utilise le lemme Pour démontrer le (ii),
on choisit k assez grand pour que pFU C Z,, et on utilise le lemme Pour
démontrer le (iii), on choisit k assez grand pour que p*U C Z,, et r assez grand pour

que h = (Pg‘l Prikb) e Pt sig=(a?%). Alors

goResy =go (p;k (1)) oRes, iy o (Pok (1)) = (p,;,,\ ‘1)) ohoResyry o (Pok g)

On peut alors utiliser le lemme pour écrire hoResyxy; sous la forme Resy, (,r 1) 0h,

et comme h(P(;c (1)) = (PkOJrT ?)g et h(p*U) = p"a(p*U) +p kb = p"+F(gU), on obtient

—k—1r k+r
goResy = (P 0 (1)) o Res,rik (g © (PO (1)) og=Resguog.

Ceci permet de conclure.

Remarque IT1.1.10. — L’opérateur ¢ : M — M est relié a 'action de (Pgl (1)) :

on a
1 _
woResg, = (£9) ™ o Resyz, = Resz, o (75 )
comme le montrent le (i) de la rem. [ITII.1.5 et le (iii) de la prop. [[II.1.9

On dit que x € M X Q,, est a support dans U, si x € M X U. On note
(MRQy)e =Uren(M Rp*2Z,)

I'ensemble des éléments de M XQ,, a support compact dans Q,,. Comme M X (p~*Z,)
est Pensemble des (2(),cz € M R Q, vérifiant (") = " *(2(*)) si n > k, on voit
que (MR Q). est aussi ensemble des (2(™),cz € MXQ,, vérifiant 2"+ = p(2(™)
pour tout n € N assez grand.

Remarque II1.1.11. — (i) Si M = Py(Zp, A), et si U est un ouvert compact de Q,,
alors M XU est le module %y(U, A) des mesures a support dans U, et Iapplication
Resy : M X Q, — M XU n’est autre que I’application de restriction a U (i.e. la
multiplication par la fonction caractéristique de U) de Zy(Q,, A) dans %y (U, A). On
en déduit que (M K Q). est 'ensemble des mesures & support compact dans Q.

(ii) Comme g € P(Q,) envoie MXU dans MXgU, d’aprés le (iii) de la prop. [[IL.1.9]
le sous-module (M X Q,). de M K Q, est stable par P(Q,).
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Si M est un (P(Z,),)-module, on munit M X Q,, de la topologie induite par la
topologie produit sur MN. On note (M X Q). I'ensemble des éléments z de M X Q,,
nuls & Uinfini, c’est-a-dire tels que (E—) ‘1’) -z — 0 dans M XQ, quand b — oo dans Q,;
c’est un sous-P(Q,)-module de M X Q,,.

Remarque IIT1.1.12. — (i) Si M est un (P(Z,), ¢, 1¢)-module, alors (M K Q,). est
inclus dans (M X Q,)pc. En effet, si —b+ p~"Z, n’intersecte pas le support de z, on a
Res,-nz, ((§%)-2) =0, ce qui se traduit, en notant y, = (yé"))neN élément (%) 2
de MXQ,, par la nullité de y( ), pour tout n < k, siv,(b) < —k, et si z est & support
dans p kZ . En revenant a la définition de la topologie produit, cela se traduit par
I’existence, pour tout voisinage V' de 0 dans M X Q,,, de k € N tel que ((1) ll’) -zeV,
si vp(b) < —k; autrement dit, ((1J 11’) -z — 0 quand b — oo.

(if) Si M est un (P(Z,), ¢,%)-module, (M K Q,). et donc, a fortiori, (M K Q,)pc
est dense dans M X Q,. En effet, z est la limite, dans M X Q,, des Res,-nz 2, par
définition de la topologie produit.

IT1.2. Les P(Q,)-modules DX Q,, D)X Q, et D'X Q,

1. Définition. — Si D est un (¢, I')-module étale sur O, alors D et ses sous-modules
D* et D" sont naturellement des (P(Z,),)-modules, 'action de 1/ étant celle définie
au §E et (&%) € P(Z,) agissant par (&%) -z = (14 T)b0,(z). On peut donc
considérer le P(Q,)-module DX Q,, et ses sous-P(Q,)-modules D! K Q, et DIXQ,,.
Les formules de la prop. peuvent se traduire en termes de (i, I')-modules : si
z=(2"),cz € DR Q,, alors

(% 9
((a9)- z) (™) siae Z,;
v

((

E )(n) 2("*tk) §i k € Z, en particulier, ((?’61 (1)) -z)(o) = 207D = (20,

) (1+T)%" 2 sibeQ,etn>—uv,(b).

o=

Les modules D! et D% étant compacts, il en est de méme de D X Q, et D'® Q,
qui, rappelons-le, sont munis de la topologie induite par la topologie produit.

Si D est un (¢, I')-module étale sur &', on définit des sous-P(Q,)-modules (DXQ,,)y,
(D! X Q) et (D*RQ,), de DX Q,,, D' X Q, et D* X Q,, respectivement, par

(DRQ,), = Lo (DyRQ,), (D'RQ,), = Lo(DHRQ,) et (DFRQ,), = Lo(DiRQ,),

ou Dy est n’importe quel réseau de D stable par ¢ et I'. On munit ces espaces de la
topologie de la limite inductive, ce qui fait de (D*XQ,), et (D*XQ,); des L-espaces
vectoriels complets pour une topologie localement convexe et localement compacte.

Exemple II1.2.1. — L’isomorphisme ﬁE@ = 9y(Zp, 01) de l'exemple [I1.5.16| nous
fournit un isomorphisme de Or-modules compacts ﬁia NQ, = 2(Qp,0L), ou
P0(Qyp, O1) est muni de la topologie de la convergence faible.
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En tensorisant par L, on en déduit un isomorphisme de L-espaces vectoriels topo-
logiques (€78 Q,), = 20(Q,), oit Z25(Q,) est muni de la topologie de la convergence
faible. (Rappelons [13] que %y(Q,) désigne 'ensemble des distributions sur Q,, qui
sont globalement d’ordre 0, et que 'on a Zy(Q,) = L®e, Z0(Qp, O1) ; c’est le dual des
fonctions continues sur Q,, tendant vers 0 a I'infini). L’espace & b XQ, est, quant & lui,
I'espace des mesures sur Q,, (i.e. le dual des fonctions continues & support compact).

Remarque II1.2.2. — (i) D est aussi muni d’'une structure de (P(Z,),¢,¥)-
module ; on dispose done, pour tout ouvert compact U de Q,, d'un sous-&r-module
DXU de DX Q, et d’un projecteur Resy : DX Q, — DX U, et d’un sous-P(Q,)-
module (DX Q,). de DK Q,,.

(ii) Du point de vue de la correspondance de Langlands locale p-adique, le module
le plus important est D" XQ,, mais le foncteur D — Dt XQ, jouit de propriétés moins
agréables que le foncteur D +— DX Q,, (cf. th. . Comme D!*KQ,/D'XQ, est
petit (cor. , on peut utiliser les bonnes propriétés du foncteur D — Df K Q,,
pour étudier le module D? X Q,.

(iii) On déduit de la propriété (iii) de Df que si z = (2(™),,en € DXQ,, est bornée
(pour la topologie faible), alors 2" ¢ D¥ pour tout n € N. Il en résulte que D! X Q,
peut aussi étre décrit comme ’ensemble des suites z = (z(”))neN de DX Q,, bornées
dans D pour la topologie faible.

(iv) Le module D¥=! g’identifie naturellement & un sous-&z-module de D* X Q,,.
Rappelons que ce module joue un role trés important en théorie d’Iwasawa [7].

2. Dualité. — Siz € (DRQ,). ety (DXRQ,),, il existe n € N tel que

vo= (72 € DRZ =D o y,=(7?)-yeDEZ,=D.

Comme z, 11 = @(x,) et ypt1 = ©(yn), il résulte de la prop. que la quantité
{Zn,yn} ne dépend pas du choix de n vérifiant cette propriété. Ceci nous fournit un
accouplement sur (DX Q). x (DX Q,). & valeurs dans L/&y, (vesp. O, resp. L),
si D € @I (resp. D € ®I'°*(Og), resp. D € ®I**(&£)). On note { , }q, cet

accouplement. Sa restriction & D x D = (DX Z,) x (DX Z,) est 'accouplement { , }
défini précédemment.

Proposition II1.2.8. — (i) Si U,V sont des ouverts compacts disjoints de Q,, et si
t€DRU etyec DRV, alors {z,y}q, =0.
(ii) St g € P(Qp), alors {g-=,9 y}q, = {7,y}q,-

Démonstration. — Quitte a remplacer x et y par (”0 (1)) -x et (”0 (1)) -y, ce qui, par
construction, ne change pas la valeur de {z,y}q,, on peut supposer que U et V' sont
inclus dans Z,. On peut de plus partitionner U et V' de maniére & se ramener au cas

U=a+p"Z,, V=0b+p"Z, et a—b¢ p"Z,. Alors

T
(0')zeDR(—a+p"Zy) et z=((3'9)z,y) € Os d

o7 X ((b—a)+p"Zy).
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Comme b —a ¢ p"Zy,, on a ¢"(¢"(2)) = Resynz,(2) = 0, et donc ¢"(z) = 0. Par
définition, on a {z,y} = réso(z), et comme résg(z) = résg(™(z)) d’apres le (ii) de la
prop. on obtient {z,y} = 0, ce qui démontre le (i).

Pour démontrer le (ii), il suffit de prouver que {g-2,9-y}q, = {7,y}q,, Pour g
de la forme (§ %), avec b € Qp, (1’01c ‘f), avec k € Z, ou (§9), avec a € Z*. Sin € N,
soient x,, = (p;' (1)) cx et y, = (p(;l (1)) -y, de telle sorte que {z,y}q, = {Zn,yn}, pour
tout n assez grand.

eSig=({}%), ona (”J ?)g = (ép:b)(l’g ?) On en déduit que

{g * T, g y}Qp = {(1 + T)p"beH (1 + T)pnbyn}7

si n est assez grand. Cette derniére quantité est égale a {x,,, y, } d’apreés la prop. ;
on a donc bien {g-z,9-y}q, = {7, ¥}q,-

eSig= (Pok (1)), alors {g-,9-y}Q, = {Tntk,Ynt+r}, si n est assez grand, et donc
{9-7,9-v}q, ={2,y}q,

esig= (8 9), on a (pon ?)g = g(pg (1)), et donc {g-2,9-y}q, = {0a(zn),0a(yn)},
si n est assez grand. Cette derniére quantité est égale a {x,,, y, } d’aprés la prop. ;

on a donc bien {g-z,9-y}q, = {%,¥}q,-
Ceci permet de conclure.

II1.3. Le foncteur D — DK Q,
1. Lien entre D' X Q, et D* X Q,

Proposition II1.3.1. — Si D est un (¢,I')-module étale sur Og, l'application Resz,
induit un isomorphisme de D* X Q, /D" X Q, sur D*/D".

Démonstration. — 1 induit une surjection de Df/D% sur lui-méme et donc, d’aprés
le lemme une bijection puisque D et D! sont des treillis de D. Il s’ensuit que
I'application (z(™),en + 2(*) induit un isomorphisme de (D*/D%) K Q,, sur D*/D".
Maintenant, la surjectivité de 1 — 1 sur D" (cf. prop. permet de montrer
que I'application naturelle Df X Q, — (D!/D") K Q, est surjective, et donc que
D*XQ,/D*K Q, = (D*/D?) X Q,. Le résultat s’en déduit.

Corollaire II1.3.2. — D' Qp/Dh X Q, est de dimension < dimg, D sur Oy,

Démonstration. — Cela résulte de la prop. [[IL.3.1] du cor. [[1.5.20| et du (i) de la
prop. [1.2.3}

Corollaire II1.3.3. — (i) Si D € ®I°"(0s) est de rang > 2, irréductible, alors
DK Q,/D* KR Q, est un Or-module de torsion.
(ii) Si D € ®T°Y(&) est de dimension > 2, irréductible, (D* X Q,), = (D* X Q,)s-

Démonstration. — C’est une conséquence directe du cor.
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Remarque II1.3.4. — L’isomorphisme D* X Q,,/D* X Q, = D*/D! munit D*/D°"
d'une action de P(Q,). Comme Resgz, o (Pgl (1)) =1 oResz,, cette action est donnée
par la formule

(p;“ 11’) z2=9"04(2)), sikeZ ac Z,etbe Q.

(Cette formule a un sens car 9 est bijectif sur D! /D? puisqu’il est surjectif sur D¥ et
que D*/DF est de longueur finie sur 7, ; par ailleurs une action de ((1) le ) sur un O -
module de type fini est automatique triviale; on retouve donc linclusion TD! C D°f

(cf. (iv) de la proplII.4.2).)

2. Ezactitude du foncteur D — D* K Q,,

Théoréme II1.3.5. — Si0 — Dy — D — Dy — 0 est une suite exacte de (p,T)-
modules étales sur Og, la suite 0 — Dtli XQ, — D! Q, — Dg XQ, — 0 de
P(Qp)-modules est exacte.

Démonstration. — L’exactitude & gauche est une évidence; celle au milieu suit de
ce qu'un élément du noyau appartient & D; X Q,,, et est bornée et donc appartient
a D§ X Q, ((iii) de la rem. . 11 ne reste donc que l'exactitude a droite a vérifier.
D’aprés le lemme il existe un treillis My de D ayant pour image Dg dans Ds.
Soit M l'adhérence dans D de la somme des treillis "™ (My), pour n € N. Il résulte
de la propriété (iii) de D* (prop. que M est un treillis de D ; de plus, M est
stable par ¥ et a pour image Dg dans D, par construction.

Soit alors z = (2(™),en € Dg X Q,. On peut choisir, pour tout n € N, un
relevement «(™ de 2™ appartenant a M. Si k € N, soit y, = (y,(gn))neN la. suite
d’¢léments de M définie par y,(cn) =u™ sin >k, et y,(en) = " F(w®), sin < k.
Comme M est compact, il en est de méme de MN et la suite y, admet une valeur
d’adhérence y = (y("))neN € MN qui est une suite bornée puisqu’a valeurs dans un
treillis. De plus, comme 1/)(3/5””) = ylgn), si k > n+ 1, un passage a la limite montre
que (y™ ) =y quel que soit n € N. Autrement dit, y € D¥ K Q,. Finalement,
I'image de y; dans DY est  pour tout k; il en est donc de méme de celle de y. Ceci
permet de conclure.

3. Les sous-P(Q,)-modules de D* X Q,. — Soit D un (¢, T)-module étale sur 0.

Lemme III.3.6. — Soit M C D*KQ, un sous-Op,-module fermé, stable par P(Q,),
et, sik € Z, soit M®) Pensemble des x € D tels qu’il existe z = (Z(”))nez € M, avec
2F) = 2. Alors

(1) M® = MO quel que soit k € Z ;

(ii) MO est un sous—ﬁ;—module de DY stable par v, qui agit surjectivement, et
par T.

(i) M = MO R Q,.
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Démonstration. — Les (i) et (ii) sont immédiats, ainsi que l'inclusion M ¢ MO XQ,,.
Reste I'inclusion MO KQ,, C M a vérifier. Soit z = (2(M),,cz € MOKQ,. Si k € N,
il existe uy = (u,(gn))nez € M tel que u](f) = 2 car M*) = M) Par définition de la
topologie sur D X Q,, la suite uy tend vers z dans D'KX Q, quand k tend vers +oo0,
et M étant supposé fermé, cela implique z € M, ce qui permet de conclure.

Remarque II1.3.7. — Si M est un sous-Or-module compact de D X Q, stable
par P(Q,), alors M(®) = Resz, M est un sous-¢;-module compact de D sur lequel
1 agit surjectivement ; on a donc M(® ¢ Df et M ¢ D! K Qy.

Théoréme III.8.8. — Soit D un (v, T)-module étale sur Og. Si M est un sous-O'y,-
module fermé de D* ¥ Q,, stable par P(Qy), alors il existe un sous-(,T")-module Dy
de D tel que

DiIKQ,c McCD'RQ,.

Démonstration. — Soit M(©) 1’ensemble des z € D tels qu'il existe z = (2(™),en
appartenant & D? XQ,, avec 2(0) = z. D’apres le lemme ona M= MO XQ,,
et quitte a remplacer D par le sous-(p, I')-module de D engendré par M ), on peut
supposer que M(® engendre D en tant que (¢,T)-module. Soient D = D/myD,
M = M/mpM et MY = M© /mp M©). Par construction, M = AR Qp et VAR
engendre D en tant que (¢, ')-module sur ke.

Maintenant, I’hypothése selon laquelle M est stable sous laction de P(Q,) se

traduit par la stabilité de M sous cette action et par le fait que M(O) est un sous-
k}'—module de D stable par I" sur lequel v agit de maniére surjective (lemme |II1.3.6)).
Comme (T P*x) = T~F(x), on en déduit le fait que le sous-kg-espace vectoriel

de D engendré par M(O) est stable par ¢ et I' et donc, d’aprés la prop. est égal
au sous-(¢, I')-module de D qu’il engendre, c’est-a-dire & D ; en d’autres termes, M(O)
est un réseau de D. Par ailleurs, comme M est stable par P(Q,), cela implique que
MO est un sous—ﬁ;f—module de D inclus dans D? ; comme de plus M () est compact
puisque c’est I'image du compact M par Papplication z — 2(® et que son image
dans D est un réseau, cela implique que M(® est un treillis de D. Maintenant, M (©)
est stable par ¢ et comme D? est le plus petit treillis de D ayant cette propriété, on

en déduit I'inclusion D? ¢ M), ce qui permet de conclure.

Corollaire II1.3.9. — Si D € ®T*(kg) est irréductible, alors D% X Q, est un
P(Qy)-module topologiquement irréductible.

Corollaire IT1.8.10. — Soit D € ®I'°Y(&). Si M est un sous-L-espace vectoriel
fermé de (D* K Q) stable par P(Qy), alors il existe un sous-(p,T')-module Dy de D
tel que

(D'RQ,), c M C (D'RQ,).
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Démonstration. — 1l suffit d’appliquer le th. [[I1.3.8/a My = M N (Dg X Q,), ot Dy
est un Og-réseau de D stable par ¢ et T

Corollaire II1.3.11. — Si D € ®T°Y(&) est irréductible, alors (D' K Q,)y est un
P(Qp)-module topologiquement irréductible.

Corollaire II1.3.12. — Les P(Q,)-modules 2o(Qyp, k1) et 2o(Qp, L) sont topolo-
giquement irréductibles.

Démonstration. — C’est, modulo les isomorphismes de I’ex. un cas particulier
des cor. [I1.3.9] et [IL.3.111

Proposition II1.3.13. — Soit P € O1[X] non nul modulo my,.

(i) Si D est un (p,T)-module étale sur Og, alors P((% (1))71) :D'RQ, — D'RQ,
est surjectif.

(ii) Si D € ®T°%(&), alors P((b (1))_1) :(D'RQ,), — (DR Q,)p est surjectif.
Démonstration. — Remarquons que P((g’?)_l) (@ )pen = (P@) - 20)pen.
D’aprés la prop. [IL5.15, P(¢)) : D% — D! est surjectif. Il existe donc 3*) € D" tel que

(n)

P() - y® = 2®) et comme v : D — DY est surjective, il existe y;, = (¥ )nen ap-
partenant 4 DYKQ,, tel que y](gk) = y*) : on a alors P(z/;)y](gn) = z(") pour tout n < k.
La compacité de DX Q, permet de prendre une valeur d’adhérence y = (y("))neN de
la suite (yx)ren ; un passage a la limite montre que P(¢)y(") =z pour tout n € N,
et donc que z est dans 'image de P((5 ?)71). Ceci démontre le (i) et, le (ii) étant

une conséquence immeédiate du (i), cela permet de conclure.

Proposition II1.3.14. — Siz € DXQ,, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) 2 € D!RQ,;
(i) il eziste P € O [X], non nul modulo mp,, tel que P((%Y)) -z € D*KQ,.

Démonstration. — Il n’y a que l'implication (ii)=(i) & prouver. On peut factori-
ser P sous la forme P = PTPYP~ habituelle, et les inverses formels de P*((g ?)) et

P~ ((g (1))) convergeant sur D* XQ, et DXQ, pour la topologie p-adique, cela permet
de se ramener au cas oit P = PY et donc de supposer que P est unitaire et P(0) € o5 .
Soit d le degré de P, et soit Q(X) = X?P(X ). On a alors Q((% ?)71)-2 € D'RQ,,
ce qui se traduit, si z = (2(™),cn par appartenance de Q(¢) - 2™ a D! pour
tout n € N. La prop. permet alors d’en déduire Pappartenance de z(™ a D¥, ce
qui permet de conclure.

ITI.4. Le I'module D X Z;. — Les résultats de ce § se trouvent déja, a peu de
choses prés, dans [20]. On en trouvera des raffinements dans |7, [15].
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1. Action de I sur D. — Sin > 1, on note I';, C I'' 'image inverse de 1 + p"Z, par
le caractére cyclotomique, et on pose I'o = I'. Si v € T', on note n(y) le plus grand
entier n tel que v € T'y,. On a aussi n(y) = v,(x(v) — 1).

Lemme III.4.1. — Soit v € T vérifiant n(y) > 1.
(i) (v = )T est divisible par o™ (T) dans 6.
(i) Sim € Z, alors (y — 1)T™ € o"N(T)T™10F.
(iii) Si m € Z, alors (y— 1) - (T™O}) C " N(T)T™ 10},
Démonstration. — Si n(y) > 1, on peut écrire x(v) sous la forme 1 + p"Mu, avec

u € Z;‘,. On a alors

(),

(=D T= (4T 1T = 1+ 1) (1 4+ 7) - 1),

et comme (1+7)% — 1€ TOF, cela permet de démontrer le (i).
Le (ii) suit de la formule (v — 1)T™ = (7)™ — T™, qui nous donne
-y < {777 0@ = DT () simeN,
! T ) - TS SR s e N,

Enfin, le (iii) est une conséquence directe du (ii).

Soient D € ®T'¢t | tué par p*, et M un treillis de D. Comme ¢(T) = T? modulo p,
ona (T " =T sur D.

Lemme III.4.2. — 1 existe s1 = s1(M) et so = so(M) appartenant a N tels que,
quel que soit m € Z, on ait

Y(IMM) C T M et o(T™M) C TP 2 M.

Démonstration. — En écrivant m € Z sous la forme péa +r,avec 0 <r < pz — 1, on
obtient

W(T™M) = Y(p(T)P “T"M) = TP "ap(T"M) C TP “p(M).

Maintenant, on a p‘~'a > [%] —ptt

, et M étant un treillis de D, il existe s} tel
que (M) C T—51M. On en déduit Pexistence de sy (que l'on peut prendre égal
asy+ph).

En écrivant m € Z sous la forme p*~'a + r, avec 0 < r < p~1!

— 1, on obtient
(—1 V4 1A
e(TM) = p(T)" “p(T"M)=T"*p(T"M) CT" “p(M).

Comme p‘a > pm — pt, et comme il existe s} tel que (M) C T~52M, on en déduit
I'existence de sy (que 1’on peut prendre égal & s, + p’), ce qui permet de conclure.

Lemme III1.4.3. — I existe k(M) € N et n(M) > k(M) tels que, si v € T vérifie
n(y) >n(M), et sim € Z, alors

(y = 1) - (T™M) C "= (Y™ )L,
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Démonstration. — Comme D est de longueur finie, il existe £ € N tel que D soit tué
par p’. Soient s1,52 € N comme au lemme [[11.4.2] et soient s = sup(sy,s2) et « € N
vérifiant :

(%) pa—(p+1)s>a(ie a> (;;;%1)5)
Maintenant, comme D est de longueur finie, un treillis de D est de longueur finie
sur ﬁét et il existe ey,..., e, tels que M = Z;Zl ﬁ; - ej. Comme l'action de I' est

continue, il existe ng tel que (y—1)-e; € T*TM, sin(y) > ng et 1 < j <r, et quitte
a augmenter ng, on peut imposer :

() TP+ pno(T) € TO'F modulo pt.

Nous allons montrer, par récurrence sur n(y), que 'on a

(y=1)- (T™M) C T =no(T)M

si m € Z et si n(y) > ng, ce qui prouve que l'on peut prendre k(M) = ng et
o Sin(y) =no, et six =3 i, xje;, avec T1,..., T, € ™0, alors

T

(=D a=) ((r =1 j)e; + ) @)y —1) - e).

j=1 j=1

D’aprés le lemme [[I1.4.1] la premiére somme appartient a o™ (T)T™ 1M, qui est
inclus dans TT1+™ M grace a la condition (*#), et la seconde appartient a TT1+m \f
par définition de ng. On en déduit l'inclusion (y — 1) - T™M C T ™M que I'on
voulait démontrer.

e Supposons maintenant n(y) = n—+1, avec n > ng, 'hypothése de récurrence étant

L, e, . p—1 i m 5 N

vérifice pour n. Six =3 7 (1 +T)"p(x;) € T™M, alors d’aprés le lemme [[11.4.2, on
a (en utilisant la minoration p[}] =2 m —p+1) :

i = p(L+T)"2) e T M et p(x;) € T™ P55~ PH)L,

Maintenant, on a

(v =1-z= ((v=1)- O+ T))e(:) + Y AW +T)) (v = D).
i=1 i=0

La premiére somme appartient a " H(T)T™ Ps=S=P)M d’aprés ce qui précéde et le

lemme [IT.4.7] Comme
T—ps—s—pson—&-l (T) _ Ta+1('0n+1—no (T)T_a_(p+1)(s+1)<pn+1_"0 (T_l@no (T))7

cette premiére somme appartient aussi a " 1= (T)T+L M| grace a la condition
(#%), selon laquelle T~ (T) € TP+ G+ modulo pt.
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Par ailleurs, ’hypothése de récurrence, l'inégalité p[Z] > m —p + 1 et le
P
lemme impliquent que
(v = 1)@y € TIImstetlgn=no()
(P(('Y _ 1) X xz) e (pn—&-l—no (T)Tm—(p+1)s+pa+lM c Tm(pn—&-l—no (T)Ta+1M,
puisque —(p 4+ 1)s + pa > « grace a la condition (*). On en déduit I'appartenance

de la seconde somme & " 1= (T)T™ TV et donc aussi celle de (v — 1)z, ce qui
montre que I’hypothése de récurrence est vérifiée au rang n+1, et permet de conclure.

2. L’action de I' sur DK Zy

On rappelle qu’il existe ng(M) € N tel que "(M) C D¥, pour tout n > no(M).
Soit ny (M) = sup(no(M),n(D*), k(D*) 4+ 1). Fixons aussi ¢,c¢’ € N tels que 'on ait
Dt c T=Dt et DY C T~ M.

Proposition 111.4.4. — Soit i € Zy,. Sia € Zy, alors o14pnq — 1 est inversible sur
DRX(i+p"Z,) d’inverse continu. Plus précisément, sin > ni(M), six € DR(i+p"Z,),
et si (O14png — 1)z € Tm2" " M, alors x € L " M.

T’ ©n (T)cwn+'vp (a) (T)

Démonstration. — 1l suffit de traiter le cas i = 1, le cas général s’en déduisant en
conjuguant par o;. Soit donc z € DX (14 p"Z,). On peut écrire z sous la forme
z=(14T)¢"(y), oy = " ((14+T)"'2). Onaalors (o1 1pna—1)z = (1+T) " (Gu(y)),
ou

Ga(y) = (1+T)" =Dy + 1+ T)*(014pma — Dy-

14+7)* (o1 4pna—1 . ntop(a)—k(DF) m N
Or y— he(y) = a+ (215»’1—1';;3971) )% envoie T D! dans WT)(T)(T)T D!, d’aprés
le lemme [[11.4.3] Comme n > ny (M) > k(D*¥), Papplication h, est donc strictement
contractante. On en déduit que G, est inversible sur D, d’inverse G, !, avec

-1 _ Y Y Y
Go' W = 1 el a+1)y-1

)—I—haoha( )+
Ceci implique que o14pnq — 1 est inversible sur D X (1 + p"Z,) et, de plus, que si
(014pna — D)z = (1 + T)¢"(y) appartient a T (et donc y € T"”’ZDﬁ)7 alors
r=(1+T)p" (G, (y)) appartient a

19 £

Tmp Tmp
nf{__~ i n(__+ P+

? (wp(w(T)D ) C¥ (T«:@ma)(T)D ) © T on(Tyegnton @) (T)

1 n+£

" M.

Ceci permet de conclure.

Remarque III.4.5. — (i) Il ressort de la démonstration que, sia € Z5, sin > n(D¥),
siy € T™DE, et si

(‘71+ap" - 1)71 ((1 + T)Z¢n(y)) =1+ T)i@n(z)»

alors z — W c (pn—k(D”)(T)Tm—gDu_
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(ii) Comme D X Z; = Diezs mod pr D X (¢ +p"Zp), il résulte de la proposition que
7 — 1 est inversible sur DX Z7, d’inverse continu pour la topologie faible, si v € I" est
d’ordre infini.

Sin>1(oun > 2, sip=2),le groupe I, est isomorphe a Z,. Le choix d’un
générateur topologique 7y de I';, fournit un isomorphisme de ﬁ; sur I’algébre de groupe
complétée Ar, de Ty, en envoyant T sur v — 1. L’anneau Ar, [(y — 1)7!] ne dépend
pas du choix de 7; on note Og(T',,) son séparé complété pour la topologie p-adique;
I’isomorphisme ﬁ; > Ar, ci-dessus se prolonge en un isomorphisme Og = Og(T',)
m OAr,
Og(I'y) sur Og(I'y,) ; il en résulte que 'anneau A®p,. Og(I',), ot A = Ar est I'algebre
d’Twasawa, ne dépend pas du choix de n; on le note g (I'). On note &(I") Panneau

ﬁg’(l—‘)[%] et kg(T') Panneau Og (') /my,.

d’anneaux. Si n > m, application A ® f — Af induit un isomorphisme de Ar

Théoréme III.4.6. — (i) Si D € ®I'¢

tors>

alors DX Zy est un Og(I')-module ayant
les mémes diviseurs élémentaires que le Og-module D.

(ii) Si D € ®T*(Og) est de rang d sur Og, alors D R Z% est un Og(T)-module
libre de rang d.

(iii) Si D € ®T*(&) est de dimension d sur &, alors DR ZY est un &(T')-module
libre de rang d.

Démonstration. — Comme l'application y®x +— ~y(z) se prolonge en un isomorphisme
de A®x,, (DX(1+p"Zy)) sur DRZ, on est ramené & démontrer I'énoncé du théoréme
en remplagant I" par I', et D X Zy par D X (1 + p"Z,), pour n assez grand.

Commengons par considérer le cas ou D € ®I'**(kg); soit d sa dimension, et
soit eq,...,eq une base de D! sur k; Enfin, soit 7 = o14p» — 1. On dispose d’un
isomorphisme y — a(y) = (1 +T)¢"(y) de D sur D K (1 + p"Z,), et 'application
de D dans D que l'on déduit de 7 via cet isomorphisme est ’application G; de la
démonstration de la prop. 11 résulte de la formule G1(y) = Ty+ (1+T)7(y) et
du (i) de la rem. que G induit un isomorphisme de 7™ D*¥ sur 7™+ D¥, pour
tout m € Z. De plus, G¥ : T™ D! /T™+1 Dt — Tm+k D8 /TmAk+1 DE et 1'isomorphisme
induit par la multiplication par T%. On en déduit que, si A = ZkaU art® € ke(Ty),
et si x € D, alors A -z = ZkaO apG¥(z) converge dans D, et que l'application
(A1,.. 3 Ag) = Ap-ep+- -+ Ag-eq est un isomorphisme de ke (I')4 sur D ('injectivité
est immédiate ; la surjectivité suit de ce que I'image de 7% k; ("9 est dense dans T* D*
et est fermée par compacité de k}f (I")). Par transport de structures, on en déduit que
aler),...,a(eq) forment une base de D K (1 + p"Z,) sur kg(T'),), ce qui démontre le
résultat pour D € T (ke).

Le (i) s’en déduit alors en utilisant I'exactitude de D — DX Z7, le (ii) se déduit
du (i) par limite projective, et le (iii) du (ii) en inversant p. Ceci permet de conclure.
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Proposition III.4.7. — Soit D un (p,I')-module étale sur Og, et soient P € O [X]
d’image non nulle dans kp[X] et v € T d’ordre infini. Alors P(vy) est inversible
sur DR Zy, d’inverse continu pour la topologie faible.

Démonstration. — 11 suffit de le démontrer pour un module D de torsion, tué par p.
Comme il existe a, b, € N tels que P divise X%(X?—1)" dans € /p* (il suffit d’écrire
P comme un produit de facteurs de degré 1 sur une extension convenable de L, et
de remarquer que X — a divise X? — o’ et 1 — aX divise 1 — o’ X?, et que o’ peut
étre rendu égal 4 0 ou 1 modulo p’, en choisissant convenablement i > 1), il suffit de
prouver que v* —1 a un inverse continu sur DXZy, ce qui suit du (ii) de la rem

Proposition II1.4.8. — Si M est un sous-Or,-module de type fini de D stable par T,
alors M C D"".

Démonstration. — Soit v € T', d’ordre infini. Comme M est de type fini sur 07y, il
existe P € Op[X], unitaire, tel que P(y) - M = 0. Maintenant, on peut écrire tout
élément x de D, de maniére unique, sous la forme x = " (y,,) +¢" Y (zp_1)+- - -+ 0,
avec y, € D et xg,- -+ ,xp_1 € DXZ;. Siz € M, on a alors P(v) - z; = 0, pour tout
i <n—1Or P(y) est inversible sur DX Z,, d’apres la prop. et donc x; = 0, si
i <mn—1. Autrement dit, P(y) -z = 0 implique 2 € Npene™(D) = D™'. Ceci permet
de conclure.

IV. Un quasi-inverse du foncteur D — D! X Q,

Le but de ce chapitre est de démontrer (cf. th. [IV.4.5) que la connaissance du
P(Qp)-module D" X Q,, permet de retrouver le (¢,T')-module D. Ceci implique le
résultat suivant dont des cas particuliers peuvent se trouver dans |2, [4}, 12].

Théoréeme IV.0.1. — (i) Si Dy et Dy sont deuz (¢,T')-modules étales sur Og, tels
que les P(Qy)-modules Dg XQ, et Dg X Q, sont isomorphes, alors Dy = Ds.

(if) Si D1 et Dy sont deux (@, I')-modules étales sur &, tels que les P(Q,)-modules
(DE KQ,)p et (Dg X Q,)p» sont isomorphes, alors Dy = Ds.

IV.1. Le foncteur D — D

1. Une variante de l’équivalence de catégories de Fontaine. — Soit Aq, l'ensemble
des f € Og a coefficients dans Z,. Le corps résiduel Eq, de Aq, n’est autre que
F,((T)), et on note Eq, le complété de sa cloture radicielle ; celui-ci est naturellement
muni d’actions continues de I' et ¢, commutant entre elles et coincidant avec celles
précédemmeilt définies sur Eq, C ke¢. De plus, on a Eq, = E”. B
On note Aq, = W(Eq,) I'anneau des vecteurs de Witt & coefficients dans Eq, ;
comme Eq, est parfait tout élément de Aq, s’écrit de maniere unique sous la forme
Soro pPlak], ot les xy, sont des éléments de Eq, et [z] désigne le représentant de
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Teichmiiller de x dans ‘Z‘Qp’ siz € EQp' Les actions de I' et ¢ sur EQP s’étendent
de maniére unique a AQ , Paction de ¢ devenant bijective et Aq, (muni des actions
de ¢ et I') s’identifie naturellement au sous-anneau de AQ engendré topolog‘lquement
par [14T] —1 (que I'on identifie & T' € Aq,) et son inverse. Comme EQ =E”, on
a AQ = A‘%o

Rappelouns (cf. [8, p. 526]) que 'on dispose d’u analogue p-adique z — [(1+7)%]

Hre o sipha € Zy, alors

o I— Pz _ - = P k
1417 = (e = (3 (7)) 7).

k=0

dex—e

Comme on a identifi¢ 1+ 7] —1aT,ona [(1+T)%] = (1+1T1)*, si x € Z,. On fera
attention au fait que ce n’est pas le cas si « ¢ Z,, : la série définissant (1 + T)"
converge pas dans AL et si on compléte K* [1] pour obtenir un anneau dans lequel
cette série converge, on tombe sur la fonctlon z +— €' de la note de bas de page.

On note ﬁg I'anneau 01 ®z, AQ auquel on étend par Op-linéarité les actions
de p et I'. On a alors ﬁg = (0L ®z, A)'%ﬂ, I’action résiduelle de I' étant celle définie
ci-dessus. De plus, (0, ®z, .&)W:l = 07;.

Si D est un (¢, I')-module étale sur Og, soit D= 0 ®eo, D. Clest un (p,I')-
module sur ﬁg Comme ¢ est bijectif sur ﬁg et D est étale sur Oz, action de ¢ est
bijective sur D. Un (¢, T')-module sur ﬁg ayant cette propriété est dit étale. Comme
d’habitude, un (o, T')-module sur & est étale 'l posséde un O s-réseau stable par ¢
et T' qui est étale. On définit des catégories LS (D), L (Og) et I (&) de la
maniére habituelle.

Remarque 1V.1.1. — (i) Le module D peut se décrird'®)| aussi via les anneaux de

Fontaine : si V = V(D) de telle sorte que D = (A ®z, V)7, alors

D=D(V), avec D(V)=(A®gz, V)*
En effet, on a
(A®z, V)" = (A®a (A®z, V) = A" @aq, D= (0, 0z, A%) g, D=D.

(i) Si D est un (¢,T')-module étale sur O, alors V(D) = ((0y, ®z, A) ® D)#=1
est une représentation de 9q,,, et E étant algébriquement clos, ’application naturelle
A ®z, \~7(D) — A @z D est un isomorphisme; on en déduit que les foncteurs
D — V(D) et V — D(V) sont inverses I'un de autre.

(A7) On a en fait trois tels analogues : en sus de & — [(1 4+ T)*], on peut considérer & — et®, ot

t =1log(1+T) est le 2iw p-adique de Fontaine, et z — e(z) = e~ **[(1 4+ T)*], & valeurs dans 00
(18) Cest ce que Fontaine [16] appelle le I-module de Dieudonné de pente 0 de V.
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(iii) 11 résulte de la discussion précédente et de I’équivalence de catégories de Fon-
taine que D = D(V(D)), et donc que D — D induit des équivalences de catégories :

T > DI (Of), BTN Op) 2 BI(Og) et OI(E) =2 DTHE).

(iv) Il n’est pas nécessaire de passer par les anneaux de Fontaine pour décrire le
foncteur inverse de D — D. En fait D est tout simplement 'unique sous-&g-module
M de D stable par ¢ et I') tel que lapplication naturelle ﬁia R, M — D soit un
isomorphisme. En effet, la derniére condition implique que M a les mémes diviseurs
élémentaires que D (sur Og ou sur & si D € ®I'°*(&)); en particulier, il est de type
fini. Or il résulte de [6, prop. II1.4.3], qu'un sous-Og-module (resp. &-module) de
type fini de l~), qui est stable par T', est inclus dans ¢~ (D) pour n assez grand.
Maintenant, M est étale et donc est engendré par ¢™(M) pour tout n. On en déduit
que M C D, et M et D ayant les mémes diviseurs élémentaires, que M = D.

2. D vu comme sous-P(Qp)-module de DXQ,.— L’action de ¢ sur D étant bijective,
cela permet de munir D d’une action de P(Q,) en posant :

(pga 117) sz =[14 1)) (0a(2)), siac Z,,beQyetkeZ

Comme D est aussi égal a KQP DAq, D, il résulte de [11], prop. 8.5] que l'on a le
résultat suivant :

Lemme IV.1.2. — Si I C Q, est un systéme de représentants de Qp/Zy,, tout élé-
ment z de D peut s’écrire, de maniére unique, sous la forme
z= Z[(l +T)zi, ouz €D tend vers 0 quand i — oo dans Q,.
iel
Fixons un systéme I C Q,, de représentants de Q,,/Z,, ce qui permet de décomposer
tout élément de D sous la forme ci-dessus. Si n € N, on note I,, 'intersection de I
et p~"Z,, et donc I est la réunion croissante des I,,.

Lemme IV.1.3. — Siz=Y . ,[(14+7T)"|z € D, alors (Ziel”[(1—|—T)pni]<p”(zi))neN
est un élément de DX Q,,, et l'application de D dans DX Q, ainsi définie ne dépend
pas du choiz de I et est P(Q,)-équivariante.

Démonstration. — Si J est un autre systéme de représentants, et si ¢ € I, il existe
j(i) € J, unique, tel que i — j(i) € Zy,; de plus j(i) € J,, sii € I, et i — j(i) est une
bijection de I, sur .J,,, pour tout n € N. On note j — i(j) la bijection réciproque. Soit
z=73 e 1+ T)7]#; Vécriture de z utilisant le systéme de représentants J. Comme

DA +T)Y )z =Y [+ TYPON(+T) 70z,
iel il
Punicité de Décriture montre que zj = (1 +T)"0) =7z, et donc que [(1+T)']z; ne

dépend que de z et de la classe de ¢ modulo Z,, pas du choix de I. On en déduit que
Yier, (1 + T)?" )™ (2;) ne dépend pas du choix de 1.
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Maintenant, on a

[(1+T)P"™(2), sip'tlic pZ, (ie siic€l,),

14+T)P" ot (2)) =
vl ) ™ (=) 0, sipttlie Z; (ie,sii€ Iny1 — In).

On en déduit I'appartenance de (3 _;c; [(1 +T)P" o™ (2))nen & DX Q,. Linjectivité
de I'application ainsi définie suit de ce qu’un élément z du noyau doit vérifier z; = 0,
pour tout ¢, d’aprés 'unicité de ’écriture, et donc est nul. Enfin, pour démontrer la
P(Qp)-équivariance, il suffit de revenir aux formules, et de remarquer que :

e {ai, i € I,,} est un systéme de représentants de p~"Z,/Z,, si a € Z; (équivariance
de (§9)),

o {b+1i, i € I,} est un systéme de représentants de p~"Z,/Z,, sib € Q, et sin
est assez grand (équivariance de (%)),

o {pi, i € I,11 —I1} U{0} est un systéme de représentants de p~"Z,/Z, (équiva-
riance de (%9)).

Le lemme permet d’identifier D aun sous-P(Qp)-module de DX Q,, ce que
nous ferons sans plus de commentaires. On remarquera que, si on écrit z € D sous la
forme z = 3", ;[(1+ T)"]z;, alors :

e Resiz,2=[(1+T)]z,sii€l, et Resy-ng z=73

e z est la limite des Res,-nz 2 dans D.

ier, (1 +T) ]z, sin €N,

Proposition IV.1.4. — Siz € DXQ,, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) z € 15;
(i) (§%) 2 — 0 dans DX Q,, quand b — oo dans Q, ;
(iii) Resz, ((§%) - 2) — 0 dans D quand b — oo dans Q.

Démonstration. — L’implication (ii)=-(iii) suit de la continuité de Resz . Maintenant,
si (iii) est vérifiée, alors Res;yz, ((§ %) - 2), qui est égal & [(1 4+ T)]'Resz, ((§ °7%) - 2),
tend vers 0 quand b — oo, pour tout ¢« € I. En sommant sur ¢ € [,,, on en déduit que
Respfnzp(([l) 117) -z) — 0 et, ceci étant vrai pour tout n, que ((1) ’1’) -z — 0 dans DXQ,.
Ceci démontre que les propriétés (ii) et (iii) sont équivalentes.

Maintenant, si z =Y,/ [(1+T)"]z € D, etsibeQp, ona

Resz, ((§%)-2) =11+ T)i(ib)ij]Zi(fb)v

ot i(x) est 'unique élément de I vérifiant z—i(z) € Z,. Comme z; — 0 quand ¢ — oo,
et comme i(—b) — 0o quand b — oo, on en déduit que Resz, ((§%) - 2z) — 0 dans D,
ce qui prouve I'implication (i)=(iii). Enfin, si Resz, ((§?%)-2) — 0 dans D quand
b — 0o, alors z est la somme, dans D, de la série Yierl(L+T)Resz, ((§ 1) - 2), ce

qui démontre 'implication (iii)=(i), et permet de conclure.

Corollaire IV.1.5. — D est le sous-module (DR Q,)p. de DR Q,.
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Démonstration. — C’est une simple traduction de I’équivalence entre les (i) et (ii) de
la proposition.

IV.2. Le foncteur D — DT

Soient EZZ I'anneau des entiers de EQP, E5+ son idéal maximal,
P P
Aap = W(Eap), Aa: = W(Eaj) et ﬁ; = 0y, ®Z A+ L ﬁ++ Oy, ®Z A++

Alors ﬁ:}' est un sous-anneau de ﬁg stable par ¢, ¢! et I'; c’est aussi ’ensemble
des z € Og tels que (¢™(7))nen est bornée dans Og. De méme, 04T est un idéal de
ﬁ; (le quotient est &), stable par ¢, ¢~ ! et I'; c’est aussi 'ensemble des x € ﬁg

tels que ™ (z) — 0, quand n — +o00. Comme EQ = E”, on a aussi AJr = (AN
et OF = (01 @z, AT)”

Un 5§—module M est presque de type fini, s’il existe d € N et, pour tout n € N,
des éléments eq,...,eq de M, tels que l'on ait [Tpfn]M - ﬁ’;el + 4 ﬁ}'ed.

Un (p,T')-module sur 5} est un ﬁ;—module presque de type fini muni d’actions
semi-linéaires continues de ¢ et I' commutant entre elles. Un tel module est étale si
© est bijectif. Il est de pente 07 ’il est étale et si ¢ est topologiquement nilpotent
On définit les catégories @ngrs(ﬁﬂ F?;S(ﬁﬂ Fet(ﬁﬂ 10" (ﬁ*) et PIet(&T),
BT (£1) de la maniére évidente.

Si A est un (@, I')-module sur 5;, on définit une &p-représentation V(A) de 9%q,

en posant \Nf(A) = ((OL ®z, ;x) Og+ A)e=t

1. Les sous-modules D™ et D¥* de D. — On note Dt (resp. D*+) Iensemble des
z € D tels que la suite (¢"(2))nen soit bornée (resp. tende vers 0) dans D.

Remarque IV.2.1. — (i) Les modules DT et DT peuvent se décrire aussi via les
anneaux de Fontaine. En effet, comme on I’a déja remarqué (cf. rem , on peut
caractériser AT = W(E') (resp. AT+ = W(E™")) comme 'ensemble des z € A
tels que la suite (¢™(z))nen est bornée (resp. tend vers 0). De plus, on dispose de la
décomposition At = AT & W(F,). On en déduit que, si V = V(D) de telle sorte
que D = (A ®z, V)7, alors

Dt = (At @z, V), D't =(A*T @z V) et Dt =D"o D"
En particulier, le 5}—module DT /Dt est de type fini, tué par 5}#.

(ii) 11 résulte de la description ci-dessus que les sous-&F-modules Dt et D+ de D
sont stables par ¢, p~! et I, et donc sont des sous-P(Q,)-modules de D.
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(iii) On peut retrouver V, et donc aussi D, a partir de D*. En effet, il résulte de
[8, prop. IV.2.4 (ii)|, que ATt ®z V = AT Dag D+ si V est de torsior|(!?)

On en déduit d’une part, que D+ est presque de type fini sur O %, et donc est un
(¢, T)-module sur ﬁ(}', et d’autre part, que A ®A+ Dt = A ®z, V, et donc que

V=V(DV)etD=0s &t D+, Comme D*/DJr+ est tué par ﬁ++, on déduit

que ce qu1 précéde que D+ est presque de type fini sur o}t 2, et que V = V(D*)
et D=0s® Gt D+, Ces formules restent valables pour un élément de Ot (Js) ou
de ®I°Y(&) par limite projective et tensorisation par L.

(iv) 11 résulte de [8] prop. IV.2.4 (i)] que le foncteur D ~— D+ est exact comme
composé des deux foncteurs exacts D — V et V — (;‘Vﬁr+ ®z, V)?*. On en déduit
que D — D+ induit des équivalences de catégories

DL (Og) 2 ®TY (GF), BT(0p) = BT (GF) et OIY(E) = dTO" (£1),

tors
le foncteur inverse étant juste le foncteur ﬁg’ ®F+ -
&

(v) Par contre, le foncteur D +— D nlest pas exact puisque D +— D" ne lest pas
(vi) Le sous-anneau O - ﬁ de Og est dense dans ﬁg (appliquer le lemme
a Og). On en déduit que O ®ﬁ+ D+ est dense dans D.

2. L'inclusion de D% dans D' K Q,

Lemme IV.2.2. — (i) Siz € DT, alors Resz, x € D',
(i) DN(D"R Q,) = D*.
(iii) D* est dense dans D¥ X Q,,.

Démonstration. — Si x € l~)+, alors x, = Res,-ng © € D+ —|—pkl~), si n est assez
grand. On en déduit que l'image y,, modulo p* de ¢™(x,,) appartient a (D/p*D)*
et donc que I'image modulo p* de Resz,z, qui n'est autre que ¥"(y,), appartient
a (D/p* D)% puisque (D/p*D)* C (D/p*D)* et que (D/p* D)% est stable par 9. Ceci
étant vrai pour tout k, cela démontre le (i).

Maintenant, on a D* C DN(D!XQ,) d’aprés le (i) et la stabilité de D* par (7 9).
L’inclusion inverse suit de ce que D! K Q, est compact et stable par (”0 ?), ce qui

prouve que la suite des ¢"(z) = (”On 9)z, pour n € N, est bornée si z € DN (D" XQ,).
Ceci démontre le (ii).
Enfin, ’adhérence de D+ dans D“@Qp est un sous-P(Q,)-module fermé de D'XQ,.

Par ailleurs, Og ®ﬁ+ D7 est dense dans D qui est dense dans D X Q,,. Le th. [[II.3.8

montre que cette adhérence contient D" X Q,, ce qui permet de conclure.

(1914 proposition en question est énoncée sans cette hypothése, ce qui est une erreur, le module
ATt ®@z+ DTF n’ayant aucune raison d’étre complet pour la topologie p-adique; il faut prendre

Qp
un produit tensoriel complété dans le cas non torsion.
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Comme la topologie de D X Q, est induite par celle de D X Q,,, on déduit du (ii)
du lemme [V.2.2] et du cor. [V.1.5lle résultat suivant.

Proposition IV.2.3. — D% est le sous-module (DX Q,)pe de DY X Q,,.

3. Caractérisation algébrique du sous-P(Q,)-module Dt de D'® Q,

Proposition 1V.2.4. — Sixz € D* XQ,, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) z € Dt ;
(ii) quel que soit n € N, limage modulo (p", ((1) pln) — 1) du ﬁL[(ZO; ?)}—module
engendré par x est un O -module de longueur finie.
(iii) @~ (D) — o=i(2(D) tend vers 0, pour la topologie faible, dans D.

Démonstration. — Le cas général se déduit du cas d’un module de torsion par passage
a la limite projective, ce qui permet de supposer que D est de torsion, tué par .
Dans toute la suite de la démonstration, on note V' la représentation V(D) de 9q,,
et on choisit vy,...,v4 € V tels que (z1,...,2q) — Z?zl 2;v; soit un isomorphisme
de Hle(Zp/pkin) sur V (comme V est tuée par p’, on a k; < £, pour tout 7).

Soit alors z € Dt = (At ®z, V)7, et soit n > . Si i € N, notons simplement
Ri:D— DX p~*Z, Papplication Res,-iz,. Comme R;(z) — x dans AD=AQV
et comme D est de torsion, il existe i tel que R;(z) — z € ¢"(T)(AT ® V). En
particulier, R;(z) € DT, et donc ¢*(R;(z)) € D N D = D*. De plus, appartenance
de Ri(z) —z & " (T)(AT @ V) implique que, modulo o™ (T)D+, le Oy, [[']-module M
engendré par x est 'image du O, [F]—module M’ engendré par R;(z). Or y — ¢'(y)
induit une injection de M’ dans D puisque D7 est stable par I' et ¢! (R;(z)) € D.
On en déduit que y — ¢*(y) induit une injection de I'image de M modulo c,o”(T)ﬁJr
dans DT /" Y(T)DT qui est un Or-module de longueur finie comme quotient de
deux treillis de D. Ceci permet, en traduisant en termes de P(Q,)-modules ce qui
précede, de démontrer que (i)=-(ii).

Passons a la démonstration de I'implication (ii)=-(iii). Rappelons que :

e un élément z de A/p’ s’écrit de maniére unique sous la forme z = > ice il
avec z; € E,

e la topologie faible sur K/ p’ est la topologie définie par la valuation wy_q,
avec wy—1(x) = inf;<o—1 vE(2,),

o we—1(p(x)) = pwe-1(x),

ez c At /p’ si et seulement si wy_1(x) > 0.

Soit y; = o~ D (20+1)) — o=#(2(M))  si i € N. Notre probléme est de montrer que
y; tend vers 0. Comme D est tué par p’, la topologie faible sur 15, qui est celle induite
par la topologie faible sur A® Aq, D=A ®z, V, est la topologie définie par la valua-
tion wy_1, avec wg,l(zgzl xivi) = infy<;<qwe—_1(z;). On déduit de 'hypotheése (ii)
Pexistence, pour tout n € N, d’'un polynéme P,, € & [X], non nul modulo my, et de
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Up = (ugf)) € D" Q, tels que, quel que soit i € N, on ait :

Po(7) -2 = " (T,

On a alors
Pa(y) - (i) = " PHT) (W — p(u®)).

Or ¢t (y;) = 20D — (2D et w1 — p(u®) = w0+ — pyp(u+D) sont tous
deux éléments de D¥=0, et donc il existe d’aprés la prop.|I11.4.7, une constante C,, € R
telle que wy_1 (0" (y5)) > we_1 (") (D — p(u®))) + C,. De plus, la suite
(w0 —p(u?));en est bornée, et il existe C” tel que wy_1 (ul*+) —gp(u(i))) > C’, pour
1

+we—1 ().

tout i € N. Par ailleurs, D étant tué par p‘, on a wy_y(p*(T)x) > p
On en déduit les minorations

n+i+2—4

we—1 (" (yi)) > % +Cn+C" et weq(y;) >

pn+1—€ Cn + C’
p—1 pitt

n—~

et lexistence, pour tout n, de i, tel que wy_1(y;) > p si i > i,. Ceci permet de

démontrer I'implication (ii)=>(iii).

Finalement, démontrons l'implication (iii)=>(i). L’hypotheése (iii) équivaut a la
convergence de la suite ¢~ (z() dans D ; notons y la limite. Comme t(z(+1)) = (0,
quel que soit i, on a R;(p~ "~ m(m(”m))) = o (z™), quel que soit m € N. On en
deéduit que R;(y) = ¢ (™), et donc que (V) = Ro(¢'(y)), quel que soit i € N.
Pour conclure, il suffit donc de vérifier que y € AT ® V', car cela implique S D+
et * = ¢(y). On peut écrire y sous la forme y = ijl Y;Vj, avec y; € A/p JA7
et () sous la forme z(9 = Z?:l T; jVj, avec T;; € A/pkf;l, sil <j<d, eton
ay; = lim;_ 4o ¢ *(x;;). Par ailleurs, la suite (2(V);en est bornée puisqu’élément
de D! ® Q,. Cela se traduit par le fait que, quel que soit j, la suite we—1(x; ;) est
minorée. Comme wy—1(y;) = lim; 4 p‘iwg,l(xi,j), cela implique que wy—1(y;) > 0,
quel que soit j. On en déduit ’appartenance de y a A+ ®V, ce qui permet de conclure.

IV.3. Extension du dictionnaire d’analyse fonctionnelle & Q,

1. Mesures nulles & I’infini. — L’ensemble %(Q,, O1,) des mesures sur Q,, & valeurs
dans O, n’est pas un anneau car on ne peut pas faire la convolution de deux mesures
sans prendre de précautions concernant leurs supports. Ceci nous améne a définir le
sous-ensemble Zy(Qp, Or)pc des mesures nulles & Uinfini, c’est-a-dire les mesures
telles que Diry % 4 — 0 (pour la topologie faible sur %,(Q,, 1)) quand b — oo,
ou Dir,, désigne la masse de Dirac en b. Il est facile de vérifier que Zo(Qyp, OL)pc €st
un anneau pour la convolution, et que Zy(Qp, OL)pc st dense dans Zy(Q,, Or).

Proposition IV.3.1. — La transformée de Fourier pu — fQ [(1 4+ T)*"p induit un

isomorphisme d’anneaur de Do(Qyp, OL)pc sur ﬁ;ar.
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Démonstration. — Soit I = Z[%] N [0,1] le systéme standard de représentants
de Q,/Zy. Alors p =), ; Dir; x Resz, (Dir_; * u), ce qui nous donne

/[<1+T M‘Z/ [(1+ 7)) Resg, (Dir_; 1)

P el

=y / (14 T)" Resz (Dn«_z*ﬂ)) [(1+1T)7).

i€l
Modulo le fait que la transformée d’Amice A — pr(l +T)® X induit un isomorphisme
d’anneaux de Zy(Zy, O1) sur 0}, le résultat suit donc du lemme [IV.1.2

Corollaire IV.3.2. — Si u € 20(Qyp, OL), les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) 1 € Z0(Qp O1)pe

(ii) quel que soitn € N, le sous- ﬁL[( F 4 )] module de 2o(Q,, O1)/ (p™, (} Pln )—1)
engendré par | est de longueur finie sur 0.

Démonstration. — C’est, modulo les isomorphismes ﬁﬂ@ NQ, = Z(Qp, O) de
Vex. [I1.2.1] et Zo(Qp, OL)pe = OF, une réécriture de l'équivalence des (i) et (ii)
de la prop.

2. Dualité. — On étend résg a Uzg % en posant réso(zli—TT) = réso((Reszpz) ﬂ—TT)
Proposition IV.3.3. — L’application résg : 5g % — O, vérifie les propriétés
sutvantes :

(i) réso(p(z )l‘iTT) =résp(z liTT) et réso(ora( ) 1‘iTT)) a~tréso(z fi—TT), sia€Zy

(ii) résg est identiquement nul sur Og 9L 1 T XU, siUC Q.

Démonstration. — La formule pour l'action de I' suit, via la prop. de
ce que Resz, commute a laction de I'. Celle pour ¢ vient de ce que l'on a

Resz, (¢~ '(z)) = ¥(Resgz,(2)), ce qui permet d’utiliser la prop. [.2.2] pour montrer

que réso(np’l(z)ﬁ—TT) = résg(z %)

Maintenant, si z € Og % KU, et sin € N, alors p~"(2) € O¢ fi—TT Xp—"U. Or
I'hypothése U C Q;, implique que Z, Np~"U = (), et donc Resz, (¢~ "(2)) = 0, si n
est assez grand. On a alors résg(z) = réso(~"(2)) = réso(Resz, (¢~ "(2))) = 0. Ceci
permet de conclure.

Proposition IV.3.4. — Siz € Os et x € Q,, soit ¢.(z) = réso ([(1 4 T)"]z 1+T)
L’application z — ¢, ainsi définie induit un isomorphisme de ﬁ~g/ﬁz; sur l’espace
%°(Qp, OL)o des fonctions continues sur Q, tendant vers 0 a linfini.

Démonstration. — Fixons un systeme I de représentants de Qp/ Z, dans Q,. Cela
permet, d’aprés le lemme d’écrire tout élément z de ﬁg sous la forme
z =31+ T)]z, on (zl)lel est une suite d’éléments de Oy tendant vers 0 a
I'infini pour la topologie faible. On a alors ¢,(z) = ¢, (¢ + i), si x + i € Z,. Comme
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z; tend vers 0, il existe, pour tout k£ € N, un entier n(k) € N tel que z; € 5;2 —1—79165(97
si v, (i) < —n(k), ce qui se traduit par le fait que ¢,(z) € p*Op, si v,(i) < —n(k) et
si @ 4+ i € Zy. On en déduit I'appartenance de ¢, a4 €°(Q,, OL)o.

Réciproquement, soit ¢ € €°(Q,, OL)o. Si ¢; est la restriction de z — ¢(z + i)
a Z,, soit k(i) le plus grand entier k tel que ¢; soit & valeurs dans p* O, et soit
2 € Og tel que ¢, = p~ ¥ ¢,;. L’appartenance de ¢ a ¢°(Qp, O1)o se traduit par
le fait que k(i) tend vers +oo a l'infini. La série Y., p*([(1 + T)?]z; converge donc
dans 5@ et la somme 2z de cette série vérifie ¢, = ¢ par construction. Ceci permet de
conclure.

IV.4. Le foncteur M +— My,

1. OL[P(Qp)]-modules compacts et Zo(Qp, OL)pc-modules.— Soit M un &r-module
compact (pour une topologie moins fine que la topologie p-adique) muni d’une ac-
tion continue de P(Q,). Nous allons montrer que P'action de ((1) le) se prolonge par

linéarité et continuité en une action de Zy(Qyp, Or)pec = 5;2

Lemme IV.4.1. — Si U est un ouvert de M contenant 0, alors pour tout n assez
grand, on a (p", (épln) -1)M cU.

Démonstration. — Supposons le contraire. Il existe alors des suites x,,, v, d’éléments
de U tels que z,, = p"x,, + (( é pln) - 1)yn n’appartienne pas a U, quel que soit n € N
(remarquer que la suite des (p", ((1) pln ) — 1)M C U est décroissante). Par compacité
de M et M —U, on peut extraire de (z,, yn, 2,) une sous-suite convergente, et si z est
la limite de la sous-suite des z,, la continuité de l'action de P(Q,) montre que z = 0,

ce qui est en contradiction avec 'appartenance de z & M — U.

Proposition IV.4.2. — (i) Si\ = Y{2 ax Tk € 07, la série 125 ar((§1) —1)k-
x converge dans M, pour tout x € M, et lapplication (\,x) — X\ -z ainsi définie fait
de M un ﬁg—module.

(i) Six =, A\ [(1+T) € ﬁ;, ot \; € OF tend vers 0 quani — 00, et i
x € M, alors la sériey ;. A ((1J {) -x converge dans M, et Uapplication (A, x) — A-x

ainsi définie fait de M un ﬁ;? -module.

Démonstration. — Si n € N, alors T* € (p", ¢"(T)), si k est assez grand. Le lemme
précédent permet donc de prouver la convergence de la série du (i) et, pour tout sous-
module ouvert U de M, fournit I'existence de n € N tel que A - [(1+ T)]z € U, pour
tout i € I, si A € (p™, 9" (T))0; . On en déduit la convergence de la série dans le (ii).
Le reste de la proposition ne posant pas de probléme, cela permet de conclure.

(20)Suivant le filtre des complémentaires des parties finies ou, ce qui revient au méme, dans Qp.
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2. O1[P(Qp)]-modules admissibles. — Sin € N, soit MI™ = M/ (p, (5 PY) —1)M.
Notons que ’action de (ZO; le ) passe au quotient sur M". Si 2 € M, on note M ()
le sous-0rp, [(20; ?)]-module de M engendré par z, et on not Mpe 1'ensemble
des z € M tels que, MM () soit de longueur finie sur &, quel que soit n € N.
L’équivalence entre les (i) et (ii) de la prop. montre que si M = DX Q,,
alors Mype = M. ; il en est de méme, d’aprés le cor. si M = 20(Qyp, OL).

Proposition IV.4.3. — Le module M,y est stable par P(Q,), et est muni natu-
rellement d’une structure de (¢,T')-module sur ﬁ;ﬁ, ou ¢ agit par (g (1)), o, €T par
(a?), et [(1+T)°], pour b€ Qp, par (§2).

Démonstration. — La stabilité par (Q; (1)) suit de ce que (ZO; (1)) est invariant par
conjugaison par (8 (1’), pour a € Qy, et I'idéal (p”, ((1) pln) — 1) est envoyé sur l'idéal

(p", ((1) P"+:”(a)) —1), et donc contient I'idéal (p""“P(“”, ((1) P"_lip(a)‘ ) —1).

Maintenant, soient z € Mape, b€ Qp et y = (§%)z. Ona (g9)y=(§4)(29)z,
ce qui montre que M[™ (y) est inclus dans la somme des (§9 )M ("] (), pour a € zy,
et comme (§ %) MM (z) ne dépend que de la classe de ab modulo p"Z,, cette somme
est en fait finie, ce qui prouve que y € My, et que M,y est stable par ( (1) le) et
donc aussi par P(Qj).

Il résulte de la prop. que si A € ﬁlﬁ, alors pour tout n € N, 'image modulo
(p”,gp”(T))ég de A est une combinaison linéaire finie de [(1 + T)°], avec b € Z[%}.
On en déduit que si © € My, et sin € N, alors I'image de Az dans M est dans un
sous--module engendré par un nombre fini de translatés de x par ( é le>7 et donc

engendre un &7 -module de longueur finie sous 'action de (ZO; ?), puisque My est
stable par ((1) le) Ceci étant vrai pour tout n, on en déduit 'appartenance de Az

& Mype, et donc la stabilité de M,,. par multiplication par un élément de 52.? Ceci
permet de conclure.

On dit que M est admissible si M,y est presque de type fini sur ﬁi}'

Proposition IV.4.4. — M — My, est un foncteur de la catégorie des Or-modules
compacts munis d’une action admissible de P(Q,) dans celle des (p,T')-modules étales
sur OF .

Démonstration. — La seule chose qui ne suit pas de la définition d’admissible est
que M,y est étale, mais la bijectivité de ¢ sur M, suit de ce que ¢ correspond

a (19) et donc admet (1’;1 (1)) comme inverse.

On peut énoncer I’équivalence entre les (i) et les (ii) de la prop. |IV.2.4] sous la
forme : si D est un (p,I')-module étale sur O, alors D* = (D*KQ,)ape. Comme DT

(2D«ape” signifie « algébriquement presque a support compact ».
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est presque de type fini sur UZ;@L, on en déduit, en utilisant le (iii) de la rem. [[V.2.1} le
résultat suivant.

Théoréme IV.4.5. — Si D est un (¢,T)-module étale sur Og, alors D* X Q,, est
un P(Q,)-module admissible et D = D(V((D* K Q,)apc))-

Le th. se déduit directement du th. dans le cas de (¢, I')-modules
sur Og. Si Dy et Dy sont deux (p,I')-modules sur & tels que les P(Q,)-modules
(Di X Qp)p et (Dg X Qp)p sont isomorphes, on peut appliquer le th. a des
réseaux A; et Ag de Dy et Do, pour en déduire que Ay et A sont isogénes et donc
que Dy et Dy sont isomorphes.

IV.5. Le P(Q,)-module D/D* et son dual

1. Considérations topologiques. — Si D € ®I'°*(Og), on note Dy le (¢, T')-module
D/p*D, et donc D est la limite projective des Dy.

Lemme 1V.5.1. — Il existe ¢ € N tel que p°® tue le conoyau de D" — D}" pour
tout k € N.

Démonstration. — Soit V = V(D), et, si k € N, soit Vi, = V/pFV. 1l résulte du (ii)
de la rem. que :
D™ = (W(F,) ©2, V)™ et D = (W(F,) ®z, Vi)™

Comme le foncteur U — (W (F,) ®z, U)'" est une équivalence de catégories, le
conoyau de D™ — D' est tué par la méme puissance de p que celui de Ve Vk‘% "
Notons X le quotient de ((Q,/Z,) ® V)?  par sa partie divisible. Le conoyau de
v V,;%ﬂ " est alors isomorphe au sous-groupe de p*-torsion de X, et comme X est
de longueur finie sur &y, il existe ¢ € N tel que p° annule X, et donc aussi le conoyau
de D™ — D} pour tout k. Ceci permet de conclure.

Lemme IV.5.2. — Sip°© tue le conoyau de D™ — Dp* pour tout k € N, alors il tue
aussi celui de DT — D,'c", pour tout k € N.

Démonstration. — Cela résulte de ce que D — DT+ est un foncteur exact et de ce
que D = D™ @ D*F et D} = D} ¢ D

Lemme IV.5.3. — L’application naturelle de D/D* dans lim 5k/l~),j est un iso-
morphisme.

Démonstration. — L’injectivité est immédiate; prouvons la surjectivité. Soit
(k)keN € lika/D,j et, si k € N, soit Z € D un relévement de x;. Alors
T — Tip—1 est dans 'image inverse de 15,:1, et donc peut s’écrire sous la forme

U +p’“’1*cvk, ol up € 5+7 v € 5, et ¢ € N est choisi de sorte que p¢ annule

le conoyau de Dt — 15;, pour tout kK € N (Uexistence d’un tel ¢ résulte des
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lemmes et [V.5.2). Soit yp = T — us — -+ — ug. Alors yx a pour image xy,
dans ﬁk/,j, et on a yr — yr—1 = p" 1 "%us, ce qui montre que la suite y; a une
limite y dans D. Cette limite ayant, par construction, pour image (zp)ren, cela
permet de conclure.

Si D e ®I'¢t  alors D est un ouvert de D, et donc D/D* est un module discret.
Il résulte du lemme que, si D € ®T°(Oz), alors D/D* est séparé et complet
pour la topologie p-adique. Par ailleurs, ce module est sans p-torsion; c’est donc
naturellement la boule unité d’un L-banach. Si D € ®I'°*(&), alors D/D* est un
L-banach (si Dy est un Og-réseau de D stable par ¢ et I', c’est le L-banach dont

Do/ 53 est la boule unité).

2. Dualité
Proposition IV.5.4. — (i) Si D € ®I'¢t
de D/D+.

(ii) Si D € ®T°(0s), alors D' K Q, est le O -dual de D/D*.

(i) i D € ®T(&), alors (D' K Qy)y est le dual topologique de D/D.

alors D*XQ,, est le dual (de Pontryagin)

Démonstration. — Si D € ®I'St et si 2 € 5, il existe n € N tel que 'on ait

tors
z—Res,-ng, 2z € D*. Autrement dit, il existe n tel que I'image de z modulo D7 soit
dans I'image de D K p~"Z, = ¢~ "(D). On en déduit que D/D* est la réunion crois-
sante des ¢~ "(D) /¢~ "(D™) ou, ce qui revient au méme, la limite inductive des D/D"
relativement aux applications de transitions toutes égales a ¢. Son dual est donc,
d’apreés le (ii) de la prop. la limite projective des D! relativement aux appli-
cations v, c’est-a-dire D% X Q,. Ceci démontre le (i) ; le (i) et le (iii) s’en déduisant

de la maniére habituelle, cela permet de conclure.

Remarque IV.5.5. — (i) Si D = Og, on retrouve, en utilisant les prop.
et la dualité entre Zo(Q,, O1) et €°(Qyp, OL)o-

(ii) 11 résulte de la démonstration que I’accouplement décrivant la dualité entre
DRQ, et D= (DKXQ,)p est la limite de

{o" (Respfnsz) " (Respfnzp y)} = {Res,-n z,7, Resy-nz, ytq,-

L’accouplement { , }q, é¢tant P(Q,)-équivariant (prop. , il en est de méme de
son prolongement.

(iii) L’accouplement { , }q, admet aussi un prolongement P(Q,,)-équivariant (par
continuité) a (D X Q,)pe X (D X Qy)pe. En effet, on dispose (cf. prop. [IV.3.3) d’une
application résg : ég% — O, qui commute aux actions de @ et I". Celle-ci induit une

dT
1+T

I'accouplement ( , ) sur (DX Q,)pe X (DX Q,)pe, obtenu en étendant I’accouplement

application résg : & / O — L/, avec les mémes propriétés. En composant avec

tautologique D x D par Og-linéarité, ceci permet de définir un accouplement

{. }q, sur (DRQ,)pc x (DRQp)pe, avee {z,y}q, = réso((( ' )z, v)).
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La restriction de cet accouplement & (DX Q). x (DXQ,,). est 'accouplement { , }q, .

Corollaire IV.5.6. — (i) Si D est un (¢, T')-module irréductible sur kg, alors D/D*
est un P(Qy)-module irréductible.
(i) Si D € ®I'E ., alors D/D* est un OL[P(Qy)]-module de longueur finie.

(iii) Si D est un (i, T)-module irréductible sur &, alors D/D* est un P(Q,)-module
topologiquement irréductible.

Démonstration. — Les (i) et (iil) résultent, par dualité, de la prop. et des
cor. [I[I1.3.9| et [II1.3.11} Le (ii) résulte du (i) par dévissage en utilisant ’exactitude des
foncteurs D — D et D — Dt et la finitude du ¢-module D /D++.

3. L’application résq : DX Q, — D¥/D%. — On a défini, au n° du § une
application 1ésy : D — D!/D". De méme, on définit résg(z), pour z € DK Q,
(resp. z € (DB Qy)p, si D € PT(&)), en posant réso(z) = réso(Resz, (2)).

Proposition IV.5.7. — Soit D un (p,I")-module étale.
(i) Si z€e DR Q, (resp. z € (DR Qy)p), alors :
eréso((89)-2) = (89) - réso(2), pour tout a € Q,
o 1éso(Resynz, 2) = réso(z), pour tout n € Z.
(i) réso(z) = O si et seulement si il existe x € DV tel que Respnz, (2 — x) tende
p-adiquement vers O quand n — +oc0.

Démonstration. — Le (i) est une conséquence immeédiate du (i) de la prop.
Maintenant, comme Resz x € D%, siz € D+ (lemme (1)), on déduit du (i) que
réso(z) = 0 s'il existe 2 € DY tel que Respnz, (2 — ) tende p-adiquement vers 0.

Pour démontrer la réciproque, on peut se contenter du cas ou D est étale sur Og, le
cas D € ®I'**(&) s’en déduisant en tensorisant par L. Soit ¢ € N—{0} tel que p° tue le
sous-0r-module de torsion (D?/D%) s de D*/DE. D’aprés le (i) de la prop. il
existe my € N tels que ™ (Resgz, 2) € D*+p?°D, et I'hypothése résy(z) = 0 implique
que l'on a alors ¥ (z) € D% + p?*D.

Par ailleurs ¢"((D/p°D)*t) = (D/p°D)f, si n > 0 (rem. [[1.5.13). Il existe
donc ny > my et 1 € (D/p°D)*T, tel que ¥ (z1) = ¢¥™ (Resz, z) modulo p°.
Maintenant, le foncteur D +— Dt étant exact ((iv) de la rem. , on peut
relever z; en #; dans DT, et par construction, on a ™ (Resz, (z — &1)) € p*D.
Comme 1és0(1)" (Resz, (z — #1))) = 0, et comme p° tue (D?/D%)iq, cela implique
que réso(p~ Y™ (Resz,(z — #1))) = 0 puisque réso(p~ Y™ (Resz,(z — 1)) =
p°réso(p~ Y™ (Resz, (2 — 1))). En réitérant le raisonnement précédent, cela fournit
ny € N et &y € DT tels que 12 (p~cyp™ (Resz, (z — &1)) — Y™ (Resz, &2)) € p*D et
donc " 1" (Resz, (z — Z1 — p°Z2)) € p3¢D. Une récurrence immédiate nous fournit

donc des entiers n; et des éléments Z; de D7 tels que

YTt (Resg, (2 — @ — - - —p=Deg)) e p*teD pour tout k € N.
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Soit z = Zj:‘xf pU=DE; ; c’est un élément de D vérifiant Y™ (Resz, (2 — x)) € p*D
(et donc Resynz, (2 —c) € p*“D), pour tout n > ny+- - -+ny. On en déduit le résultat.

V. Opérations analytiques sur les (¢,I')-modules

Le but de ce chapitre est de définir, en s’inspirant des formules pour I'image directe
d’une mesure par un difféomorphisme local ou pour la multiplication d’une mesure par
une fonction continue, des opérations analytiques sur n’importe quel (¢, I')-module
étale. Le cas des mesures correspond au (¢, I')-module trivial &g et méme, plus pré-
cisément, & son sous-(¢, I')-module ﬁga = 0} (l'identité de ﬁga et 0} rend la conver-
gence des formules bien meilleure dans le cas du module trivial que dans le cas général
ou existence des limites est un peu miraculeuse).

Dans tout ce chapitre, les (p, T')-modules considérés sont étales sur Og. Les résul-
tats s’étendent aux objets de ®T°*(&) par linéarité.

V.1. Image directe par un difféomorphisme local
1. Le théoréme d’inversion locale

Si U et V sont deux ouverts compacts de Q,, on dit que f : U — V est un
difféomorphisme si f est bijectif, de classe € (sous-entendu uniformément), et si son
inverse est de classe ¢! (la prop. ci-dessous montre que cette derniére condition
est en fait automatique).

On dit que f : U — V est un difféomorphisme local si f est de classe €, et si f’
ne s’annule pas sur U.

Un difféomorphisme f : a+p*Z, — b+p*Z, est dit réguliersi v,(f'(z)) est constant
sur a+ p*Z, et s'il transforme un systéme de représentants de a + p*Z, modulo p"Z,
en un systéme de représentants de b —|—p£Zp modulo p"“'g_kZp, pour tout n € N.

Proposition V.1.1. — Soient U,V des ouverts compacts de Qp, et f : U — V de
classe €. Sia € U est tel que f'(a) # 0, alors il existe k € N tel que f induise un
difféomorphisme régulier de a + p*Z,, sur f(a) + f'(a)p*Z,.

Démonstration. — L’énoncé est invariant par composition a droite et & gauche par
des applications affines, ce qui permet de se ramener au cas a = f(a) =0et f'(a) =1,
et I’énoncé étant local, on peut supposer U C Z,,.

Comme f est de classe €' sur U, on peut écrire f(z +y) — f(x) — f'(z)y sous la
forme ye(z,y), avec vp(e(z,y)) > a(vp(y)) et a : N — Z tend vers +00 en +oo. En
particulier, il existe k € N tel que p’“Zp CUet

vp(e(z1,me — 1)) > 1, stvp(za — 1) >k, et v,(f'(z)—1) > 1, siv,(z) >k
Soit alors F(z,2) =2 — f(z) + 2. On a
F(z,21) — F(z,22) = (w2 — 21)(e(21, 22 — 1) + (f' (1) — 1)),
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et comme vy, (e(x1, vo—21)+(f(21)—1)) > 1, si 21, 22 € p*Z,, la fonction z — F(z,z)
est contractante sur p* Z,, pour tout z € p* Z,. Elle admet donc un unique point fixe,
noté g(z), et ce point fixe est I'unique solution de 'équation f(z) = z dans p*Z,.

Enfin, on a v,(f'(z)) = 0, si @ € p*Z,, et comme v,(e(z,y)) > 1, si z,y € p*Z,,
on en déduit que v, (f(x+y) — F(2)) = vy (y), et que vy (f(a1) — (22)) = vp(a1 —2),
sizy,xe € kap. Ceci permet de montrer :

e que f transforme un systéme de représentants modulo p™ en un systéme de
représentants modulo p”,

e que vp(g(z1) — 9(z2)) = vp(F(9(21)) — F(9(22))) = vp(21 — 2), et donc que g est
continue,

e que g est surjective puisque son image est compacte, et dense d’aprés le premier
point, et donc que g o f = id,

o e g (z,) = 2=t

Pour conclure, il suffit donc de prouver que g est de classe ¢! ou, autrement dit,
que ¢! s’étend par continuité a kap X kap, ce qui suit de ce que

est bornée sur kap X kap privé de la diagonale.

oz, y) = 9(y) —g(x) _ gly) —g(=) 1

y—w Flaly) = fla@) — fil(g(y), g(x))’

et de ce que I est a valeurs dans Zy; puisque vy (f(71) — f(x2)) = vp(z1 — 22), et
est continue.
2. Le cas d’un difféomorphisme local de Z,, dans Z,
Sin € N, la notation I,, désigne un systéme de représentants de Z, modulo p"Z,.
Soit f : Z, — Z, un difféomorphisme local. Si ;1 est une mesure sur Z,, son
image directe par f est la mesure f,p sur Z, définie par fzp b fepr = fzp (¢o f)p. Sa
transformée d’Amice est donc

Af*uz/ (14 7)Y @y = lim Z/ (14 T) @,
z i+pnZy

n—-+o0o
P €1y,

Par ailleurs, f(z) = f(i)+ f'(¢)(x—i)+ (x —i)e(é, 2 —1), on e(z,y) — 0, quand y — 0,
uniformément pour x € Z,. On en déduit que Ay, , est aussi la limite de

i€l, Y itP 2y icl, *Zp
Comme (/{0 FOZ@) = (£ 070D (§77) et (§7")oResispnz, = Respnz,o(§ 7).
on obtient finalement :

Apw= i 3 OG0 Rty (37)4)

Cette derniére formule a un sens pour n’importe quel (¢, T')-module étale et suggere
I'énoncé du lemme [V.1.2] ci-dessous.

Soit D un (¢, I')-module étale sur Opg.
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Si D € OISt ., on dit qu'une suite de familles ay ,,, pour z € X,,, d’éléments de D,
tend uniformément vers 0, s’il existe une suite décroissante (M, )n,en de treillis de D
vérifiant NpenM, = 0, telle que a, ,, € M, pour tout x € X,,. Si tel est le cas, on a
M,, C DY pour n assez grand, ce qui permet d’imposer & M, d’étre stable par ¢, si
n est assez grand.

Si D € ®I°(0p), on dit qu'une suite de familles a, ,, pour x € X,,, d’éléments
de D, tend uniformément vers 0, si elle tend uniformément vers 0 modulo p*, pour
tout k € N.

L’un des intérét de cette notion est qu'une série dont les termes sont dans une telle
famille est convergente (avec des quantificateurs laissés au lecteur).

Lemme V.1.2. — Soit f : Z,, — Z, un difféomorphisme régulier.
(i) Si z € D, la suite de terme général

un =D (V10 )Respz, (5 7)%)
i€l,
converge dans D vers une limite f.z qui ne dépend pas du choix des I,,, et l'application
f«: D — D ainsi définie est O, -linéaire continue.
(i) De plus, Resiypnz, (fez — un) tend vers 0, quand n — +oo, uniformément
pour i € I,.

Démonstration. — Le cas général se déduit du cas de torsion par limite projective;
on peut donc supposer D de torsion. L’indépendance de la limite par rapport au
choix des I,, suit de son existence (si on a deux choix, on en fabrique un troisiéme en
panachant et l’existence des limites montre que les trois limites sont égales).

Si i € Zy, soit 7, ;(2) = ¢¥"((§ 7)2). On a alors

Resprz, ((57)2) = @"(mma(2) et wn =3 (£ )" (rni(2)-

i€l
Maintenant,
Resynoiz, ((51')2) = (5 1 )Resipparz, (2) = D (57 )Resjipng, (2)
je€l,Ni+pn—12Z,
= > (T Reswz (7)) = X (5719 (rs(2)
jE€lNi+pn—1Z, jE€lNi+pn—1Z,

Ceci permet, en notant 7; 1’élément de I,,_; dans la classe de j modulo pn~1 d’écrire
Uy — Up—1 SOus la forme

U =ty = S ((F'DIGY) = (£ FG)) (Laia)) L o™ (1, 5(2)
JE€EIn

= (79) e (g5 = bny) - 7n(2)),

JE€In
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avec g; = (f/o(]) ?) et hn,] = (f/gLJ) pin(f(zj)+f'(21])(]77,])7]”(]))) (et gj — th désigne la
différence dans &1 [G] et pas dans Ms(Z,)...). Comme f est de classe ¢! et comme
vp(j —14;) >n —1, il existe a : N — N tendant vers +o00 en +o0, telle que I'on ait

vp(f'(G) = F1(i5)) Z a(n) et v (p™"(F(i5) + F'(i)(G — i) — £(5))) = a(n),

quel que soit j € I,. On a alors gj_lhn_,j € (1+Paén)zp Pa(?zp) car vy, (f'(x)) = 0 pour
tout x € Z,, étant donné que f est supposé régulier.

Par ailleurs, les fonctions 7, ; sont &-linéaires continues, la continuité étant uni-
forme en n € N et j € Z,, car si M est un treillis de D, il existe un treillis M’ de D
contenant tous les " (( 77 )z), pour j € Z, et n € N (en effet, ona (j 7/ )z € M
pour tout j € Z, et donc on peut appliquer le (iii) de la prop. . On en déduit,
en utilisant la continuité de I’action de (ZOZ Zlf’) sur D, Iexistence de ng et d’une suite
décroissante de treillis (M,,)n>n, de D, stables par ¢, dont 'intersection est nulle, et
telle que (g; — hnj) - Tn j(2) = g;(1 — gj*lhnyj) -17.5(2) € My, pour tout j € Z,, et
tout z € M. On a alors u,, —u,_1 € M,, et donc u,, — u,_1 tend vers 0 uniformément
sur M, ce qui prouve que la série converge vers une application & -linéaire continue.
On en déduit le (i).

Le (ii) se démontre de méme en remarquant que, si z € M, alors

Resitpnz, (Untk — Unth—1) = > (379" (95 = Pntrg) - Tnrri(2))
J€In4k, f(G)EI+P"Zp
appartient & My, ce qui implique que Res; pnz, (fiz — un) € M4k, pour tout
i € Z,, et permet de conclure, vu les conditions satisfaites par les M,,.

3. Le cas général

Si U est un ouvert compact de Q,, et si n est assez grand, la notation I, (U) désigne
un systéme de représentants de U modulo p"Z,.

Proposition V.1.3. — Soient U,V deux ouverts compacts de Q, et f: U — V, un
difféomorphisme local.
(i) z€ DRU, la suite de terme général

un= Y, (V) Respz, ((57))
i€l, (U)
converge dans (D X Qp). vers une limite f.z appartenant ¢ DRV et ne dépendant
pas du choiz des I,(U).
(ii) L’application f. : DRU — DKV ainsi définie est Or-linéaire continue.
(ili) Resjqpnz, (fez —un) — 0, quand n — 400, uniformément pour j € V.

Démonstration. — f étant de classe €' et f’ ne s’annulant pas, U étant compact, il
existe k € N tel que, pour tout a € U, f soit un difféomorphisme de a + kap sur
f(a) + f'(a)p*Z,. En écrivant U comme une réunion disjointe (finie) de a + p*Z,,
pour a € A C U, on obtient DX U = ®,ecaD X (a + p*Z,), et on est donc ramené
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a prouver le résultat dans le cas ott U = a + p*Z,, V = f(a) + f'(a)p*Z, et f est
régulier. Nous aurons besoin du résultat suivant qui résulte d’un calcul immédiat.

Lemme V.1.4. — Sih € P(Qy) et si f: U — Q, est de classe €, alors pour tout
xzelU, ona

()@ hof(@)) = p(£'@ @) et ((foh)'(@) fohla)) — (f'(ha) Sl ) g(h),

ot £(h) est la partie linéaire (&9) de h=(a?).

Soit alors hy = (pkf(;(a) f(la)), hy = (Pok ‘11) et g = hy' o f o hy de telle sorte que
g : Z, — 7Z, vérifie les conditions du lemme [V.1.2}

Soit I, = {p~*(j —a), j € Lisx(U)} = hy ' (I4x(U)); c’est un systéme de repré-
sentants de Z, modulo p™ puisque f est régulier. En utilisant le lemme on peut
écrire u,, sous la forme

un = ha (9 90) (75" 9)Respnang, (5 ~*179)2).
el

Or on a

(75" 9) o Respeiz, = Resprz, o (7" 9) et (7" 9) (5 ~17") = (57 )ha "

On obtient donc
wn = (30 (750 90 Respez, (3 1) (2)).
i€l,

Comme h;'(z) € DR Z, = D, le terme dans la parenthése tend vers g.(hy'(2))
d’aprés le lemme On en déduit l'existence de f. et la formule f, = hjog.ohy 1
qui permet de démontrer la proposition.

Remarque V.1.5. — (i) Si h € P(Q,) est identifié¢ au difféomorphisme de Q,, qu’il
induit, alors h, = h.

(if) Si f : U — V est un difféomorphisme local, et si h € P(Q,), il ressort de la
démonstration ci-dessus (ou d’un calcul direct) que

(foh)*:f*oh:f*oh* et (hof)*Zhof*:h*of*.

4. L’image directe d’une composée

Proposition V.1.6. — SiU,V,W sont des ouverts compacts de Qp, et si f : U — V
et g:V — W sont des difféomorphismes locauzx, alors

(90 /) = geo [
Démonstration. — Comme d’habitude, il suffit de traiter le cas ou

U=a+p"Zy,, V=f(a)+ f(a)p"Zy, W =gof(a)+(go f)(a)p"Zp,
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et f, g sont des difféomorphismes réguliers. Posons
k kf'(a) f(a _ (p*(gof) (a) gof(a
hl:(po 111)7 h2:(p fO( )f(l)), hg_(p (gof)( )QJ;( )),
fi=hytofohy, gi=h3'ogohs,

de telle sorte que f; et g1 sont des diffeomorphismes réguliers de Z, sur Z,. On a
f = hyofiohy! et donc f. = hoo(f1).ohy " (cf. rem.. De méme g = hzogjohy *
et donc g« = hz o (g1)« 0 h;l. On en déduit que g, o fx = hz o (g1)x 0 (f1)« © h1_1 et
(gof)« = hzo(giofi).ohy . On est donc ramené & prouver que (g10f1)« = (g1)«0(f1)«;
autrement dit, il suffit de prouver le résultat danslecas U =V =W =Z, et f,g
sont des difféomorphismes réguliers de Z,, sur Z,. On a alors

g:(f-(2)) = lim S (7 90 ) Resynz, ((377)f-(2)

n—-+o0o
i€,

—dim S (YU UG Respuz, (1 H0) £u(2)

n—-+oo
JEfT(In)

Or, d’aprés le (ii) du lemme
Respnz, (5 717 f(2) =(5 749 Ress()pnz, (f2(2))
=(5 ) (I 19 ) Respez, ((57)2) + enj(2),
ol €,,;(2) tend vers 0, quand n tend vers +oco, uniformément pour j € Z,. Comme
((1) *fl(j) ) ( f'(()j) f(lj)) = (f’éj) (1)) et (g'(J;(j)) g(fl(j)) ) ( f'(()j) (13) = ((gofo)'(j) gofl(j) )’
on obtient aussi

gu(fe(2) = dim 3 (R fD)Respug, ((577)2) = (90 ). (=),
JEF1(In)

ce qui permet de conclure.

V.2. Multiplication par une fonction continue

1. Généralités. — Soit a : Z,, — O, une fonction continue. Si p est une mesure
sur Z,, on peut multiplier ;1 par « : la mesure mq (1) que 'on obtient est définie par
fzp ome(p) = fzp a¢ p. Sa transformée d’Amice est donc

Ama(u):/z a(@)(1+T)" p=_lim Z/i+pnz a(z)(1+71)° p.

n—-+oo
P i€l

Comme « est continue, a(z) — (i) tend vers 0 sur ¢ + p"Z,, uniformément pour
i € Zy,. On a donc aussi
Ap (= lim Z / a(i)14+T)" p= lim Z a(i) Resiypnz, Au.
i+p"Zp

n—-+o00 n—-+00 4
i€l iel,

Cela suggeére le résultat suivant :
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Proposition V.2.1. — Soient U un ouvert compact de Q, et o € €°(U, Op). Alors,
st z€ DX U, la suite de terme général

Up = Z a(i) Resiyprz, (2)

i€l (U)

tend vers une limite mq(z) € DX U qui ne dépend pas du choiz des I,,(U), et l'ap-
plication my, : DXRU — DX U ainsi définie est Op-linéaire continue.

Démonstration. — Si D est de torsion, il existe £ € N tel que D soit tué par p‘.
Comme U est compact, « est uniformément continue et il existe ng € N tel que
a+p™Z, C U, pour tout a € U, et o mod p’ soit constante modulo p™°. La suite wu,,
est alors constante pour n > ng, ce qui permet de conclure dans le cas ot D est de
torsion. Le cas général s’en déduit par limite projective.

Remarque V.2.2. — L’action de I' n’a pas été utilisée dans la construction de m,
(en effet, la définition de Res;1pnz, n'utilise que la structure de ﬁ;—module et les
actions de ¢ et 1). La méme formule permet donc, si A est Panneau de Fontaine,
de définir une application m, : AKX U — A KU, et on retrouve notre application
Mg : DU — DX U ci-dessus en étendant I'application mq a (A ®z, V(D)) XU,
qui contient D KU, par mq(a ® v) = mqy(a) ® v, si a € A et v € V(D).

Proposition V.2.3. — Sia,3 € €°(U,0y1), alors
Ma OMg = Mg 0 My = Mag-

Démonstration. — Si D est de torsion, tué par pf, soit ng tel que a et 8 mod p°
soient constantes modulo p™°, et a + p"°Z,, C U, pour tout a € U. On a alors
Resitpnz, (Ma(2)) = a(i) Resiypnz, (2) pour tout n > ng et tout 4 € U. On en déduit
que

mg(ma(2)) = Y B(i)Resiprz, (ma(2)) = Y Bli)a(i)Resipprz, (2) = map(2).
€10y (U) €10y (U)
Ceci permet de conclure dans le cas ou D est de torsion. Le cas général s’en déduit

par limite projective.

Proposition V.2.4. — Soient U,V des ouverts compacts de Qp. Si f : U — V est
un difféomorphisme local, et si o € €(V,0y), alors

f* O Meaof = Mg Of*-

Démonstration. — Comme dans la démonstration de la prop. [V.1.3] on peut se rame-
ner, quitte a subdiviser U, au cas ou f est un difféomorphisme régulier de U sur V';
en particulier, v, (f’(z)) = r est constant sur U et f(I,,(U)) est un systéme de repré-
sentants de ¥V modulo p™*", pour tout n assez grand.
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Maintenant, si D est de torsion, on a maof(2) = > ;s 1) @(f(4)) Resippnz, (2),
pour tout n assez grand, et donc
foomaos(2) = Tim_ 30 (7010 Resyrz, (55 )macs(2)

n—-+o0o
i€l (U)

= Tim > (FPID)alf(0) Respez, ((57)2)
i€l, (U)

Par ailleurs, il résulte du (iii) de la prop. et de ce que f est un difféomor-
phisme régulier, que (fléi) f(li))Respnzp((é 11)z) — Resg(iy4pntrz, (fz) tend vers 0
uniformément pour ¢ € U, quand n tend vers +oo. On a donc aussi

fromaop(z) = lim Z a(j) Resjpnirz, (foz) = ma o fu(2).

n—-+00

J€fIn(U))

Ceci permet de conclure dans le cas d’'un module de torsion ; le cas général s’en déduit
par limite projective.

Comme Resyr = ma,,, on déduit des prop. [V.2.3] et [V.2.4] les résultats suivants.

Proposition V.2.5. — Soient U' C U et V des ouverts compact de Q.
(i) Si f:U —V est un difféomorphisme local, alors Resgry o f« = fx o Resyr.
(ii) Sia € €°(U, OL), alors my o Resyr = Resyr 0 Mg,

2. Multiplication par x et dérivation. — On note simplement z la fonction identité
sur Z, ; on dispose donc d’une application m, : D — D, pour tout ¢-module étale D

sur Og (cf. rem.[V.2.2)).

Proposition V.2.6. — Soient D1, Do, D3 des p-modules étales sur Og, et soit une
application Og-bilinéaire M : D1 X Dy — D3, commutant & . Alors, si z1 € Dy et
29 € Ds, on a

My (M(21,22)) = M(mg(21), 22) + M (21, mz(22)).

Démonstration. — Soit I, un systéme de représentants de Z, modulo p". Si ¢ € I,
et si a = 1,2, on note z,; 'élément ¥ ((1+T)~'z,) de D,, de telle sorte que I'on ait
Resijprz, 20 = (1 + T)ip"™(24,1). On en déduit, en utilisant la bilinéarité de M et le
fait que M commute & ¢ que

M(z1,22) = Y (14 T)H"(M(214,22,7))
,j€Il,

Rescipnz, M (21, 22) = E M (Resiqpnz,21, Resjpnz, 22).

i,j€ln, i+j=cmodpn
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En revenant a la définition de m,, on voit que m, (M (21, 22)) est, modulo p™, égal a

Z (Z + j)M(ReSH_pnszl, ReSj+anP 2’2)

u,jeln
= M(> iResiipnz,21, Y Resjypnz,z2) + M( D Resijpnz, 21, Y jResjipnz, 20)
1€y, Jj€ln i€ln Jj€ln

= M(mq(21), 22) + M(21, me(22))-
Ceci étant vrai pour tout n, cela permet de conclure.

Remarque V.2.7. — (i) La proposition s’applique & D; = Dy = D3 = A et &
M (z122) = z122. La proposition montre alors que m, est une dérivation sur A. Par
ailleurs, on a m.((1 + T)%) = i(1 + T)%, et donc m, coincide avec la dérivation
0=(01+T )diT sur Og. Comme 0 a une unique extension en une dérivation continue
de A, on a m, = 0 sur A tout entier.

(ii) La proposition s’applique aussi & Dy = Og, Dy = D3 = D, ot D est un (¢, T')-
module étale sur Og, et M (A, z) = Az. La proposition montre alors que m, est une
connexion sur D. Comme D est inclus dans A ®z, V(D), et comme m,(a ® v) =
my(a) ® v, cette connexion est induite par la dérivation 9 sur A. C’est la connexion
considérée par Fontaine [17, § A2, n°®2.2].

(iii) La connexion 0 : D — D a été étudiée par Tsuzuki [25] qui a montré qu’elle
ne respecte la surconvergence que si 'inertie de 7 agit a travers un quotient fini sur
V(D). On en déduit que les constructions de ce chapitre ne respectent pas toujours
la surconvergence.

Pour conclure ce n°, établissons la formule suivante pour 0.
Proposition V.2.8. — 0 = lim,_.1 (14’%’37:}171

Démonstration. — 11 suffit de vérifier I’énoncé modulo p’, pour tout £, ce qui permet
de supposer que D est tué par p’. Il existe alors ¢ € N tel que T°D# C D+,

Si z € D, posons 7,;(z) = ¥"((1 +T)7%2),sin € N et i € Z, de telle sorte
que Resjpnz, 2 = (1+T)"¢"(rp,i(2)). Il résulte du (iii) de la prop. [L.4.2| qu’il existe
n(z) € N tel que 7,;(2) € D¥, pour tout i € Zy, sin > n(z).

Zitar” =1 (O 4 alors
-

Sia € Zy et n € N, notons 7, , 'opérateur e —1

_ i (AT =1 (1+7)" ‘
el ez %;)dpn(lw) 7 (mwz” (1+T) -1 (@1tan 1) 7s(2)).

Il résulte du lemme([I1.4.3[que (01 4qpn —1)-7 4 (2) € k(D) (T)D¥, pour tout i € Zy,
sin > n(z). Par ailleurs, W est une unité de 0 et cp”_k(Dn) (T') est divisible par

T+2 dans 0} /p, si n est assez grand, et donc %(opﬂwn —1)-7r,(z) € TDT,
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pour tout i € Zy, si n est assez grand. Il existe donc n/(z) € N tel que, si n > n'(z),
alors

D ((L+T) —1
- (2) — 1 Tln(im )e"TD+.
al?) iEsz;dpn( il (1+T)“*1T’(Z> e
Maintenant, si z € Z,, on peut écrire % = 0,(T7H((1+T)* — 1)) sous la

forme Y7 _ o ar(z)T* + s(z), ot oy, : Z,, — Z,, est un polynome en z de degré k + 1
(on a ap(z) = z) et s(z) € T 0. 1l en résulte que, si n > n'(z), alors

al2) = D0 (D) (X TN rau(z)) € 9" (T)D.
1€Zp, mod pm k=0

En utilisant la formule Res; pnz, 2 = (1 + T)icp”(rnyi(z)), on peut réécrire la grosse

somme sous la forme

(&

Z o™ (T)* Z a(i) Resiypnz, 2,
k=0 €2, mod pn

et comme } ez 1oq,m Ok(E) Resippnz, 2 = maq, (2) pour n assez grand (cf. demons-

tration de la prop. , on en déduit que 7, 4(2) a pour limite mq,(2) quand n

tend vers 400 (uniformément pour a € Zy), tous les autres termes tendant vers 0. On

conclut en remarquant que ag(z) = z et en utilisant la relation m, = 0 du (ii) de la

rem. V.27

Remarque V.2.9. — (i) Il est facile de montrer que 9 est une connexion a partir de

la formule de la prop. [V.2.8

(ii) On remarquera que cette formule ne fait intervenir que l'action infinitésimale
de T, alors que la formule 9 = m, du (ii) de la rem. ne fait absolument pas
intervenir I’action de I'.

(iii) La formule de la prop. est a rapprocher de la formule V = lim,_,; "u":f
définissant [1] une connexion sur un (g, I')-module étale sur Z. On remarquera que
ces formules sont consistantes avec l'identité V = t0 sur #Z, ou t = log(1+T) =
lim, % Par contre, J est invariante par torsion par un caractére, ce qui

n’est pas le cas de V.

V.3. Dualité

Proposition V.3.1. — (i) Si U est un owvert compact de Q,, si o € €°(U, 0}), et
siz € DRU ety € DRU, alors {ma(z),ma-1(y)}q, = {z,y}q,-

(i) Si f : U — V est un difféomorphisme entre deux owverts compacts de Qp, et
sizx € DRU ety e DRU, alors {f.x, fytq, =1{z,9}q,-

Démonstration. — Par définition, on a
ma(@)= lim 3 ali) Resipnz, (1) ot mooi(y)= lm S ali) Resiepez, ().

i€In (U) i€, (U)
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Ceci permet, en utilisant le (i) de la prop. [[I11.2.3] de montrer que

{ma(@).ma-1(v)}q, = lim > {ali)Resiyprz, (¢),a() "Resiyprz, (4)}q,
iel, (U)

= lim Y {Resiipnz, (@), Resitpmz, (v)}q,,

n—-+o0o
€1, (U)

et le (i) de la prop. montre que toutes les sommes dans la derniére limite sont
égales a {x,y}q,. Ceci démontre le (i).

Si U est un ouvert compact de Q,, assez grand pour que v € DX U et y € DX U,
et si z est & ou y, alors

for= Jim 30 (T Resyz, ((3)2).
1€l (U)

Maintenant, (fléi) 1) )Resg,nzp (3 79)z) et (fléi) H)Respnz, ((§ 7')y) appar-
tiennent respectivement & D X (f(i) + f'(i)p"Z,) et D K (f(¢) + f'(9)p"Z,). Or f
étant un diffeomorphisme, les f (i) + f'(i)p"Zy, pour i € I, (U), sont disjoints, si n est
assez grand. On en déduit, en utilisant le (i) puis deux fois le (ii) de la prop. |II11.2.3
que {f.z, f+y}q, est la limite de

> AU ) Resyez, ((57)2), (V190 Respez, (6 7)) ba,
i€l (U)

= D {Resprz, ((57')7), Resprz, (5 7)9)}a,

iel, (U)

= > {(§ 1) Resipprz, (@), (5 7 )Resisprz, )},
i€l (U)

> {Resiipiz, (@), Resippz, (1)}, = {0},
i€l (U)

Ceci démontre le (ii) et termine la démonstration de la proposition.

V.4. Convolution multiplicative

5, et soient Ay, Ay € ﬁg; leurs transformées

d’Amice respectives. La convolée multiplicative py * po de p1 et po est la mesure
sur Z; définie par fz; O Py * po = fz;xZ; d(zy) p1 (z)p2(y). Sa transformée d’Amice
A

Soient pq, py deux Op-mesures sur Z

pikpe €St donc

/z;xZ;(1+T)wyM1($)u2(y): lm >, /( (14 7)™ i (@)pa(y):

e 1,j€Z; mod p™ J+p"Zp) X (i+p™Zp)
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Maintenant, xy = ij +i(x — j) + j(y — 1) + (z — 5)(y — %), et comme (z — j)(y — 1) est
petit sur (j + p"Z,) x (i + p"Z,), on obtient :

Ay, = lim 3 (14+T)7 / (1+ ) =D 6D 1) () o (y)
M jezs modpr (G+"Zp) X (i+p" Zy)

= lim > (1+T1)0i((1+T) 7 Resjipnz, A1)o; (1 +T) "Resipnz, A2)
" Og,jEZ;; mod p™

et comme (1 +7T) *Resyipnz, Ae = Respnz, (14 T) 7" Ay) = "y (1 +T)"FAy), si

¢=1,2 et k € Zy, on obtient, en utilisant la commutation de ¢" et T,

pxps = 1im Yo D) (09" (14+T) 7 A1) (00" (14+T) " Az))).

n—-+4oo
1,J€ZY mod p™

A

Cette derniére formule suggére le résultat suivant.

Proposition V.4.1. — Soient D1, Ds, D3 des (¢, T')-modules étales sur Og, et soit
M : D1 x Dy — D3 une application Og-bilinéaire commutan a laction de p et T.
(i) Siz1 € D1 X Z, et 290 € Dy )W Zy, la suite de terme général

un = > (4TI (M(os- " (1 +T) 7 21), 05 - " ((1+T) ' 22)))
i,jEZ;*7 mod p™
converge dans D3 vers un élément Mz; (21,22) € DsX Z,, qui ne dépend pas du choiz
des systemes de représentants de Z,, modulo p".
(ii) L’application Mz : (D1 X Zy) x (D2 X Zy) — D3 K Z} ainsi définie est Og(I)-
bilinéaire.
(iii) Si D1 = Do, et si M est symétrique ou antisymétrique, il en est de méme

de ]\JZ;7 .

Démonstration. — 11 suffit de montrer le résultat modulo p® pour tout £, ce qui permet
de supposer que D1, Dy et D3 sont tués par p’. Pour démontrer la convergence de la
suite u,,, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme V.4}.2. — 1l existe ng € N et a : N — N, tendant vers +oo en +oo, tels
que :

o Sin > ng, alors Y"((1 4 T)9z) € D} et " ((1 + T) 2) € D5, pour tous
i,j €Ly ;

e Sib—V € p"Zy,, alors (op — ab/)D§ C cp“(”)(T)Dg, pouri=1,2.

Démonstration. — L’existence d’un ng vérifiant le premier point suit de la définition
de D* ((i) de la prop. [[1.4.2)), et de ce que les (1+T) 72, et (1+7) "2, varient dans
des treillis de Dy et D respectivement, quand i et j parcourent Z.

(2Die. p(M(21,22)) = M(p(21), 0(22)) et 0a(M(21,22)) = M(0a(21),0a(22)), pour tous z1 € Dy,
ZzEDgetaEZ;.
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Le second point résulte de la continuité de 'action de I' et de ce que les c,om(T)Dﬁi

forment une base de voisinages de 0 dans D; (car D; est de torsion).
Revenons & la démonstration de la prop. et posons
e =gt (L4 T)T2) et gV =" (L +T) iz).
En utilisant les identités

n a n+1 n n+1
2= 3 D)) ety = 3T (D) e,
a€Z, mod p bEZ, modp
on peut écrire (1 + T)9¢™(M (o5 - "((1 + T) 9 21), 05 - ¥™((1 + T)'22))) sous la
forme

DD Ty (o0 )

a,b€Z, mod p
On en déduit que
E : 2 : i+p"b)(j+p" 1¢,,(n)
Uni1 — Up = (1+ T)(z—i—p )(i+p a)¢n+ (vi7j,a7b)’
1,J€Zy, mod p™ a,b€Z, mod p

o v\

i jab €St égal &

+1 +1 —p"t +1 +1
M(Ui-i-p"b : xg'rjrapzhaj-&-p"a : yz(ZbW?) —(1+T)" M (ai ’ x;’iapl"aj ’ ygibp*z)

+1 +1 +1 +1
= M((oisprs — i) - xg‘iap)"’ Tj+pra” ygibprg) +M(o; - x;iapzu (@j+pma = 05) - yz(ibpfz)

—_pn—1lg n+1 n+1
(1= U+ D) M (0 2 0y
On déduit donc du lemme [V242] que
ol e o "N(T)M(D}, DY), avec d(n) = inf(a(n),n —1).

i,5,a,b
Maintenant, M (D§7Dg) est contenu dans un treillis de D3 puisque Dg et Dg sont
compacts et M continue, et comme 4,0“/(") (T) — 0 dans ﬁ;@f, cela permet de montrer

que o™

i danb tend vers 0 quand n — +o0o, uniformément pour 4,j,a,b € Z;. On en
déduit la convergence de la suite u,, ; comme d’habitude, cette convergence implique
que la limite est indépendante des choix effectués.

Le (iii) est alors évident. Par ailleurs, si a € Zy, on a :

Gartm= 3 (L4 T)6" (M (00 - 0" (1+T) V1), 00 - 6"((1+T) 7 - 25)))

1,j€ZY mod p™

= > A+ " (M(00i - 4" (1+T) 7 21), 05 - " (1+T) “0a - 22))).-

1,j€ZY mod p™
On en déduit, par passage a la limite, via le changement (i,7) — (ai,j) de systéme
de représentants, que oy, - Mz; (z1,22) = Mz;(zl, 04+ 22). Le méme argument fournit
I'identité o, - MZ; (z1,22) = Mz; (04 + 21, 22), ce qui démontre le (ii), et permet de
conclure.
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Remarque V.4.3. — Il résulte de la convergence uniforme vers 0 des vz(,nj?a,b que

YL+ T) Mgy (21,22)) — Y. M(oi-¢"(1+T) 7 z1),05 - " (1 +T) '2))

i 4 * n
1,]EZP mod p

ij=cmod p™

tend vers 0 quand n — +oo, uniformément pour ¢ € Zj;. Ceci nous sera utile
pour la démonstration de la loi de réciprocité explicite (en particulier pour celle du

lemme [VI.2.5]).

V.5. Torsion par un caractére. — Si D est un (i, I')-module étale sur O, et si
§:Q, — OF est un caractére continu, on définit un (¢, I')-module D ® §, isomorphe
a D en tant que Og-module (on note z — x®d l'isomorphisme de D sur D ® §), en
tordant les actions de ¢ et I' par §, c’est-a-dire en posant :

0o (2®0) = (6(a) 04(2))@F et p(z®d) = (§(p) ¢(z))R4.

Lemme V.5.1. — (i) Sig= (&%) € P(Qyp), alors g- (2®6) = (8(a)g - z) ® &, pour
tout z € DX Q,.

(if) Si U est un ouvert compact de Qp,alors Resy(z ® 0) = (Resyz) ® d, pour tout
»eDKRQ,.

(iii) Siz € DRU et sia € €U, 0L), alors ma(z @) = ma(2) ® 6.

(iv) Si U est un ouvert compact de Qp, si f : U — Q, est un difféomorphisme
local, et si z € DRU, alors f.(z® 8) = (f« 0 msos:(2)) ® 6.

Démonstration. — Le (i) est immédiat. Compte-tenu du (i) et de additivité de Resy,
il suffit de vérifier le (ii) pour U = a + p"Z, C Z,, auquel cas le résultat suit de la
formule Resyypnz, = (14+T)% 0@ 0tp™ o (1+T)7, et du fait que z — 2 ® 0 commute
aux multiplications par (1+7)% et (1+7)~%, et commute & ¢" et )™ & multiplication
prés par des facteurs §(p)™ et 6(p)~™ qui ont le bon goiit de se compenser.

Le (iii) et le (iv) se démontrent par le méme genre de techniques ; nous ne traiterons
que le (iv) qui est le plus délicat. En revenant a la définition, et en utilisant les (i)
et (ii), on obtient :

foz®8) = lim Yy (FDID) Respng, ((§77) - (2©9))

€1, (U)
= Jim (D 2@ Respg, (377) -2)) @9
i€l (U)

= (f* Omgof/(Z)) ® 0.

Ceci permet de conclure.

Corollaire V.5.2. — Siw : Zy — Zy, est le difféomorphisme x — z~ L, alors

Wi (2 ®8) = (0(—1) mgz owy(2)) ® 4.
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Démonstration. — Cela suit du (iv) du lemme et de la prop.

Si M : Dy x Dy — D3 est une application Og-bilinéaire, commutant aux actions
de ¢ et I' comme dans la prop. alors M induit une application bilinéaire

M : (D1 ®61) X (D2 ® ) — D3 ® 5102, avec M(x®d1,y®R02) = M(x,y)®0d1d2,
qui commute aussi aux actions de ¢ et I'.
Lemme V.5.8. — Six e D1 X Z, et siye€ Dy XZy, alors
Mz, (ms, (2)®01,ms, (y)@02) = ms,s, (Mz, (x,)) @012

Démonstration. — On peut, comme d’habitude, supposer que Dy, Dy et D3 sont
tués par p’. Choisissons n assez grand pour que §; et dy soient constants modulo p
sur i + p"Zy, pour tout i € Z;. On a alors, si k = 1,2, si 2 € Dy, et si a,b € Z,,
Y" ((1 +T)"bmy, (z)) = " (Respnzp(l +T) Pms, (z))
= ¢ " (Respnz, 6,(b)(1 + T)"°2) = 6,(b)y™ (1 + T)~"2).
On en déduit que
Oa - ¢"((1 + T)fbm(;k (z)®5k) = dx(a) (cra . 1/)"((1 + T)fbm(;k (z)))@dk
=6k(a) (0a (56 (D)Y™ (1 + T)%2))) @61 = i(ab) (oa - " ((1 + T)~"2)) @65,
En injectant cette formule pour évaluer
op " (L+T) ms, (2)®61) et oy - " ((1+ 1) 'ms, (y)@62)

dans l'expression définissant Mz (ms, (x)®81,ms, (y)®2), on voit sortir un terme
0102(77) qui permet de conclure.

VI. (p,T')-modules et lois de réciprocité

Dans ce chapitre, on définit, purement en termes de (¢, I')-modules, un accouple-
ment (, )1w. Cet accouplement est obtenu en traduisant, en termes de (¢, I')-modules,
un accouplement classique en théorie d’Iwasawa. On prouve ensuite, pour cet accou-
plement, une loi de réciprocité explicite qui généralise la loi de réciprocité explicite
de Perrin-Riou [22] telle qu’elle est énoncée dans [8].

VI.1. L’accouplement { , )1,. — Soit D un objet de ®I'®*(&¢) ou bien de ®I'L
et soient € = (1 — @)D¥=! et € = (1 — ) D¥=1.

Lemme VI.1.1. — ¢ C DX Z, et ¢ C DXZy, sont les orthogonaux l'un de lautre
pour { , }.
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Démonstration. — Plus généralement, soient «, 3 € 07, et soient
¢ =(1—ap)D"=" et €° = (1—pBp)DV=".

Si z € D¥=2, alors ((1 — ap)x) = Y(z) — az = 0, et donc €* € DX Zy. Pour la
méme raison, ¥° ¢ DX Z,
Par ailleurs, si z € D¥=% et si y € D¥=P alors

(A —ap)z, (1= Be)y}t = {z,y} = Bz, 0(y)} — ofe(x),y} + ab{e(x), ¢(y)}
:{$,y} - ﬁ{w(w)vy} - Oé{.’l?,’(/}(y)} + Oéﬁ{.’[?, y} = (1 - aﬁ>{xa y}

On en déduit que si a3 = 1, alors €7 est inclus dans orthogonal de €.

Réciproquement, si y € DXZ; est orthogonal a €, et si aff =1, alors {z,y} =0
pour tout x € DyY=a (en effet, = Respz,r + Resz;a:, et Resz;x € €° tandis que
Respz,r € D X pZ, est orthogonal & DX Z;‘,).

e Si D est de torsion, orthogonal de D¥=% est 1’adhérence de (1 — B3p)D. Or
(1 — Bp)D est ouvert car il contient DT+ étant donné que 1+ By + $2p? + - est
un inverse de 1 — By sur DV ; il est donc aussi fermé puisque c’est un sous-groupe.
Il existe donc § € D tel que y = (1 — Bp)y, et comme (y) = 0, on a ¥(y) = 47, et
donc y € €°.

e Si D € ®I'*(0y), alors pour tout k € N, il existe y, € (D/p*D)¥=F tel que
y = (1 — By)yr modulo p*. Choisissons un relévement ¢, de y; dans D. Comme la
limite projective des (D/p*D)¥=# est compacte, on peut extraire de (f)ren une
sous-suite convergente et la limite § de cette suite vérifie ¥(g) = g et y = (1—B¢)7;
on a donc y € €°.

Ceci permet de conclure.

On rappelle que 'on note A l'algébre de groupe complétée Op[[T']] de T. On
note vy, un générateur de I',, et on définit un caractére additif =, : I, — Z, par

Tn(0a) = p~"loga.

Proposition VI.1.2. — (i) Siz € € siy € €, et sin € N, alors, modulo (v, —1)A,

TS (o e,

—1
iEZ;‘) mod p” Tn

ne dépend ni du choiz de v, ni de celui du systéme de représentants de Z, modulo p".

(ii) On a vp41 = v, mod v, — 1, et done (Vn)nen définit un élément (x,y)1ry de A
(resp. (L/OL)® A, si D € TS ).

(iii) Sio €T, alors (o -,y 1w = 0~ - {2, 9)1w et (2,0 - Y)1w = 0 - (T, Y)1w, pour
tousz €€ ety € E.

(iv) L’accouplement { , )1 identifie € & Homux (%€, A) (a Homa (€, (L/0L) ® M),
si D€ OTSt,).
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Démonstration. — Si i = j mod p”, alors % € A, et donc 2% — »yo;ji €%.
Comme % est orthogonal & €, cela implique que {% x,y} = {7(377)1'” x,y ),

et donc que v;, ne dépend pas du choix du systéme de représentants de Z; modulo p™.

Il ne dépend pas non plus du choix de ,, car T,;‘ (A{) T"(V L e o 1[[T]] si~ et v sont des

générateurs de I',, (il existe a € Zj tel que v = 4, et on a 7,(7") = a7 (7); on est

donc ramené a vérifier que 7 — 7 € OL[[T]], ce qui ne pose pas de probléme).

(1+T)
Ceci démontre le (i).
Pour démontrer le (ii), on peut choisir v,4+1 = 72, de maniére a assurer I’égalité

Trn+1(Vn+1) = Tn(n). Alors, modulo 7, — 1, on a

Vart U = Talr) Y ((Z{%‘” ,y}) -

1€Z7 mod p™ 7=0

- T y}) =0,

car Zg 0 %21 = %171.

(iii) Si a € Zy, l'identité (0, -, Y)1w = ot (2,y)1w, qui est équivalente & 'identité
Oa {00 T, Y)1w = (T, Y)1w, se¢ démontre en faisant le changement de variable i — ai.
La seconde formule s’en déduit en utilisant la relation {z,0 -y} = {o7! -z, y}.

(iv) La démonstration est la méme dans les cas D € ®I'°*(0g) et D € OISt 5 nous
ne traiterons donc que le cas D € ®T°Y(0g). Si & € €, notons p, € Homp (%, A),
lélément défini par p,(y) = (2, y)1w. L’application « — p, est injective car un élément
T ~x,y} = 0 pour tout n € N et tout y € €. D’aprés le
lemme on peut donc écrire x sous la forme z = (v, — 1) - z,, avec x,, € €,
pour tout n. Or € étant compact, la suite des z,, admet une valeur d’adhérence y,
et x est valeur d’adhérence de la suite des (v, — 1) - y, et donc est nul.

Le probléme est donc de prouver la surjectivité de = +— p,. Soit donc
p € Homy (€, A), et, si n € N, soit p, € Homp (€, A/(v,—1)), 'image de u. On peut
écrire p1,,(y) sous la forme Eiez; mod pn tn.i(y) 04, et comme pp,(0q - y) = 04 - pn(y),

on en déduit que ppi(y) = un,l(oi*ly) pour tout ¢ € Z;. En particulier, on a

fin1(Yn - y) = pn1(y), pour tout y € . Maintenant, comme D X Zy est le dual
de D X Z;, qui contient ¢, il existe z, € D X Zy (bien déterminé, d’apreés le
lemme a addition prés d’un élément de €), tel que tn(y) = {xn,y} pour
tout y € €. De plus, comme pi,, 1 ((7, — 1) -y) =0, pour tout y,on a (v, — 1)z, €€
(et donc (y, — 1)z, € %), d’aprés le lemme Par ailleurs, il résulte du (ii) que
Zg;}){%@; “Znt1,y} = {xn,y}, pour tout y € Cf. On en déduit que, si 41 = 2,
alors (Yn41 — 1) - 41 a méme image que (v, — 1) -z, dans €/(y, — 1). La suite
Tn(Yn) " (9 — 1) - @, tend donc vers une limite x € %, et on a pu = pip. Ceci permet
de conclure.

Corollaire VI.1.3. — (i) Si D € ®I'°Y(0g) est de rang d, alors € et € sont des
A-modules libres de rang d.
(i) DRZ: = 0s(T) @5 € et DRZS = 05(T) @5 ¢ .-
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Démonstration. — D’aprés [24, lemme 6], le A-module % est libre puisqu’il
s'identifie & Homy (%, A). Par ailleurs, si D = D/m;D, on a une suite exacte
0 — D¥=!/m, D¥=1 — D't D/(¢p — 1)D. De plus, € (D) contient I'ouvert
@7} (1 + T)ip(D*) de DK Z% (en effet, si 2 € @/7(1 + T)ip(D**), alors
24 p(2) + p?(2) + - -+ est un élément de D"~ dont I'image par 1 — ¢ est z). Comme
D/(¥—1)D est de dimension < d sur &7, puisque c’est le dual de ((Q,/Z,)® D")*=1
(rem. et prop. , on en déduit que I'image de ¢ dans € (D) est ouverte
et donc que ¢ est un A-treillis de DX Zy. Or D X Zy est un Og(I')-module libre de
rang d d’aprés le (ii) du th. [[I1.4.6 et donc € est de rang d. Le cas de € s’en déduit

en échangeant les roles de D et D.

Sin:T — O} est un caractére continu, on peut considérer le (¢,I")-module D @ n
dont le dual de Tate est D®n~!. Comme Paction de ¢ ne change pas par torsion par 7,
Papplication z — z ® 7 induit un isomorphisme de ¥ sur ¢ (D ® 7) et application
z+— x®n~" induit un isomorphisme de € sur €(D ® n~'). On peut donc, si 2 € €
et y € ¢, considérer (x @ 1y @ n)w € A.

Proposition VI.1.4. — Ona {(x @1 Ly @ 0)1w =1 {2, Y)1w

; : ARt —1\ _ n (o) -1 k
Démonstration. — Par définition, ﬁ(z@n ) = (Wz) ®n~t. Modulo p~,
“Lven} = {u,v}, on voit que

7(“ri) i y}dz
qui est égal & n~" v,,. En faisant tendre n vers +oo, on en déduit la relation voulue

modulo pF, et comme ceci est vrai pour tout k, cela permet de conclure.

onan !(y,) =1, si n est assez grand, et comme {u®n

(zenhy® 77>1vI est, modulo p¥, la limite de ZieZ; mod pn n~ (o) {5

On peut considérer A comme les mesures sur I & valeurs dans Or,. Si A € A, I'image
de A dans A/(v, — 1)A = OL[T/T,] est alors 3, 7. o pn ([, p Ao
P iln

Corollaire VI.1.5. — Sin € N, alors
—Ta(m)
n €, Yy
/I‘71 { 'Yn)'Yn -1 }
Démonstration. — D’aprés la prop. [V on a
-1 Tn(Yn) 1 Tn(Yn)
(@Y =i @en ) y®n — Ty}
I G b= G 1
On en déduit le résultat en changeant 7, en 7, !, et en faisant passer —mmlm) e

n(n)yn T -1
l'autre coté.

VI.2. Une loi de réciprocité générale. — On note
5 dT
(, )z (DRZy) x (DR Z, )—>ﬁg T X Z,
Paccouplement Og(T')-bilinéaire obtenu par convolution multiplicative (prop. [V.4.1))
a partir de I'accouplement tautologique ( , ): D x D — ﬁg{i—TT
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L’application 1 — [1.(1+7)X") i induit un isomorphisme de &'1[[I']] sur ﬁi@ XZy,
et donc permet de voir (z,y)1,, comme un élément de Og X Z5, si x € Cetsiye?.
On a alors

(2, y)w = TLEI-EOO Z {W oyt (L+ 1)
n

€2y mod p™
Par ailleurs, si 9 = (1 + T)% est Vopérateur différentiel habituel, f +— df = 0f %
induit un isomorphisme I'-équivariant de g X Z; sur ﬁgl‘i—TT X Z7. On a alors le

résultat suivant.

Théoréeme VI.2.1. — Sixz € €, siy € €, et si w : Zy, — Z, est lapplication
x— 2L, alors

d(<x, y>1w) = *<U)*£L', y>Z;~

Remarque VI.2.2. — Comme DX Z; = Og(I') @5 € et DK Zy = 0g(l') ®p %, le
(iii) de la prop.|[VI.1.2|permet d’étendre (, )1y, par « bilinéarité », en un accouplement
(, )iw : (DRZ3)x (DXZ3) — O4(T), antilinéaire en la premiére variable et linéaire en
la seconde. De méme, u — fr(l +T)X() est A-linéaire et s’étend en un isomorphisme
Og(T')-linéaire de O (T') sur OgXZ5. On peut donc étendre le th. [VI.2.1{sous la forme :

Sizre DX Z, et siy € DR Zy, alors d({z, y)1w) = — (0., y)zs-

Démonstration. — 11 suffit de vérifier le résultat modulo p’ pour tout ¢, ce qui permet
de supposer que D et D sont tués par pf. Par ailleurs, les deux membres vérifiant les
mémes conditions de linéarité et antilinéarité par rapport & A, on peut se contenter
de vérifier la formule pour x et y dans des treillis suffisamment petits, et on peut
supposer que :

excDlietye DI,

o (a,9)z; € OF "

Nous aurons besoin d’un certain nombre de résultats préliminaires.

Lemme VI.2.8. — Siz e % etye €, ona

~ eso —d L j
Oz, Y) 1w = ngrfoo Z rcs()((l T =1 Z Un,ji(2,y) T T)(H—T) ,

JEZY mod p" 1€Z3 mod p"
0l tn,j,i(2,Y) 155 = (0—i-1; - (L +T)'2), 03-1 - ™(1 + T)~Yy)).

Démonstration. — Notons a,, Popérateur 7,,(14p™) "' (014,n —1). Comme 7,,(1+p™)

tend vers 1 quand n tend vers oo (il est égal a log(;%n)), onaap,=014pn —1lsin

est assez grand, puisque D est tué par p’. En revenant a la définition de (x, 7)1y, on
obtient la formule suivante :
9 (z,y)1w = lim S eyt (oi-a),y}i(l+T)

n—-—+o0o
1€Z3 mod p"
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Or, en utilisant la formule {z,z’} = ZjeZ; mod pn {Restranpz, Restranpz’}7 pour
tous z € DXZ; et ZeDX Z;, on peut réécrire la somme ci-dessus sous la forme

Yo A (DY e (- T) T oier)), (L TV "™ (14+T) y) i(1+T)'

i,jGZ;*7 mod p™

Maintenant, en utilisant la formule (1 + 7)o, -2 = o; - (1 +T)~% Jz), puis en
faisant le changement de variables (4, j) + (j, ji) (et donc i~!j + 4), on peut réécrire
la somme ci-dessus sous la forme

Yo e (D)o (4T ")), (D) ™™ (1+T) ~y) } j(LHT).

i,jEZ; mod pn

Par ailleurs, si a € Zj et si z € D*, alors, d’apreés la rem. [[IL.4.5

n(y 2“*]9(Dn) .
(1+T) % L (14 T)%"™(2)) = w((ﬁr <T))a —y mod Ww”(D”).

nfk(Du)(
T2

Comme {“0 ) Dt Dﬁ} = 0 si n est assez grand, et comme

{A+T)%"(2), A+ T)%" ()} = {2,2'},

quels que soient a € Z,, n € N, z € D et 2’ € D, on peut réécrire la somme ci-dessus,
pour n assez grand, sous la forme

1 n —1 n —1J . j
> Ao () ), 0N+ 1)y} + T
. 1+T7)¥ -1
z,]EZ; mod pn
Finalement, en utilisant le fait que {0'1-—1 “Z,04-1 - z’} = {z, z’}, et en faisant rentrer
le 7 & lintérieur, on arrive a la somme suivante :
j ) AT —1 ) n —ij 7
1,JE€ZY, mod p™
On conclut en utilisant la formule {z,z'} = réso({o_1 - 2,2')) et la Og-bilinéarite

de (, ), pour faire sortir le facteur (1+T§7,]_1

Lemme VI.2.4. — Siz e DK Z; ety € DXZy, alors (w*x,y>z; est la limite de
dT

la suite de terme général Zi,jGZ; modpn (1 + T) o™ (un,j,i(z,y)) 5T

Démonstration. — " (1 +T) Jw, (z)) —o_j2 - " ((1+ T)~3"" ) tend vers 0, unifor-
mément pour j € Z;, quand n tend vers 400 (cf. (i) du lemme|V.1.2). On en déduit
que (w.,y)z: est la limite de la suite de terme général

dr

S AT (i 0T )y (T T

1,j€ZY mod p™

On conclut en faisant le changement de variable (i, j) — (ij,i71).
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Lemme VI.2.5. — S0it un j(T,Y) = D iz mod pn Un,j,i(T:y). Alors, sin est assez
p

grand, on a u, ;(z,y) € OF /p*, pour tout j € Z,,.

Démonstration. — 11 résulte de la rem. que Y™ ((1+T) (2, y)z:) — un j(2,y)
tend vers 0, uniformément pour j € Zy, quand n tend vers +oo. Comme ol & supposé

que (x,y}Z; € 0f/p*, on aym((1 —&-T)_j(x,y)z;) € 0} /p*, pour tous n et j, ce qui
permet de conclure.

Revenons a la démonstration du th. Posons uy, ;(x,y) = ;03 n,j ka.
On a alors réso(wun’j (z,y) 1+TT) —ay,,j,0- Il résulte donc des lemmes VI.2.4

et [VI.2.3] que l'on a

: k‘
(wr,y)z; +dlz, g = lim Y (1+TY Z an i T")
JE€Z3 mod p™

dr
1+7T°

et comme la n-iéme somme a toutes ses composantes dans @™ (7' ﬁ’;f /P’ 1a limite est
nulle, ce qu’il fallait démontrer.

Références

[1] L. BERGER, Représentations p-adiques et équations différentielles, Inv. Math. 148
(2002), 219-284.

[2] L. BERGER, Représentations modulaires de GL2(Q,) et représentations galoisiennes de
dimension 2, ce volume.

[3] L. BERGER, Construction de (¢, I')-modules : représentations p-adiques et B-paires, Al-
gebra & Number Theory 2 (2008), 91-120.

[4] L. BErRGER, C. BREUIL, Sur quelques représentations potentiellement cristallines de
GL2(Qp), ce volume.

[5] L. BERGER, P. CoLMEZ, Familles de représentations de de Rham et monodromie p-
adique, Astérisque 319 (2008), 303-337.

[6] F. CHERBONNIER et P. COLMEZ, Représentations p-adiques surconvergentes, Invent.
Math. 133 (1998), 581-611.

[7] F. CHERBONNIER, P. CoLMEZ, Théorie d'Iwasawa des représentations p-adiques d’un
corps local, J. Amer. Math. Soc 12 (1999), 241-268.

[8] P. CoLMmEZ, Théorie d’Iwasawa des représentations de de Rham d’un corps local, Ann.
of Math. 148 (1998) 485-571.

[9] P. CoLMEZ, Représentations cristallines et représentations de hauteur finie, J. Reine
Angew. Math. 514 (1999), 119-143.

[10] P. CoLMEZ, Les conjectures de monodromie p-adiques, Sém. Bourbaki 2001/02,
exp. 897, Astérisque 290 (2003), 53-101.

[11] P. CoLMmEZ, Espaces Vectoriels de dimension finie et représentations de de Rham, As-
térisque 319 (2008), 117-186.

[12] P. CoLMEZ, Une correspondance de Langlands locale p-adique pour les représenta-
tions semi-stables de dimension 2, prépublication 2004, http://people.math. jussieu.fr/
~“colmez/sst.pdf.

[13] P. CoLMmEZ, Fonctions d’une variable p-adique, ce volume.


http://people.math.jussieu.fr/~colmez/sst.pdf
http://people.math.jussieu.fr/~colmez/sst.pdf

REPRESENTATIONS DU MIRABOLIQUE DE GL2(Q,) 91

[14] P. CoLMEzZ, La série principale unitaire de GL2(Qj), ce volume.

[15] P. CoLMEZ, (¢, I')-modules et représentations de GL2(Q),), ce volume.

[16] J.-M. FoNTAINE, Représentations p-adiques, Proc. of the International Cong. of Ma-
thematicians (Warsaw, 1983), 475-486.

[17] J.-M. FoNTAINE, Représentations p-adiques des corps locaux, dans “ The Grothendieck
Festschrift’, vol 2, Prog. in Math. 87, 249-309, Birkh&user 1991.

[18] J.-M. FONTAINE, exposé & Villetaneuse, septembre 2002.

[19] J.-M. FONTAINE et J.-P. WINTENBERGER, Le “corps des normes” de certaines exten-
sions algébriques de corps locaux, C. R. Acad. Sci. Paris 288 (1979), 367-370.

[20] L. HERR, Sur la cohomologie galoisienne des corps p-adiques, Bull. S.M.F. 126 (1998),
563-600.

[21] L. HERR, Une approche nouvelle de la dualité de Tate, Math. Ann. 320 (2001), 307-337.

[22] B. PERRIN-RIOU, Théorie d’Iwasawa des représentations p-adiques sur un corps local,
Invent. Math. 115 (1994) 81-149.

[23] B. PErRRrIN-RIOU, Fonctions L p-adiques des représentations p-adiques, Astérisque 229
(1995).

[24] J-P. SERRE, Classes des corps cyclotomiques (d’aprés K. Iwasawa), sém. Bourbaki
1958/59, exp. 174 (= Oe. 41).

[25] N. Tsuzuki, Finite local monodromy of overconvergent unit-root F-isocrystal on a
curve, Amer. J. Math. 120 (1998), 1165-1190.

[26] N. WacH, Représentations cristallines de torsion, Comp. Math. 108 (1997), 185-240.

[27] J.-P. WINTENBERGER, Le corps des normes de certaines extensions infinies des corps
locaux ; applications, Ann. Scient. E.N.S. 16 (1983), 59-89.

PierreE CoLMEZ, Institut de mathématiques de Jussieu, 4 place Jussieu, 75005 Paris, France
E-mail : colmez@math. jussieu.fr



	Introduction
	Notations générales
	Cadre général
	Les foncteurs DD et DD
	Construction de représentations du mirabolique
	Un quasi-inverse du foncteur DDQp
	Opérations analytiques sur les (,)-modules et lois de réciprocité explicites

	I. (,)-modules
	I.1. OE-modules de type fini
	1. Réseaux et treillis
	2. Morphismes de OE-modules

	I.2. (,)-modules étales
	1. Catégories de (,)-modules
	2. Le dual de Tate d'un (,)-module
	3. Résidus
	4. Dual de Tate et dual topologique
	5. Orthogonalité et treillis


	II. Les foncteurs DD et DD
	II.1. L'équivalence de catégories de Fontaine
	II.2. L'action de 
	1. Les modules D+, D++ et Dnr
	2. Polynômes en 

	II.3. L'opérateur 
	1. Définition
	2.  comme adjoint de 
	3. (,)-modules et (,)-modules

	II.4. Le module D
	II.5. Le module D
	1. La dualité entre D/P()D et P()=0
	2. Le foncteur DD
	3. Dualité
	4. L'application rés0:DD/D

	II.6. Une autre construction de D et D
	II.7. Surconvergence de D

	III. Les foncteurs DDQp et DQp
	III.1. Construction de représentations du mirabolique
	1. (P(Zp),)-modules et représentations de P(Qp)
	2. (P(Zp),,)-modules et restriction à un ouvert compact
	3. Les applications ResU sur MQp et les modules (MQp)c et (MQp)pc

	III.2. Les P(Qp)-modules DQp, DQp et DQp
	1. Définition
	2. Dualité

	III.3. Le foncteur DDQp
	1. Lien entre DQp et DQp
	2. Exactitude du foncteur DDQp
	3. Les sous-P(Qp)-modules de  DQp 

	III.4. Le -module DZp*
	1. Action de  sur D
	2. L'action de  sur DZp*


	IV. Un quasi-inverse du foncteur DDQp
	IV.1. Le foncteur DD"0365D
	1. Une variante de l'équivalence de catégories de Fontaine
	2. D"0365D vu comme sous-P(Qp)-module de DQp.

	IV.2. Le foncteur DD"0365D+
	1. Les sous-modules D"0365D+ et D"0365D++ de D"0365D
	2. L'inclusion de D"0365D+ dans  DQp 
	3. Caractérisation algébrique du sous-P(Qp)-module D"0365D+ de  DQp 

	IV.3. Extension du dictionnaire d'analyse fonctionnelle à Qp
	1. Mesures nulles à l'infini
	2. Dualité

	IV.4. Le foncteur MMapc
	1. OL[P(Qp)]-modules compacts et D0(Qp,OL)pc-modules.
	2. OL[P(Qp)]-modules admissibles

	IV.5. Le P(Qp)-module D"0365D/D"0365D+ et son dual
	1. Considérations topologiques
	2. Dualité
	3. L'application rés0 :DQpD/D


	V. Opérations analytiques sur les (,)-modules
	V.1. Image directe par un difféomorphisme local
	1. Le théorème d'inversion locale
	2. Le cas d'un difféomorphisme local de Zp dans Zp
	3. Le cas général
	4. L'image directe d'une composée

	V.2. Multiplication par une fonction continue
	1. Généralités
	2. Multiplication par x et dérivation

	V.3. Dualité
	V.4. Convolution multiplicative
	V.5. Torsion par un caractère

	VI. (,)-modules et lois de réciprocité
	VI.1. L'accouplement "426830A  , "526930B Iw
	VI.2. Une loi de réciprocité générale

	Références

