UNE CONSTRUCTION DE B,
par

Pierre Colmez

Résumé. — Nous démontrons que les nombres algébriques sont denses dans B;’R’ et
décrivons la topologie induite par celle de B:;R en termes de différentielles successives.

Abstract. — We prove that algebraic numbers are dense in B:{R and describe the
topology induced by that of B;rR in terms of higher differentials.

Soit K un corps local de caractéristique 0 et caractéristique résiduelle p. Fontaine
a construit [4, 5] un anneau Bjy qui contient les périodes p-adiques des variétés
algébriques définies sur K. Nous montrons que By est le complété de K pour une
topologie que nous décrivons de maniére intrinséque (th. 3.1). Cette topologie fait
intervenir des normes sous-multiplicatives mais pas multiplicatives sur K ; peut-étre
serait-il possible d’étendre la théorie de Berkovich pour inclure de telles normes.

Nous commencons par donner une formule permettant d’écrire explicitement un
élément de K comme élément de B Cette formule n’est pas strictement nécessaire
pour démontrer la densité de K dans B mais est assez utile pour visualiser la
topologie induite sur K par celle de B- Le § 1, qui ne prétend & aucune originalité,
renferme quelques lemmes sur les algébres locales complétes. Le § 2 est consacré a la
formule permettant de visualiser K comme un sous-anneau de B/ Le § 3 contient
la démonstration de la densité de K dans B et de ses conséquences. Enfin, le § 4
étend les résultats au cas relatif ou 'on part d’une algébre de Banach (par exemple
lalgébre de Tate Qp{T1,...,T4}) au lieu d’un corps local.

Les trois premiers § correspondent, & des modifications mineures prés, a ’article
qui aurait da(!) paraitre en appendice a [5], si des fichiers n’avaient pas été intervertis.
La publication de la présente version correspond & un regain d’intérét [1, 3, 7] pour
le sujet ; c’est avec grand plaisir que je la dédie & Francesco Baldassarri.

(ULa version publiée contient un trou dont j’al pris conscience en préparant un exposé & Harvard
en 1993 : la démonstration du cor. 6 laisse a désirer...
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1. Préliminaires

Ce paragraphe contient quelques lemmes probablement standard sur les algébres
locales et complétes en caractéristique 0.

1.1. Extensions de corps locaux. — Soit F' un corps commutatif de caractéris-
tique 0. Soient P € F[X] un polynéme irréductible, F[X]p le complété du localisé
de F[X] en l'idéal engendré par P et L = F[X]/P le corps résiduel de cet anneau de
valuation discréte complet ; on note 0 : F[X|p — L laréduction modulo P. Comme P
est une uniformisante de F[X]p, il existe une unique dérivation continue D de F[X]p,

F-linéaire et vérifiant D(P) = 1, a savoir la dérivation D = % g
Lemme 1.1. — Ker D est un corps et 0 induit un isomorphisme de Ker D sur L.

Démonstration. — Les formules
D(Q+ R) =D(Q) + D(R) et D(QR)=QD(R)+ RD(Q)

montrent que Ker D est un anneau. Montrons que tout élément non-nul de Ker D
a un inverse dans Ker D; pour cela commengons par montrer que si H # 0 n’est
pas inversible dans F[X]p, alors D(H) # 0. Ecrivons H sous la forme P"Hy, ou
n > 1 et Hy est inversible dans F[X]p (ce qui équivaut & 6(Hy) # 0). Alors D(H) =
P"~Y(nH; + PD(Hy)) et donc D(H) # 0 puisque 6(nH; + PD(Hy)) = n0(H;) # 0.
Enfin, si H est un élément non-nul de Ker D et G est son inverse dans F[X]p, la
formule 0 = D(HG) = HD(G) + GD(H) = HD(G) montre que G € Ker D.

Il nous reste a vérifier que 6 : Ker D — L est surjectif (car, étant un morphisme de
corps, il est automatiquement injectif). Soit donc y € L et Q n’importe quel élément

de F[X]p tel que 8(Q) = y; la série Z::Of) ﬁ?k D*(Q) converge dans F[X]p vers un

éléement S vérifiant 0(S) = 6(D°(Q)) = y et

+o0 g 1t pyk-1
i)=Y Tl o -y U prg) =0
k=0 ’ k=1 ’

ce qui permet de conclure.

1.2. Relévement d’éléments algébriques. — Onnote sy, : L — Ker D C F[X]p
I'isomorphisme inverse de 6.

Tout élément de F[X]p peut s’écrire de maniére unique Z:(:Xa QrP* avec Q) €
F[X] et deg(Qr) < deg(P). Une telle écriture est dite minimale. Si y € L, on note
Z:O% 5% (y) P* I’écriture minimale de sz, (y).

Remarque 1.2. — On peut calculer §%(y) en utilisant algorithme suivant : il existe
une unique suite de couples de polynémes (Qg, Rx) vérifiant

(i) deg(Ry) < deg(P’) et deg(Qr) < deg(P),

(11) Qo—yEPF[X]p et Ry =0,
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(ili) Q) + R + (k + 1)P' Q41 = PRy 1.

On a alors
+00 +00 + too
P'D(Y_QrP*) = (QuP* + kQpP'P*1) =Y " P*Q) + > (k+1)Qrs1 P'P*
k=0 k=0 k=0 k=0
“+oo
=Y PH(PRyp1— Ri) =0
k=0
et donc 0% (y) = Q. pour tout k € N.
Lemme 1.3. — Soient F un corps de caractéristique 0, B une F'-algébre locale d’idéal

mazimal I de corps résiduel C et Op le morphisme naturel de B sur C'. On suppose
B séparée et compléte pour la topologie I-adique (i.e. B = lim B/I™). Soient F la
cloture intégrale de F' dans C et Fyp, la cloture séparable de nF dans B ; alors 0p
induit un isomorphisme de Fyop sur F.

Démonstration. — Commencons par prouver que g est surjectif. Soient L C F une
extension finie de F et m € L tel que L = F[r]. Soit P € F[X] le polynéme minimal
de w. Si 7 est n’importe quel élément de B vérifiant 0p(7) = m, on a P(7) € I et
Papplication fz : F[X] — B définie par fz(X) = 7 se prolonge donc par continuité en
un morphisme que nous noterons encore fz de F[X]p dans B. De plus, g o fz = 6;
on en déduit que sz = fz o sy, est un isomorphisme de L sur une sous-algébre de
Fiep qui est tel que 0p o sz est 'identité de L. Il s’ensuit que 0p(Fiep) contient toute
extension finie de F' contenue dans F, et donc contient F'; d’oll la surjectivite.

Passons maintenant a l'injectivité. Soit y € B, séparable sur F' et vérifiant (y) = 0.
Soit P € F[X] un polynome séparable admettant y comme racine. Alors P admet 0
comme racine simple dans C' et peut donc s’écrire sous la forme X @ ot Q(0) # 0. Mais
alors 05(Q(y)) # 0 et donc Q(y) est inversible dans B ; comme 0 = P(y) = yQ(y),
on en déduit y = 0, ce qui permet de conclure.

Corollaire 1.4. — Soient By et By deux F-algébres locales ayant méme corps rési-
duels C. On note 0; le morphisme canonique de B; sur C et I; le noyau de 6;. On
suppose que si i € {1,2}, alors B; est séparée et compléte pour une topologie moins
fine que la topologie I;-adique et que la cloture intégrale F de ' dans C qui peut étre
vue comme une sous-algébre de B; par le lemme précédent, est dense dans B;. On
suppose de plus que si (i,7) € {(1,2),(2,1)}, il existe un morphisme f;; : B; — B;
qui est F-linéaire, continu et tel que 05 o f; ; = 0;. Alors les morphismes f12 et fo1
sont des isomorphismes inverses ['un de l'autre.

Démonstration. — Le lemme précédent implique que f;; o f;,; est lidentité sur F
donc sur B; tout entier par continuité.
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2. K comme sous-anneau de BgR.

2.1. L’anneau Bj;. — Soient k un corps parfait de caractéristique p, F' = W(k‘)[%]
le corps local absolument non ramifié de corps résiduel k, K une extension finie de F'
totalement ramifice, K une cloture algébrique de K et C le complété de K pour
la valuation p-adique. Soient w une uniformisante de K et v (resp. v,) la valuation
de C normalisée par v(w) = 1 (resp. vy(p) = 1). Six € C, on a v(zr) = evy(z) ol
e = [K : F)] est 'indice de ramification absolu de K. Si L est un sous-corps de C, on
note O, 'anneau de ses entiers.

Soit E* I'ensemble(® des suites = (2@, ... 2™ ...} d’¢léments de O vérifiant
(z+D)P = 2(™) muni des lois + et - définies par z +y = s et 2 -y = ¢, oil

s = lim (2™ 4y P et () = gy ()
m——+oo
Alors E* est un anneau de caractéristique p, complet pour la valuation vg définie par
vp(z) = v(z®), et qui contient une cléture algébrique k de k.

Soit W (E™) l'anneau des vecteurs de Witt & coefficients dans E* et, si z € ET,
soit [2] son représentant de Teichmiiller dans W(E'). Soit Ajns = Ox ®¢, W(ET)
le Ok-épaississement infinitésimal p-adique universel de &¢. Soit 6 le morphisme de
A dans O¢ qui & ZZ:(’) w"[x,] associe ZZ:(’) 2. Alors 6 est surjectif et son
noyau I est un idéal principal. Remarquons que si K™* désigne I’extension maximale
non-ramifiée de K contenue dans K, alors K ®g¢, W (k) C Aj,¢[o™!] est le complété
de K™ pour la topologie p-adique ; en particulier, Aj,¢[cw™!] contient K™.

Notons encore 6 le morphisme de Aj¢[co~!] dans C et soit B le complété de
Ajn¢[@™!] pour la topologie Ker 6-adique. On peut prolonger § par continuité a By
et on note I son noyau. Alors B}y est un anneau de valuation discréte, complet,
d’idéal maximal I et de corps résiduel C'. Notons que A, s’identifie canoniquement,
a un sous-anneau de B et que 'on a I N Aj,¢ = I;. De plus, si pour k,n € N,
on pose U, = w"Ajns + I*+1 alors les U, forment une base de voisinages de 0
dans By.

2.2. Ecriture minimale d’un élément de Bji. — D’aprés le lemme 1.3, K
s’identifie & la cloture séparable (ou intégrale ce qui est ici la méme chose car B est
intégre) de K ou K" dans By ; nous allons utiliser les résultats du n°® 1.2, appliqués
a B =B/ et & K™ au lieu de F, pour rendre cette identification plus concréte.

Si u est un générateur de I, tout élément de Bj; peut s’écrire sous la forme

;ri% akuk, avec ap € Ajnr [w_l]. Une telle écriture est loin d’étre unique, mais cer-
taines sont meilleures que d’autres. Si € By, soit wy(z) =sup{m € Z |z € Uy, 1} ;
en particulier, wo(z) est la partie entieére de v(6(x)) et w41 (z) < wi(x) pour tout
k € N.

(2)Nous renvoyons & [5] pour les constructions qui suivent et les démonstrations des résultats.
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On appelle écriture minimale de x toute série Zgﬁg apu® dont la somme est z et
telle que ay, € w*(*) Ay

Remarque 2.1. — Si 320 agu® est une écriture minimale de z, alors limage de
0(ay,) dans C/w*1(®) Gn ne dépend que de z et de u et peut étre viue comme la
k-iéme dérivée de z par rapport a u. En effet, si Z?ﬁ% bpuF est une autre écriture
minimale de z, alors >, -, (a; — bi)ut € w1 @A N TF = ubo@s=1 @ A on a
donc (ap — by )u® € uFwr—1@) Ay + TFH1 et O(ay, — by) € @1 (@) 0.

On dit qu’un élément a de Bj est plat si wy(a) ne dépend pas de k (i.e. si toutes
ses « dérivées » sont nulles); on note alors w(a) la valeur commune des wg(a).

Lemme 2.2. — (i) a € By est plat si et seulement si a = 0 ou bien 6(a) est non-nul
et a € w9 A ot w(a) est la partie entiere de v(6(a)).

(ii) Tout élément x de C' a un relevement plat dans By ; c’est-a-dire qu’il existe
T € By plat et vérifiant 0(z) = .

(iii) Siu est un générateur de I et (ar)ren est une suite d’éléments plats de By,
alors EZ:& aru® est une écriture minimale de sa somme x et wy(z) = infoc;<k w(a;).

(iv) Tout élément de By a une écriture minimale.

Démonstration. — (i) Si a est plat et 8(a) = 0, alors w(a) = wo(a) = +00 et a est
nul. Si a est plat et 6(a) # 0, alors w(a) = wo(a) est égal a la partie entiére de v(6(a))
et donc a € ﬂzf{ Uw(a),k = (@ A r; la réciproque est immédiate.

(ii) Soit z € C. Si z = 0, on peut prendre & = 0. Si z # 0, soit n la partie entiére
de v(x) et a € Ajys tel que 0(a) = w ™. Alors £ = w"a est un relévement plat de x.

(iii) Soit wy = info<i<rw(a;) et © = ZZOB apu®. 11 suffit de prouver que I’on a
wy(x) = wy, pour tout k car ap € w™* Ajne. Tous les termes de la série sont éléments de
Uw, i car a;u’ € w Ay sii < k, par définition de wy, et a;u’ € I sii > k+1. On
en tire © € Uy, ; et wg(x) > wg. Pour montrer Pautre inégalité, il nous faut vérifier
que x n’est pas élément de U, y1.5- Soit ko le plus petit entier i tel que w(a;) = w.
Alors a;u’ € w1 Ajyg C Uppyv1k 814 < ko et aut € TR+ C Uy, 111, 810 > ko,
et comme ag,u* ¢ Uy, 111, car ag, & Uy, +1.0 puisque w(ay,) = wo(ak,) = wy, on
voit que tous les termes de la série sauf un sont dans Uy, +1.1,, Ce qui implique que
la somme de la série n’est pas dans U, 41k, et comme cet ouvert contient Uy, 41k,
cela termine la démonstration.

(iv) Soit « € Bjy. Définissons par récurrence deux suites (ay) et (r;) d’éléments
de B en posant xg = x et x4 = u~ (2 —ay) ot aj, est n’importe quel relévement
Ml = YO8 aiu’ et done que
Z;:é apu® est une écriture minimale de x d’apreés le (iii).

plat de 6(zy). Un petit calcul montre que x — u

2.3. Ecriture minimale d’un élément de K. — Soient y € K, L # K™ une

extension finie de K™ contenant y, 7 une uniformisante de L, P le polynéme minimal
de 7 sur K™ et 3°,7°% 6% (y) P¥ I'écriture minimale de s(y) dans K™ [X]p.
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Lemme 2.3. — Si7T € Ajyg est tel que 0(7) = 7, alors P(7) est un générateur de 1.

Démonstration. — Soit u € ET tel que u(® = 7. On a @ = [u] + a avec a € I et
sie=[L: K", alors P([u]) = [u°] mod wAjys. Comme vg(u®) =1 et P([u]) € I,
ceci implique [4, Prop.2.4] que P([u]) est un générateur de I.. On peut donc écrire
o = BP([u]) avec B € Ay et on a P(7) = P([u])(1 + P'([u])3) mod I%. Pour
conclure, il suffit de remarquer que 6(1 + P'([u])3) = 1 + P'(7)0(5) est une unité
de O¢ (car v(P’'(w)) > 0 puisque L est non triviale et totalement ramifiée), et donc
1+ P(u])f € ALy

Si @ € K™[X], notons v(Q) le minimum de la valuation des coefficients de Q. Si
i € Neta; €K™, alors v(a;7?) = v(a;) + ﬁk},). On en déduit que si Q@ = >, a; X"’
est un polyndme i coefficients dans K™ de degré strictement inférieur a celui de P,
alors v(Q) est aussi égal a la partie entiére de v(Q(n)).

Proposition 2.4. — (i) Z:f) 8K (y)(7)P(7)* est une écriture minimale de y dans By .
(il) wi(y) = info<i<k v(p(y))

Démonstration. — On a >, 25 0% (y)(7)P(7)* = sx(y) dans les notations de la dé-

monstration du lemme 1.3; c’est donc une écriture de y. Pour montrer qu’elle est
minimale, il suffit de vérifier que si @ € K™[X] est tel que deg(Q) < deg(P), alors
Q(7) est un élément plat de Bjz. On a Q(7) € w¥(?) Ajy¢ et d’autre part, la condition
deg(Q) < deg(P) fait que v(Q) est aussi la partie entiére de v(Q(w)). Il n’y a plus
qu’a utiliser le (i) du lemme 2.2 pour conclure. Le (ii) est une conséquence immeédiate
de la minimalité de I’écriture, de I’égalité w(Q(7)) = v(Q) si deg(Q) < deg(P), et du
(iii) du lemme 2.2.

3. Calcul différentiel sur les nombres algébriques

3.1. Densité de K dans B/;. — Définissons par récurrence une suite décroissante
de sous-anneaux ﬁ%) de 0% et une suite de O-modules de torsion Q%) en posant :

. ﬁ%) = 0%

K>

e Q) = O ® Q(Iﬁ%,l)/m{, si k > 1, (le produit tensoriel est au-dessus de ﬁ%fl)) ;

. ﬁ’%) = Ker(d® : ﬁ%fl) — Q) ou d*) est la dérivation canonique(®.
Nous nous proposons de décrire ces objets en utilisant I’anneau Bj,. Pour cela,

posons AF . = Ay /I5T sik e N.

Théoreme 3.1. — (i) O = K N (Age + I"1) = {z € K | wy(2) > 0}.

3)Le module Q) est de torsion car d*) (z) est tué par p”, si 7 > v, (P'(z)) ou P € Ok [X] admet
x comme racine simple.
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(if) L’inclusion de ﬁ%) dans Aine + IF1 induit, par passage auz quotients, un
7 y k k ~ g
isomorphisme ﬁ%)/p”ﬁ(?) =~ AF

ko /p" AL .. pour tout couple d’entiers (k,n).

(iil) K est dense dans By et Biy est le séparé complété de K pour la topologie
définie en prenant les p”ﬁ%), avec n, k € N, pour base de voisinages de 0.

(iv) Sik > 1, d®) est surjective et Q) s’identifie®) ¢ I*/(IF + [F+1).

(v) De plus, siy € ﬁ%_l) est écrit sous la forme minimale Y, 0% (y)(7)P(7)",

alors d®)(y) est limage dans I*/(I% + I*+1) de 6% (y)(7)P(7)*.

Remarque 3.2. — (i) Une autre démonstration des points (i), (ii) et (iv) pour k = 1
peut se trouver dans [5, § 1.4].

(ii) Il est relativement facile, & partir de la définition de ﬁ%), de décider si un
élément = de O3 lui appartient ou non car 0% est une limite inductive d’anneaux
monogenes. Décider si x appartient & ﬁ%) est beaucoup plus ardu si k£ > 2 car ﬁ%_l)
n’est plus une limite inductive d’anneaux monogénes, mais le (i) du th. 3.1 fournit un
critére assez raisonnable permettant de le faire car wy(x) est une quantité tout-a-fait
calculable en pratique.

(iii) En tant que module galoisien, on a I*/(I¥ + I*1) ~ K/a*(k) ou le (k)
désigne la torsion par la puissance k-iéme du caractére cyclotomique, et a est I’inverse
de l'idéal (1 — 1)0k/p, Ol €1 est une racine primitive p-ieme de 'unité et 0/ est la
différente absolue de K. Cette identification s’obtient en prenant t* comme générateur
de I* (ou t = log[e] est le 2im p-adique de Fontaine, cf. I'identification entre Q1) et
K/a(1) de [5, § 1.4]).

3.2. Construction d’éléments de ﬁ%). — Solent x € 0, P € Ok [X] admettant

A
x comme racine simple et r € N vérifiant r > v,(P’(x)). Soit ry = w eN
(et donc 7441 = 3ry + 7). Sia € N et k € N, posons ri(a) = inf(rg,v,(a)) et
P prk —7 (a)xa.

Lemme 3.3. — Pour tout k € N et tout a € N, on a 2,4 € ﬁ%).

Démonstration. — Le résultat est trivial pour £ = 0; supposons le vrai pour k.
Utilisant la relation

PO 20 = 201 (P Y 2 01),

on démontre, par récurrence sur a, la relation

prk+m(a)d(k+1) (Zha) = P ax®1qk+1) (211); (1)

(M) Voir la démonstration du lemme 3.4 pour cette identification.
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En effet,

p"'k"l""k(ll)d(k?"rl) (Zk a) _ d(k+1) (prk(a—l)zk aflzk.l)

=p@ Dy o d® Y (2 )+ p D 2 1 dF D (2, 0)

= g gD (g ) 4 pretreles D gkt oy

= p"’“aw“_ld(kﬂ)(zk,l)
D’ow, pour tout A € Ok[X] :

P AG) = A @)d D z).
En particulier, on obtient pour A = P :
p P (2)d% D (21) = 0 = p" T d* T (21) = 0,
et utilisant le fait que ri(a) < rg, on obtient, en multipliant (1) par p” :
Va € N, p?strd*+b (2 ) = 0. (2)

Il y a deux cas :

e Sivy(a) <rg,onazki1a=p> T2, et done 2pi1.4 € ﬁ%H)
A (2 41,4) = 0.
e Si v,(a) > ry, écrivons a = p™*b et posons yi = zj = = P *. On obtient :

d(k:+1) (

car (2) implique

Zhila) = kaJrl*"'kJrl(a)d(k‘Fl)(yZ) _ bprkﬂfrkﬂ(a)y’l;*ld(kﬂq)(yk) =0,

car vp(b) + rp41 — rrqi(a) = vp(a) — ri + 3rk + r — inf(rpp1,vp(a)) > 2r + 1 et
P> EATdE T (yy) = dOHY (2 ) = 0.
Ceci permet de conclure.

3.3. Densité de 6”%) dans A;,¢/1 ﬁ“. — Le lemme suivant permet de considérer

k

k
ﬁ(?) comme un sous-anneau de Af ..

Lemme 3.4. — Ona ﬁ%) C Ajyp + IFHL

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur k, le résultat étant
évident si k = 0. Supposons donc k > 1 et ﬁ%_l) C Ajs + IF.

Size ﬁ%_l) soit # € Ajns tel que z — & € I*. Notons 9% (z) l'image de z — T
dans le Omodule I*/(I¥ + 1¥+1). Alors %) (z) ne dépend pas du choix de & et 9¥)
est une dérivation de &%~ A valeurs dans un O7-module. La propriété universelle
satisfaite par Q) implique qu’il existe un morphisme i*) : Q*) — I’“/(Lkr + Ik,
de Oz-modules, tel que 9% = i) o d*) On a donc ﬁ%) = Kerd® c Kero®) =
K N (A + IFH1), ce qui permet de conclure.

Remarque 8.5. — Siy = >.1%0L(y)(7)P(7)" € ﬁ’%*l), alors ) (y) est I'image
dans I*/(I% + I**1) de 6% (y) (7) P(7)" car on peut prendre & = Z:::ol 5% (y) (7) P(7)".



UNE CONSTRUCTION DE B, 9

Proposition 3.6. — Si k € N, alors ﬁ% est dense dans AF

inf -

Démonstration. — Si o € 0%, soit Ef = {z € Et | 2O = a}. Soient a € O,
z = (") € E} et P le polynome minimal de a sur K. Soient m un entier > 1
et Spn(X) = XP" + wX. Soit Tnm € O vérifiant (:ztmm)pm + Ty = (M,
Le polynéme P,,, = P(Sm(X)pn) admet z,, comme racine simple. On a
Prltm - ns/ Sp 71P ( Sm) )
Up(Pry i (Tn,m)) = n+1/e + (L= p~")up(a) + vp(P'(@)

est indépendant de m; nous le noterons U Utilisant le lemme 3.3, on voit que si
m > (3F—1)(up+1)/2, alors yn m = (Tnm)? ﬁ(k On a de plus 0(yy.m—[zP ]) =
WTy,m et on peut donc écrire y, »,, sous la forme y, ,», = a + bw + cu modulo Ik

ott a = [P "], b et c sont des éléments de Aj,; et u est un générateur de I, . Elevons
cette égalité & la puissance p™ ; utilisant 'inégalité
p"! . ) ‘ )

0 (i) 2 = E (). vp(i2). (i),
valable si i1, 12,73 sont des éléments de N vérifiant i, + io + i3 = p™, on obtient que
(Yn,m )P — [2] est élément de w R Ayp + TFF1 o, si £(K) = sup;s (v(i) — i) et
?'(k) est le plus grand entier ¢ tel que p* < k, on a posé £(k) = sup({(K),el'(k)).
Ceci implique que si ¢(n) est une suite d’entiers vérifiant lim,,_, ¢(n)/n = +o0,
alors Y, 4(n) € ﬁfk pour n assez grand et la suite (qub(n))p tend vers [z] dans AF ..
On en déduit que ’adhérence de ﬁ%) dans AF . contient la sous-Ox-algébre de AF .
engendrée par les [z] pour x € 173; et o € O, et comme celle-ci est dense dans AF
(Vapplication x — [z] est continue et la réunion des E est dense dans ET puisque
U7 est dense dans O¢ ; cette adhérence contient donc tous les [z], pour = € E*, et
donc toutes les sommes du type Y. @'[2], et donc tout AL ), cela démontre le
lemme.

3.4. Démonstration du th. 3.1

Posons 0% = K N (Ajyus + I**1); on cherche & prouver que 0% = ﬁ( ) , et il résulte
du lemme 3.4 que ﬁ( ) Oy et de la prop. 3.6 que Oy, est dense dans AF .. La
preuve de 'égalité ﬁ”‘ = 6”%) se fait par récurrence sur k; il n’y a rien & démontrer
si k = 0. Supposons donc que k > 1, que ﬁ(k D g1 = Kn (Ains + I%), et que
AR 1/pnAk I ﬁ(k 1)/ nﬁ(k 1

inf inf

Lemme 3.7. — Pour tout n € N, les anneaux ﬁ%)/p”ﬁ%) et OF /p"O* sont des
Ok [p" Ok épaississements infinitésimaux d’ordre k de Oc /p"Oc = O /p" O

Démonstration. — La démonstration étant la méme dans les deux cas (remplacer
d®) par 0% dans la démonstration suivante), nous ne la ferons que pour ﬁ’%).
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La densité de ﬁ%) dans Afnf implique que D'application naturelle de ﬁ%) /p"ﬁ%)
dans AF./p" Ak

inf
Oc/p™Oc, on en déduit une surjection 6 de ﬁ%) /p" ﬁ%) sur Oc /p"Oc.

11 reste a vérifier que Ker 6 est de puissance (k + 1)-iéme nulle. On peut écrire 6
comme le composé de 6; : ﬁ%)/p"ﬁ%> — AP /pn AR ~ ﬁ%_l)/p"ﬁ%_l) et de

est surjective. Composant avec la surjection de AF./p"AF . sur

inf inf
05 : ﬁ%_l)/p"ﬁ%_l) — Oc/p"Oc. On sait déja que Ker 65 est de puissance k-iéme
nulle [et donc que (Ker §)¥ C Ker 6, ], il suffit donc de montrer que si x € Ker 6 et
y € Ker 64, alors xy = 0. Choisissons des relévements T et ¢ de = et y dans ﬁ%).

Alors & € ﬁ’%) Np Oz et § € ﬁ’%) ﬁp"ﬁ%fl). Donc p~"j € ﬁ’%*l) et d¥) (ip~"g) =
2d®) (p=") = 0 car p"d® (p~ ") =0et & € p" O, ce qui implique p~ "y € ﬁ%) et
donc xy = 0.

Lemme 3.8. — AL, /p"Ak

inf?

ﬁ%)/p"ﬁ%) et OF/p"O* sont canoniquement iso-
morphes.

Démonstration. — L’application naturelle de &% /p™ 0% dans AF . /p" AL . est injective
par définition de 0. La densité de 0% dans AF . montre qu’elle est surjective; c’est
donc un isomorphisme.

Soit A®) =lim ﬁ%)/p” ﬁ%). D’apreés le lemme 3.7, A®) est un @x-épaississement

d’ordre k de O¢ et nous noterons 0*) le morphisme canonique de A% dans Oc.
Il existe donc un unique morphisme continu f de Ai’“nf dans A% tel que l'on ait
) o f =6.

Notons g I’application naturelle de A®*) dans A . provenant de l'inclusion de ﬁ%)

dans Aiknf; on déduit de la densité de ﬁ%) dans Ai]‘;lf le fait que g est une surjection.

Par ailleurs, comme ﬁ%) est sans p-torsion, il en est de méme de A®) qui s’identifie
donc a un sous-anneau de B = A®)[p=1],

On peut prolonger par linéarité g (resp. 6| resp. f) en une application que nous
noterons encore g (resp. 0%, resp. f) de B%®) dans B /I**! (vesp. de B%®) dans C,
resp. de Bz /I¥*! dans B"®) et I'on a encore (") o f = 0 et o g = 6*). De plus
B®) (vesp. Bl /I**!) est une K-algébre locale d’idéal maximal Ker 0) (resp. I)
qui est nilpotent ; la cloture algébrique K de K dans C s’identifie donc canonique-
ment & une sous-algebre de ces deux algebres en vertu du lemme 1.3. Maintenant,
la densité de ﬁ%) dans A®) et Ak, implique celle de K dans B /I*! et B,
On est donc dans les conditions d’application du corollaire 1.4, ce qui implique en
particulier que ¢ : B®) — B:ER/I’“Jr1 est injective, et donc que ¢ : A®) — Aiknf est
un isomorphisme puisqu’on a déja prouvé sa surjectivité; il en est donc de méme de
I'application naturelle de ﬁ%)/p" ﬁ%) = AR /pn AR gur AF . /pr AR

inf*

Lemme 3.9. — ﬁ(?k) = Ok
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Démonstration. — On a ﬁ%) C OF et ﬁ%)/pﬁ%) ~ 0% /p0*%. On en déduit, via le
lemme du serpent, que la multiplication par p dans 0%/ ﬁ’%) est un isomorphisme, et
comme ce module est de p°-torsion, il est nul; d’ou le résultat.

Remarque 3.10. — Les lemmes 3.8 et 3.9 permettent de terminer la, démonstration
des points (i) et (i) du th. 3.1. Le (iii) résulte de la densité de K dans B /I*! pour
tout k (densité qui résulte de celle de &* dans Afnf), et du fait général que si B est
un anneau topologique séparé et complet et A est un sous-anneau dense de B, alors
B est le complété de A pour la topologie induite sur A par celle de B. Il ne nous reste
donc plus que les (iv) et (v) a démontrer.

Lemme 3.11. — 0% et d'®) sont surjectives.

Démonstration. — Soit w € I*/(I} 4+ I*F1) et soit & € I* relevant w. Comme K est
dense dans By, il existe z € K tel que © — & € Ay + IFH. Mais alors « € ﬁ%_l)
et on a %) () = w par définition ; ce qui régle le cas de 9.

Tout élément de Q%) peut s’écrire comme une somme de termes de la forme ad® z
avec x € 6”%71) et a € 0. Comme Q%) est de p™-torsion, il existe n € N tel

que p"d®z = 0 et comme lapplication naturelle de ﬁ%)/p”ﬁ%) dans O /p" O
est surjective, on peut trouver b € ﬁ%) tel que a — b € p"O%. On a alors ad® g =
bdF = d®) (bx) ; d’oit le résultat.

On peut maintenant terminer la preuve du th. 3.1 (il ne reste que les (iv) et (v)
a prouver). Soit i® : Q%) — T*/(I% + I*+1) le morphisme de Oz-modules défini
par i) o d®) = ) Alors (%) est surjectif car 9 Lest et i(*) est injectif car d*¥)
est surjectif et Kerd®) = 0% = 6"%) = Kerd®. On peut donc identifier Q) et
IR /(1% 4 I*+1) ainsi que d®) et 9 et on tire la formule pour d*)(y) donnée dans
le (v) du th. 3.1 de la formule pour %) de la rem. 3.5.

4. Le cas relatif

4.1. Extensions étales d’algébres de Banach. — Soit F' comme au n° 2.1. Une
F-algébre de Banach K est dite spectrale si la valuation définissant sa topologie (et
pour laquelle elle est compléte) est la valuation spectrale vs, donnée par la formule
Vsp(2) = infsespm x vp(s(z)), oit Spm K est 'ensemble des morphismes continus de K
dans le complété de la cloture algébrique de F'.

Dans ce §, on se donne une F-algébre K, que l'on suppose intégre, intégralement
close, spectrale et noethérienne : par exemple, I’algébre de Tate K = F{Xy,...,X4}.
On note K la cloture intégrale de K dans I’extension maximale de K, contenue dans
une cloture algébrique de Fr(K), non ramifiée au-dessus de Spm K ; alors K est une
limite inductive d’extensions finies étales de K. On munit K de la valuation spectrale
et on note C' le complété de K. Si L est une sous-F-algébre de C, on note &1, ’anneau
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de ses entiers pour vy, (i.e. I'ensemble des « € L vérifiant vs,(x) > 0) ; alors O, est
intégralement clos dans L et O est la cloture intégrale de Ok dans K.

Lemme 4.1. — Soit L une extension finie étale de K.
(i) L est un K-module de type fini.
(ii) L est compléte.

Démonstration. — 1l existe f € K tel que L[f~!] soit libre de rang fini sur K[f~!]
et la forme Tr(zy) soit un accouplement parfait sur L[f~']. Si e1,...,eq est une
base de L[f~!] sur K[f~!] constituée d’éléments de L, 'application x +— (z) =
(Tr(eyx), ..., Tr(eqr)) est une injection K-linéaire de L dans K. Comme K est sup-
posée noethérienne, cela démontre le (i).

Soit M l’adhérence de (L) dans K% (que I’'on muni de la valuation v, définie
par voo(x1,...,&s) = infi<ij<s Usp(x;)). Soit au,...,q, une famille génératrice de L
sur K, posons f; = t(a;) et soient B,41,...,0s tels que f1,...,0s engendrent M
sur K. Par hypothése, on peut approcher §; par des éléments A de ¢(L). Maintenant,
Papplication (x1,...,xs) — x181 +- - -+ 2505 est surjective et continue de K™ sur M ;
comme les espaces de départ et d’arrivée sont des banach, on peut utiliser le théoréme
de 'image ouverte pour, si 3; — A est assez petit, écrire 35 — A sous la forme Zle ;0
avec x; € pOy. Mais alors 1 — x4 est inversible dans O, et donc (35 appartient au
K-module engendré par les §;, pour ¢ < s— 1. Une récurrence immeédiate permet d’en
déduire que 1, ..., 3, engendrent M, et donc que «(L) = M ; en particulier, ¢(L) est
un sous-banach de K¢9.

Notons 7 : K" — L l'application (z1,...,z,) — Y ;_, ;a;. Cette application est
continue et il existe C' € R tel que l'on ait ve(m(x)) > voo(x) + C pour tout z € K7,
Par ailleurs, c o : K" — (L) est continue, surjective, et comme les espaces de
départ et d’arrivée sont des banach, il résulte du théoréme de I'image ouverte qu’il
existe C’ € R tel que, pour tout y € ¢(L), il existe z € K" tel que to7(z) = y et
Voo () > Voo (y) + C”. Mais alors 7(x) = ¢! (y) et donc vsp (171 (y)) > veo(y) + C + C".
Il s’ensuit que ¢ : L — «(L) est bicontinue, et donc que L est un banach puisque ¢(L)
en est un. Ceci démontre le (ii) et conclut la preuve du lemme.

Remarque 4.2. — On peut aussi déduire le (ii) de [2, 3.8.3 prop. 6].

4.2. Epaississements infinitésimaux universels. — L’application = — 2P est
surjective sur O¢ /pOc = O /pOy (cf. lemme 4.7), et donc O¢ et C possédent des
O'k-épaississements infinitésimaux universels. On note Ay celui de O¢ et By celui
de C. Rappelons la construction de ces objets(®).

(5)Nous renvoyons & [5] pour les constructions qui suivent et les démonstrations des résultats.
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Soit ET I'ensemble des suites z = (29, ..., 2", . .) d’éléments de O vérifiant
(z(*+1)P = 2(™) muni des lois + et - définies par 2 +y = s et 2 -y = ¢, oul
S(n) — lim (x(’n,—i-m) +y(7b+rrz,))p7'L et t(n) _ x(n)y(n).
m——+oo
Alors ET est un anneau de caractéristique p, complet pour la valuation vg définie par
vp (@) = vp(®).

Soit AT = W(E™) I'anneau des vecteurs de Witt & coefficients dans ET et, si
x € ET, soit [z] son représentant de Teichmiiller dans A™*. Soit # le morphisme de
AT dans O¢ qui & Z:;OO p"[x,] associe 320 p 2. On étend 6 un un morphisme de
Ok-algébres de O @ AT dans O¢, et alors Ajy,r est le séparé complété de O @ AT
pour la topologie (p, Ker #)-adique. Le morphisme 6 s’étend en un morphisme surjectif
de Aj,t sur O¢, et on note I, son noyau.

Notons encore 6 le morphisme de Ainf[zl]] dans C. Alors B, est le complété de
Ainf[%] pour la topologie Ker f-adique. On peut prolonger 6 par continuité & B et on
note I son noyau. Notons que Ajy¢ s’identifie canoniquement a un sous-anneau de B,
et que I'on a I N Ay = 1. De plus, si pour k,n € N, on pose Uy, j = p" At + IFF1,
alors les Uy, j, forment une base de voisinages de 0 dans BJ.

4.3. K comme sous-anneau de BJ;. — Définissons par récurrence une suite

décroissante de sous-anneaux ﬁ%) de 0% et une suite de O-modules Q) en posant :
0y _
[ ] ﬁ? = ﬁ?,

¢ Q) = 0 Qlﬁ%*”/ﬁx’ si k > 1, (le produit tensoriel est au-dessus de ﬁ%fl)) :

° ﬁ%) = Ker(d(k’) : ﬁ%_l) — Q(k)), ot d%) est la dérivation canonique.
Enfin, soit AX, = Ay, /IF*, si k € N.

Théoreme 4.3. — (i) O = K N (Ajs + ") = {z € K | wy(2) > 0}.

(ii) L’inclusion de ﬁ%) dans A + IFTY induit, par passage auz quotients, un
isomorphisme ﬁ%)/p"ﬁ%) > Af /" AR ., pour tout couple d’entiers (k,n).

(iii) K est dense dans B et Bl est le séparé complété de K pour la topologie
définie en prenant les p"ﬁ%), avec n, k € N, pour base de voisinages de 0.

(iv) Si k> 1, d®) est surjective et Q%) s’identifie a I*/(I¥ + I*+1).

Démonstration. — La démonstration est la méme que celle du th. 3.1, & ceci prés qu’il
faut modifier les arguments qui utilisaient le fait que K était un corps, a savoir :

— La preuve du lemme 3.8 utilise le n® 1.2 qui est rédigé dans le cas d’un corps.

— Celle du lemme 3.3 utilise 'existence de r € N tel que P’(z) divise p".

— Dans celle de la prop. 3.6, on extrait des racines p-iémes, ce qui ne produit
des extensions étales que si les éléments dont on extrait les racines p-iémes sont des
unités.
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Il s’agit donc d’étendre le n® 1.2 au cas d’extensions étales d’algébres, ce qui est
un cas particulier du « théoréme de prolongement des relévements » (cf. [6, cor. 5.6];
la démonstration consiste & localiser pour se ramener & un cas ou on peut utiliser le
preuve du lemme 1.3 et & utiliser 'unicité du prolongement pour recoller), et d’adapter
les démonstrations du lemme 3.3 (cf. lemme 4.6) et de la prop. 3.6 (cf. prop. 4.9).

4.4. Construction d’éléments de ﬁ%). — Siy € O etsir €N, on dit que y
est de profondeur < r, §’il existe :

® X =9Y,T2,...,4 € ﬁf,

e P,...,P. € ﬁK[Xl,...,Xd],

e Ri,....R; € ﬁK[Xl,...,Xd]

¢ Qi €0kXy,...,Xglpour 1 <i<detl<j<e,

vérifiant les propriétés suivantes, oi 'on a noté J idéal de Ok [Xy, ..., X4] annu-
lateur de © = (21,...,24) :
—P,...,P.cJ.
—Si1<i<d,
iQ oP; p"(1+pR;) mod J sih =4,
= 70X, |0mod J si b # i
Remarque /.4. — Les conditions ci-dessus impliquent que p"dx; = 0 pour tout i,

et donc en particulier pour 1 = y. En effet :

d e e
OP;
PO pRi@) di = 303 Qus (@) (@) dan = 3~ Qi) dPy () = 0,
h=1j=1 j=1
puisque Pj(x) = 0; on conclut en remarquant que 1 + pR;(z) est une unité de O
(son inverse est Z:i%(—pRi(a:))” qui converge dans C vers un élément de K d’aprés
le (ii) du lemme 4.1).

On dit que y € O3 est de profondeur finie s'il existe » € N tel que y soit de
profondeur < r.

Lemme 4.5. — Tout élément de O est de profondeur finie.

Démonstration. — Soit y € 0. 1l existe donc une extension finie étale L de K telle que
y € Or. Soient x1,= y, Ta,...,xq des éléments de O, engendrant L comme K-module.
Alors x1,. .., x4 engendrent aussi L vue comme K-algébre, et si ’on note J I'idéal des
P e Ok[Xy,...,Xq) verifiant P(z1,...,24) =0,0ona L = K[Xq,..., Xd]/J[%]. Soient
Py, ..., P, engendrant J[%]. Comme l'extension L/K est étale, le module Q5 est
nul, ce qui se traduit par 'existence d’éléments Q; ; € K[X;, ..., Xq4] tels que dX; =
Z§=1 Q;,;dP; mod @leJ[%]dXi dans Qgx, .. x,/K = @?le[Xl,-u,Xd] dX;. 11
n’y a plus qu’a multiplier par p”, pour r assez grand, pour que les polynémes inter-
venant soient tous a coefficients dans Ok et obtenir ce que ’on veut (avec R; = 0).
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Lemme 4.6. — Si y € O est de profondeur < r, alors pre—TE(@)ga ¢ ﬁ%), pour

ok
tous k,a € N, ot l'on a posé r, = w et ri(a) = inf(rg, vp(a)).
Démonstration. — Choisissons :
® T =Y,23,...,T4 € O,

° Pl,...,Pe € ﬁK[Xl,...,Xd],

e Ry,....R4 € ﬁK[Xl,...7Xd],

. Quj S ﬁK[Xl,...,Xd], pour 1 <i<detl1<j<e,
vérifiant les propriétés demandées pour la définition de profondeur < r. Si a =
(a1,...,aq), posons x® = z{*--- 29 et ry(a) = inf(ry,vp(ar),...,vp(aq)). Posons
aussi zpa = p" (@) 2 Nous allons montrer, plus généralement, que Zka € ﬁ%)
pour tous k € N et a € N¢,

Le résultat est trivial pour k£ = 0; supposons le vrai pour k. Notons ¢; 1’élément

(0,...,1,...,0) de N% ou le 1 est a la i-iéme place. On a donc 2x5, = p"™z;. En
reprenant la récurrence de la preuve du lemme 3.3, on vérifie que

d
p””’“(a)d(kﬂ)(zk@) =pF Z aixaf‘sid(kﬂ)(zk’gi). (3)
i=1
[Clest trivial si a = 0, et dans le cas contraire on choisit ¢ tel que a; > 1 et on
utilise la relation p"**7x(2) Zka = Zks, (D"F (a";i)zha_gi).] Il en résulte que, pour tout
PeOk[Xy,...,X4],0on a

d
e OP

i g(k+1) (rk — il
pEd T (p" P(x)) = p e

() d*FY (z1.5,)-
i=1
En particulier, pour P = P}, on obtient la relation
d
OP;
Tk J (k+1) —
—(x)d Zks,) = 0.
P, axi( ) (2k,5.)
1=1
En multipliant cette relation par Q; j(x) et en faisant la somme sur j, on en déduit,
car 1+pR; () est une unité de Oz, que p™*+7d#+1)(z; ;) = 0 pour tout i et, utilisant

le fait que ri(a) < 7k, on obtient, en multipliant (3) par p” :
Va e N7, p*+t7d* (5 ) = 0. (4)

Il y a deux cas :
e Siinf(vy(ai),...,vp(aq))) < rk,ona zgi1a =p*™* "2k, et donc 2x1 1.4 € ﬁ%ﬂ)
car (4) implique d*+1 (2,1 .) = 0.
e Siinf(vy(ai),...,vp(aq))) > ri, écrivons a = p™*b et posons y ; = 2k pres;, = xfk
et Y = (Yr1,-- -, Yk,a)- On obtient :
AP (241 0) = prErr e @ gRAD by zd: bip”c“’T’““(a)y,';'_éid(kﬂ)(yk,i) =0,
i=1
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car vp(bi)+rpt1—rr1(a) = vp(a;) —re+3rg+r—inf (141, vp(ar), . . ., vp(aq)) > 2rg+r
et p27.k+7-d(k+1)(yk}i) = d(k+1)(2k+17prk6i) =0.
Ceci permet de conclure.

4.5. Densité de ﬁ%) dans Ainf/1$+1

Lemme 4.7. — Siy € O est de profondeur < v, et si z € O est une solution,
dans la cloture algébrique de Fr(K), de l’équation 2P + pz =y, avec m > 2, alors
2z € O el z est de profondeur <r+ 1.

Démonstration. — Si L est une extension finie étale de K contenant y, et si
L' = L[X]/(XP" + pX —y), alors p(1 + p™ ' XP"~1) est inversible dans L' car
p1XP" 1 € pOyp.. Lextension L'/L est donc étale et I'image z de X appartient
donc bien & 0.
Maintenant, choisissons :
e =Y,T2,...,q € ﬁ?,
e P,...,P. € ﬁK[Xl,...,Xd],
e Ry,...,Rs € ﬁK[Xl,...,Xd],
©Q;; €O0k[X1,...,Xqg,pour 1 <i<detl1l<j<e,
vérifiant les propriétés demandées pour la définition de profondeur < r. Posons
) = z, et xf = x; 814 > 2. Si P € Og[Xy,...,X4], notons f(P) le polynome
P(X? +pX,Xa,...,Xq). Lideéal J de Ok[X1,...,X4) annulateur de ' est 'idéal
engendré par les f(P), pour P parcourant I'idéal annulateur J de x. En particulier,
les f(P;) appartiennent  .J et, si on pose :
® Qij =pf(Qij)sii>2et Qij=f(Q1;)
e Ri=f(Ri)sii>2et Ry = f(R)+p™ XY ' 4 pm X" 7 f(Ry),
on a

0 0 mod J si h # 1.

Il s’ensuit que z est de profondeur < r + 1, ce que ’on voulait démontrer.

. Of(P) Pt (14 pR;) mod J sih =1,
ZQM X,
j=1

k

o, les conditions sui-

Lemme 4.8. — Si A est une sous-O -algébre fermée de A
vantes sont équivalentes :

(i) A contient [p], ou p = (p,p*/?,...,p"/?",...) € ET, et, pour tout v € O¢, il
eviste a« € Bt tel que [a] € A et 0([a]) — x € pOc.

(i) A= Af,.

Démonstration. — 11 n’y a que l'implication (i)=(ii) & prouver. Comme AF . est un
quotient de Aj,¢ qui est obtenu en complétant Ox ®z, A*, et comme A contient O,
il suffit de prouver que A contient 'image Ay de 1 ®A+. Pour cela, il suffit de prouver
que P’on peut écrire tout élément = de Ay sous la forme a+pB+ [p]y, avec a € AxNA
et B,y € Ag (si C’est le cas, une récurrence immeédiate utilisant le fait que [p] € A

montre que l'on peut, pour tout n € N, écrire x sous la forme x, + >, p'[p]" "y i,
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avec T, € Aet x,; € AR NA, et x est la limite de la suite (2, )nen et donc appartient
a A; pour passer de n & n + 1, on écrit x,, ; sous la forme oy, ; + pBn.i + [P]Yn,: €t on
pose Tp41 = Ty + ZZL:l P’ [ﬁ]n_ian,i)-

Or un élément x de A, peut s’écrire sous la forme z = [ag] + pf avec ag € E* et
3 € Ag. L'hypothése fournit oy € ET tel que o = [a3] € A et 0([ey] — [w]) € pOc.
On peut donc écrire o — [ap] sous la forme [as] + pfB2 avec as € E*, Ba € Ay et
O([oe]) € pOc. Maintenant, la propriété 0([az]) € pOc implique que [az] est divisible
par p dans E* : si ap = (agn))neN, alors vsp(aé”)) > p7" car vsp(2") = nugp(2), et
donc aé") est divisible par p'/?" dans €. On en déduit Pappartenance de o — [ap] &
[P)Ak + pAy et donc celle de  — « & [P Ak, + pAg. Ceci permet de conclure.

Proposition 4.9. — Si k € N, alors ﬁ(?) est dense dans AF

inf*

Démonstration. — Soit A I’adhérence de ﬁ%) dans AF .. On déduit du cas ot K est
une extension finie de F' appartenance de [p] & A. Il suffit donc, grace au lemme 4.8, de
prouver que pour tout 2 € O, il existe o € Et vérifiant [a] € A et 0([a]) —z € pOe.

Soit y € O tel que y —x € pOc, et soit r € N tel que y soit de profondeur < 7.
Définissons, par récurrence, une suite (i, ),en d’éléments de 07, en posant yo = y

2
et en prenant pour y,4; une solution de ’équation yzﬂ + PYni1 = Yn. Comme
2 21
Yn — yﬁH € pOc, la suite de terme général yﬁH converge dans O¢ ; on note a®™ sa

limite et on pose a®*~1) = (a(®)P, On a alors o™ = (a("*Y)? pour tout n € N,
ce qui permet de voir (a(™),en comme un élément a de ET. De plus, 6([a]) = a(©®
est congru a g, et donc aussi & z, modulo p&c. 11 suffit donc de vérifier que [o] € A.

Pour ce faire, notons ¥, », une solution de I’équation y{{’m + PYn,m = Yn, Sim > 2.
Il résulte du lemme 4.7 que Y, est de profondeur < r +n + 1, et on déduit du
lemme 4.6 que Zym = YL, = Yn — PYn,m appartient a ﬁ%) sim > ?’]‘2—_1(7“ +n+1);
on suppose donc m > Lz’l(r +n 4+ 1) dans ce qui suit. Comme y, = o®*” mod
pOc, on a 9([(11/1’2"]) — Zn,m € pOc, et on peut donc écrire 2, ,, sous la forme
[al/p2n] +pB+ [p]7, avec 3,7 € AF . On en déduit que [a] est la limite dans AF . de
la suite (z{f;)neN d’éléments de ﬁ%), et donc que [a] € A, ce qui permet de conclure.

Remarque 4.10. — On aurait pu utiliser la démonstration ci-dessus pour la prop. 3.6.
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