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0 Introduction

Le but de cet article est de donner une construction des périodes p-adiques des
variétés abéliennes qui soit la plus proche possible de la construction classique
dans le cas complexe. Plus précisément, soit X une variété abélienne définie sur une
extension finie K de Q,, et & un mod¢le de X sur les entiers de K. Soit B}z 'anneau
construit par Fontaine [F 2] et § le morphisme canonique de B, dans C,,. On peut
trouver un sous-anneau 4 de By tel que pour tout ke N, I'image de An(Ker6)*
dans (Ker6)*/(Ker6)**! soit bornée et tel que I'application 6 de Z'(4) dans X(C,)
soit surjective. Si w est une forme différentielle de seconde espéce sur X, on peut,
utilisant la loi de groupe sur X, construire une primitive F, de « bien définie a
addition d’une constante pres. Si u=(0, ...,u,,...) est un €lément du module de
Tate T,(X) de X, module jouant le role de H,(X(C), Z), on définit alors {w parla
u

formule

jo= lim p(F,(a,)~ Fola,®),
ou @ désigne la loi de groupe sur X, 4, Z(A) vérifie 8(4,)=u, et a,e X(A) est
choisi de telle sorte que ni g, ni a,®1, ne soient proches d’un pdle de w.

On peut poursuivre la similitude avec la situation complexe en utilisant un
analogue du logarithme de la fonction théta associée a un diviseur pour construire
des formes de Riemann p-adiques et on obtient alors des relations de Riemann
p-adiques.

Utilisant cette construction des périodes, on peut retrouver les périodes de
Hodge-Tate construites par Fontaine [F 3] et Coleman [C 1]. Remarquons qu’il
existe une méthode alternative utilisant I'extension universelle de X, pour
construire les périodes p-adiques. Cest la méthode originellement suivie par
Fontaine et Messing dans un travail non-rédigé (voir aussi la note ajoutée sur
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épreuves 4 la fin de [C 1]) et utilisée par Wintenberger [W] pour traiter le cas des
variétés abéliennes sur une base.

Le plan de I'article est le suivant. Dans le par. 1, on rappelle la théorie complexe
sans démonstration. On en profite pour définir par voie transcendante un certain
nombre d’objets algébriques. Le par. 2 est consacré a la définition d’un certain
nombre de sous-anneaux de Bj, qui interviendront par la suite. Dans le par. 3,
pour donner un avant-golit des méthodes (sans les complications d’ordre
technique) et des résultats dans le cas des variétés abéliennes, nous donnons la
construction des périodes p-adiques des groupes formels. Dans le par. 4, nous
donnons la construction de F, et des fonctions thétas p-adiques (ou plut6t de leur
logarithme) et dans le par. 5, nous commengons par montrer I'existence d’un sous-
anneau A de B} ayant les propriétés annoncées au début de l'introduction et nous
donnons la construction des périodes des variétés abéliennes. Le reste de I'article
est consacré a divers compléments: comparaison avec les périodes de Hodge-Tate,
raffinements dans le cas de bonne réduction.

1 Périodes complexes

Dans ce paragraphe, nous rappelons sans démonstration un certain nombre de
résultats classiques. On peut trouver les démonstrations dans les livres de
Mumford [M] et Swinnerton-Dyer [S]. Soit K un sous-corps de C et X une variété
abélienne de dimension d définie sur K. La loi de groupe sur X sera notée par @ et,
si neZ, 'endomorphisme multiplication par n sera note par [n]. Soient
(@, ...,w,) une base du K espace vectoriel H°(X, Q}) des formes différentielles
holomorphes, (0,,...,0,) la base de l'espace des dérivations invariantes sur X
duale de (@, ..., »,) et 4 le réseau de C* image de H,(X(C), Z) par I'application

u—>(fwy,...fws). On a un isomorphisme de groupes de Lie compacts de

C?%/A sur X(C) et donc une surjection pr de C? sur X(C).

Soit H)x(X) le quotient de I'espace vectoriel des formes différentielles de
seconde espéce par celui des différentielles de fonctions rationnelles sur X. On
munit HLx(X) de la filtration de Hodge en posant Fil°(Hpg(X))=Hpx(X),
Fil' (HLx(X))= HO(X, Q%) et Fil>(H},x(X))=0. Si w est une différentielle de seconde
espéce sur X définie sur K, soit f,, une primitive méromorphe de pr*w sur C?. Alors
la fonction f(zo+2;+25)—fu(Zo +21)—fulzo +22) + fu(zo) de (C%)? dans C est
périodique de période A* et induit par passage au quotient une fonction
rationnelle F3 sur X> définie sur K. On peut d’ailleurs définir F_ purement
algébriquement comme la fonction rationnelle sur X? vérifiant Fy(x,,0,x,)
=F3(x4, X;,0)=0 et dont la différentielle est m% ; »w—md 0 —mk 50 +mo,
ou, si I est une partie de {0,1,2}, alors m, est 'application de X 3'dans X qui a
(Xo» X4, X,) associe P x;. Siue H,(X(C), Z)et si ae C? n’est pas un pdle de f,,, alors

iel

fiw)+a)—f,(a) Illee dépend que de u et de la classe de o dans Hpg(X) et
application «périodes complexes» (w,u)— [ de Hpp(X)x H(X(C),Z) ainsi

u
obtenue est bilinéaire et non-dégénérée quand on étend les scalaires a C.
Soit D un diviseur de X défini sur K et 6, une fonction théta associée au diviseur
D. Clest une fonction méromorphe sur C? de diviseur pr*(D) et qui vérifie 'équation
fonctionnelle

On(z + 4) = exp(a,(2))05(2),
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ou a, pour A€ A est une fonction affine de z. Ces deux propriétés ne définissent 4,
qu’a multiplication prés par un facteur de la forme exp(P(z,, ...,z,)) oi P est un
polyndme de degré total inférieur ou égal a 2. La fonction

Op(zo +21 +2,+23)0p(20 +21)0p(z0 + 25)0p(z0 + 23)
Op(zo+ 21 +2,)0p(z0 + 2, +23)0p(z0 + 2, +23)0p(20)

estindépendante du choix de 8, périodique de période 4* et induit par passage au
quotient une fonction rationnelle Fj, sur X* définic sur K. On peut aussi
caractériser F, algébriquement comme la fonction rationnelle sur X* vé-
rifiant  Fp(xq, X4, X5, X3)=1 si x;, x, ou x;=0 et dont le diviseur est

ar-1
—1)cer m?i,}u,D.
1c(i;2,3)

fD(ZOa 21’22’23)=

1.1)

Ecrivons df,/0,= Z g: pdz;. Alors dg; ;, est périodique de période A et est

Pimage réciproque pr*((u, p) d’une forme différentielle sur X de seconde espéce w; ;,
et on peut normaliser 6, (ce que nous supposerons avoir fait) de telle sorte que w; 5
soit définie sur K si 1 <i<d. On peut aussi caractériser algébriquement le vecteur
(w4, ps ..., w4, p) [2 addition prés d’un vecteur de la forme M(w,, ..., w,) ou M est une
matrice symétrique a coefficients dans K] par les propriétés suivantes (cf. [C,
Theorem 107]):

d

@) Y o;pAw;=0.
i=1

(i) SiaeX(C)estun pointdem-torsion, et sit, désigne I'application x— x@a, il
existe, & multiplication par une constante non-nulle prés, une seule fonction
rationnelle G, ,, de diviseur m(t¥D—D) et on a d(0,G,, p/G, p)=m(t¥w; p—w; p).
Remarquons que I'on a une formule analytique donnant G, . En effet, si ae C?
vérifie pr(a)=u, alors 'application

Op(z+a)"
z)" " 10,(z + ma)

ga, D(z) = 01)(

est périodique de période A et induit G, j, par passage au quotient.
On associe a D une forme bilinéaire alternée E; , (forme de Riemann) sur
H (X(C),Z) a valeurs dans 2izZ de la maniére suivante. Soient ae C?—pr*D,
uy,u € H (X(C),Z) et y,, un chemin dans C?allant de a 4 a+i(u ;) et ne rencon-
trant pas pr*(D). Alors (j + § - [ - [)dGD/()D ne dépend pas du
Yuy W)+ yu, U2+ vy, Yuy
choix des y,, et sera noté par définition Ej, ,(u,,u,). On a la relation de Riemann

d
Ep o(ug,uy)= 3 <.f w;,pfw;— [ p| wi)’
i=1\uy uz uy uy

Il existe une version algébrique ("accouplement de Weil)de E;, .. Si« et f sont des
points de m-torsion de X(C), la fonction

Gy, p(xD )G, pfx)
Gy, p(X)G,, p(xDB)
est constante égale a une racine m-iéme de I'unité que nous noterons e, p(a, f).

Soient a, be C? tels que pr(a)=ua et pr(b)=f. Si P, (X)= Z G mX e Z[X] est le
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quotient de la division de X" —mX +m—1 par (X —1)?, posons

m—2
Fo (Vo Y1, ¥2)= kLIO Fp(yo®L[kly2, y2, y2, y1) " %, (1.2)

Utilisant la formule (1.1), I'expression analytique pour G, ; et l'intégration de
d6,/0;,, sur un contour bien choisi, on obtient:

Op(z +mb)0y(z+a)fp(z+ma+b)

om0l B)= (o mb+ a)fyz + b)niz + ma)
=Fm’9(x, a’ ﬂ)
Cexp <ED,m(i“1(r:1na),iﬁl(mb))>. (1.3)

2 B,y et certains de ses sous-anneaux

Rappelons briévement la construction, due a Fontaine (cf. [F 2; F 4]), de 'anncau
B, . Soient p un nombre premier, Q, une cldture algébrique de Qp, ¢ I'anneau des
entiers de Qp, C, le complété p-adique de Qp, O, son anneau d’entiers, 9 la
valuationde C, normahsee par f(p)=1et |x|,= ~*91a norme usuelle sur C,,. Soit
R Tensemble des suites x =(x™), ne N d’ elements de Oc, vérifiant (x* 1y’ .
On fait de R un anneau de caractéristique p valué et complet en posant vg(x)
=H(x?), puis x + y=s avec s = lim (x@ ™yttt mypT et xy=t avec t™ = x"y®,

Soit W(R) 'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans R et si x € R, soit [ x]
son représentant de Teichmiiller dans W(R). Soit 8 I homomorphlsme de W(R)

dans O, qui & (Xg, X1, s Xps )= Z p"[xE™"] associe Z p"x™, Alors 0 est
surjectif et son noyau est un 1dea1 pr1n01pa1 Notons encore 0 T homomorphlsme de
W(R)[p~']dans C,etsoit By, = lim W(R)[p~ 11/(Ker 0)". On peut prolonger 6 par

continuité a B, et alors By est un anneau de valuation discréte, d’idéal maximal
Kerfetde corps résiduel C,. De plus, si pour k,neN, on pose U, ,=p*W(R)+I",
alors B, est aussi le séparé complete de W(R)[p~ 1] pour la topologle obtenue en
prenant comme systéme fondamental de voisinages les x+U,,, pour
xeW(R)[p~'] et n,keN. On munit B}, d’une filtration en posant Filf ‘(Bpg)
=(Ker)i siieN.

D’aprés le théoréme de structure des anneaux de valuation discréte complets en
égale caractéristique, le morphisme 8 de By, sur C, posséde une section (non
canonique) mais cette section ne peut &tre choisie ni continue, ni méme compatible
a laction de Gal(Qp/Qp) Par contre, Q, s’identifie canoniquement a la cloture
intégrale de Q, dans Bj,. Notons B le corps des fractions de Byy; si x est
n’importe quel element non-nul de Fil}(Bjy), alors on a Byp=Bj[x"].

Si K est une extension finie de Q,, soit O 'anneau de ses entiers et A;,¢ x le
sous-anneau de B} engendré par W(R) et Og. Alors Ay g estle Og-épaississement
p-adic infinitésimal universel de Oc, (cf. [F4]) et Ker0nAy, x en est idéal
principal. Soit 7, (resp. gg) ouencore (resp 0)s’iln’y a pas de risque de confusion,
une uniformisante de (OK (resp. un generateur de Kerfn A, ). Si keN, le sous-
anneau fermé A, ([[7 *¢]] de Bjp ne depend pas du choix de 7 et g et sera noté
A¥¢ «; en particulier, on a Ak K—Amf x St k=0.
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Soit u un générateur de Ker 6nW(R). Notons WF2(R) le sous-anneaude B, des
o]
élements x de la forme Y x,u", ou n!u, est une suite d’éléments de W(R) tendant

n=0

vers 0. Posons B}, = WFPP(R)[p~1] et soit ¢ 'endomorphisme de Frobenius de
B, obtenu en prolongeant par continuité l'action canonique de Frobenius
(x05 --- L) (xE, . ...)de W(R). Si K est une extension finie de Q,, notons
Ao k le sous-anneau de BDR engendré par WFP(R) et Oy et BY = ACns x[p™'1
Sl K, est 1extens10n non-ramifi¢e de Q, maximale incluse dans K, on a

s, KNK ®x,Bais €t on note cpxlendomorphlsme id®q*o %lde B}, «. SlkeN
posons Acrns K™ Acns K SI k 0 et Acrls K_A{‘n+f lK Sl k21

Lemme 2.1. Soient e Findice de ramification absolu de K, p® plus petite puissance de p
supérieure ou égale a e et r(e)=sup{em—p™*|m—seN}. Si, ue(4k,; nKerb) et

,neN avec [Zn, alors yl—e ALY LI
Démonstration. Le cas k= 1 étant plus facile que le cas k =0, nous ne traiterons que
le cas k=0. Soit x=(x")eR tel que x'¥=mn. Alors [x]—= est un générateur de
A;qc xnKerf et on peut se ramener au cas [=n=p™ et u=[x]—7n. On a vg(x?")>1
et on peut donc trouver ye W(R) tel que a=[x]"—py appartlenne a
(W(R)nKerf). On peut alors écrire u” =a + nff avec f € Ay x. On obtient, sim=s,

w" o (a+aByt o (p" -1t

== Y g

p p i+j=pm-s L. J:
Comme %e A g et PP TenT"@0, on en déduit le résultat.

i! ’
Corollaire. Si FeK{[[z,,...,z,]] vérifie
(i) F(0)=0;
d

(il) dF = Z fdz; avec fie AL k[[n 7%z, ..., m7*241],
et si u=(u1, .. u,,)e( ke kN (Ker0)), alors Fluyen @Ak, «.

1” 1
Si xeBpy vérifie |6(x)—1|,<1, alors la série log,(x)= Z (= ) —t (x—1)"

converge dans Bj,. On peut étendre log, de maniére unique en un homomorphis-
me de (Bjg)* dans Bj, vérifiant log,(p)=0.

3 Périodes p-adiques des groupes formels

Avant de construire les périodes p-adiques des variétés abéliennes, nous allons
considérer la théorie correspondante (plus simple) pour les groupes formels (voir
{F 1] pour les résultats mentionnés sans démonstration dans ce paragraphe). Soit
K une extension finie de Q,, K, 'extension non-ramifiée de Q, maximale incluse
dans K, o le Frobenius absolu de K, et I" un groupe formel commutatif défini sur
Ok, de dimension d et de hauteur finie h. Nous noterons @ la loi de groupe formel
et si neN, nous noterons [n] 'endomorphisme multiplication par n de I'. Soit
d

Ok[1X;...,X]], Talgebre affine de I Si o= Y afX,,...XJ)dX; ol
i=1

a(X)eK[[X,,..., X,]] est une forme différentielle fem;ée, notons F, I'unique



634 P. Colmez

élément de K[[X,,....X, ] vérifiant dF,=w et F (0)=0 et soit
F2eK[[X,,.... X4 Y3, .. Yd]] la série formelle donnee par la formule F2(X,Y)
=F, (X®Y)-F (X)— w( Y). Une forme différentielle fermée w sera dite exacte s’il
existe reN tel que n'F € Ox[[X,, ..., X,]], de seconde espéce s’il existe re N tel
que TF2e0[X,,....XsY,,..., Y]] et invariante si F2=0. Notons Q, le
K-espace vectoriel des formes différentielles invariantes; c’est un K-espace
vectoriel de dimension d. Notons H,x(I') le K-espace vectoriel quotient de 'espace
des formes différentielles de seconde espéce par celui des formes différentielles
exactes; c’est un K-espace vectoriel de dimension h muni de la filtration
Fil®(HLo(D)) = H}g(I); Fil* (H (D)) = Qp, Fil*(H} (I'))=0. Soit D(I') le module de
Dieudonné de I', c’est-a-dire le sous-K -espace vectoriel de H)g(I') des formes
différentielles a coefficients dans K. Alors, on a H}g(I)= K@, D(I') et D(I') est
muni d’une action o-semi-linéaire donnée par la formule ¢(w)
=’((X,), ...,(X»)P). Soit finalement T(I') le module de Tate de I'; c’est un
Z -module de rang h muni d’une action de Gal(K/K).

Proposmon 31. Soit w wune forme différentielle de seconde espéce,
u=(0,.. . )e T(T) et f,€(Ay, ) tel que B(d,)=u,. Alors

(i) la suzte — "F (8,) converge dans B} g vers une limite qui ne dépend que de u
et de l'image de w dans Hpg(I').

(i) Lapplication périodes(w,u)— {w de Hyx(I') x T(I')dans BL;, g ainsi définie
est bilinéaire, respecte les filtrations Ei.e. { weFil' (B}g) si weQ,) et commute a
Paction de Gal(K/K) [i.e. g(j" cu> = j" o si geGal(K/K)].

(iii) Si weD(I), alors jweBms et (p(j w) = £¢(w).

Remarque. Le signe définissant les périodes est 'opposé de celui auquel on
penserait naturellement; on peut le justifier de la maniére suivante. Si

u=(..., U, ...)€ T(G,), on aimerait bien que exp (p j qui est une série

1+x
convergeant dans B, soit égal a la racine p"-iéme de l’unlte &,=1+u,. Cecin’est

pas possible, mais avec le signe que 'on a choisi,onaexp{ p~" %—) e le] 7,

ou [¢,] est le représentant de Teichmiiller de (g, ..., &, 4+ ...)eR. De plus, si on
utilise I'identification canonique de C,(1) avec K® T,(Qyz0,), 'image de j

du,
Ttu > (cf. par. 6).

Passons maintenant 4 la demonstratlon de la proposition. Par définition de
seconde espéce, il existe re N tel que 'F2 e Ok[[X 4, ..., X, V), ..., Y]] et on vérifie
facilement que ceci implique qu’il existe s > r tel que n*w soit a coefficients entiers et
donc, F, converge dans By pour tout x =(x, ..., x,) €(Bpg)® tel que |6(x;)|,<1 si
1<i< d En particulier, F (4,) converge dans BDR Nous aurons besoin du lemme
suivant.

14+x

modulo I? est égale a 1®<

Lemme 3.2. (i) Si x=(x1, ..., Xs) € (Ao, x)° est tel que |0(x)|, <1 pour 1 <i<d, alors
Fol[p1X) = P X)€" Ay .

(i) Soit r(e) [lentier introduit au lemme2.l. Si y=(yy...,Js) avec
Vi—X; € Ains. x"Ker0, alors F(y)—F (x)en " ""@4 . «.
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Démonstration. (i) Utilisant le fait que n°F2 est a coefficients entiers, on montre par
récurrence que

(F o([k1%) — kF o(x)) = m*F3(Tk —1]x, x) + n%(F ,([k — 1]x) ~ (k ~ )F ,(x))

est a coefficients entiers; ce qui pour k=p nous donne le résultat.
(ii} Cest une conséquence immédiate du lemme 2.1.
Ecrivons alors

pn+lFm(an+ 1)—pnFm(an):p"(pFw(ﬁn+ 1)_Fw([p]ﬁn+1))+p“(F([p]an+1)_Fm(ﬁn»s

on voit, en utilisant les (i) et (i) du lemme 3.2, que p"*'F,(d,.,)
—p'F (0, en " ""94 . x et donc que la suite —p"F,(4,) converge dans
B x- L'indépendance par rapport au choix de #, est alors immédiate, ainsi
que le fait que la limite ne dépend que de image de o dans H)x(I).

(i) Lalinéarité par rapport a w est immédiate et celle par rapport a u vient de ce
que p"F (4,)+p"F (&) —p"F (ﬁ @)= —p"F((,,a,) tend vers O quand n tend
vers l'infini. Si ge Gal(K/K) et #, € (A, x)? vérifie 0(d,) =u, alors, g(d,) € (A, x)° €t
vérifie 8(g(1,)) = g(u,,). Comme F est d coefficients dans K, on a F (g(4,)) = g(F ,(11,))
et donc g [ w\= [ w. Finalement, si weFil'(Hpg(), on a F(u,

glw)
=p "F| ([p"]u,,) 0 et donc F(4,) e Fil' (B, «); on en déduit que I'application
périodes respecte les filtrations.

(i) Si u,=(Xp 1, s Xpgh SOit y,;€R tel que y=x,, Posons
G, =([yn1); .- [Vn.al). I est alors clair que si weD(I'), alors F w(u,,)eBc,,s

@(F ,(4,) = F 4(13,) et donc, par passage a 1a limite, que jw est dans le sous-anneau

fermé BJ, de B x et que l'on a (p(f w) = [ p(w).

4 Intégration p-adique sur les variétés abéliennes

Soient K une extension finie de Q, et X une vari¢té algébrique de dimension d
propre et lisse sur K. Une application de X(B;) a4 valeurs dans B, sera dite
localement analytique si pour tout x e X{(B5) et pour un choix (donc pour tout
choix) de paramétres locaux zy, ..., z,, il existe F, e Byg[[2}, ..., 2] et re R tels que
F (z;, ...,z,) converge si |0(z;)|,<r et coincide avec F sur ce voisinage de x. Une
fonction F de X(B}g) dans Bpy sera dite localement méromorphe si elle peut
s’écrire comme quotient de deux applications localement analytiques; elle sera dite
a singularité logarithmique si il existe des applications localement analytiques
Gl, cGaet Ay, .., 4, €Bfg, tels que F soit localement méromorphe sur X(Bpz)

- U {x|6(G(x))=0} et telle que F — 2 4:dog,(G) se prolonge en une fonction

localement méromorphe sur tout X (BDR) Par exemple, une fonction rationnelle
sur X est localement méromorphe, et si w est une 1-forme différentielle rationnelle
fermée, on peut trouver une fonction a singularité logarithmique (et méme
localement méromorphe si @ est de seconde espéce) F, telle que dF ,=w;
Pexistence d'une telle F, est assurée par le fait que la topologie p-adique est
totalement discontinue, mais bien sir, ceci implique que F, n’est déterminée qu’a
addition d’une fonction localement constante pres.
Dans le reste de cette section, X sera une variété abélienne.

Proposition 4.1. Soient w une différentielle de seconde espéce sur X et F>, la fonction
rationnelle sur X3 introduite au par. 1; il existe alors une fonction F, localement
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méromorphe sur X(Bjg), unique d addition d’une constante prés telle que
() dF ,=w;
(i) F (xOG-)x ®x2) — Fo(Xo®X1) — F (X0 @ %) + Fo(X0) = F (X0, X1, X5)-
De plus, cette intégration posséde les propriétés de fonctorialité suivantes.
(iii) Si w=4dF est fermée, alors F,=F et si f:X,—X, est un morphisme de
variétés abéliennes et w est une forme différentielle de seconde espéce sur X ,, alors
Ff*a) =f*Fu)

Remarque. (i) Si w e H(X, Q%), alors F3 estidentiquement nulle et il y a un choix de
F, meilleur que les autres: c’est celui obtenu en posant F_(0)=0. Dans ce cas, F,
n’est autre qu'un logarithme de X et en particulier, on a F (x)=0 si x est un point
d’ordre fini. Dans la suite de cet article, nous prendrons systématiquement ce choix
de F,, pour we HY(X, Q3).

(ii) Si X a bonne réduction, Coleman [C 2] a donné une autre construction de
F,, mais on vérifiec facilement en utilisant la fonctorialit¢ de sa théorie de
Pintégration p-adique que sa construction de F, vérifie la propriété (ii) de la
proposition 4.1 et donc coincide avec la notre.

Proposition 4.2. Soit D un diviseur de X, w, p, ..., 0y p les différentielles de seconde
espéce introduites au par. 1 et si 1<i<d, soit F; p, une primitive de w; p dont

Pexistence est assurée par la proposition précédente et wp= Z F; pw;. 1l existe

alors une fonction ly, unique a addition d’une constante preés, localement analytique
sur X —{x|0(x)e D(C,)} et a singularité logarithmique le long de D vérifiant
(1) dip=awp,
(i) Ip(xo@x DX, D x3)—Ip(Xo@x1 D x3)— Ip(xoDx; D x3)—Ip(xoDx,Dx3)
+Ip(xo@x1) +Ip(xoDx,) +Ip(xo@Dx3) — Ip(xe) = lng(FD(x0> X1, X3, X3)).

Lemme 4.3. Soit V un voisinage de lorigine dans X (B

(i) On peut trouver un ouvert U de X(Bjr) contenu dans V qui est un sous-groupe
de X(Bpg).

(ii) Et alors, X(Bpg)/U est un groupe de torsion.

Démonstration. (i) Utilisant la loi de groupe formelle, on montre facilement que
’on peut trouver r>0 et un voisinage de I'origine isomorphe en tant que groupe
topologique au sous groupe de (Bjz)? constitué des (x,, ..., x,) verifiant |0(x;)|, <r
pour 1 <i<d, ce qui implique le résultat.

(i) Par compacite on montre que X(L)/U est de torsion pour toute extension
finie L de K, ce qui 1mphque que X (Qp)/ U est de torsion et le résultat suit de la
densité de Q dans Bjg. En fait les v01s1nages que nous considérons dans la suite
sont de la forme V= ()‘ 1(¥"), ou V' est un voisinage de 'origine dans X(C,) et on
peut prendre U de la forme 6~ 1(U’), on U’ est un sous-groupe ouvert de X(Cp);
dans ce cas, on a X(B})/U = X(C,)/U’ et le (ii) suit de la densité de Q, dans C,.

Remarque. Ce lemme est particulier & la topologie p-adique. Un tel U n’existe
pas sur les complexes et c’est ce qui explique que F, [resp. I,=1log(f,)] soit
multivalué, d’oti I'apparition des périodes complexes de w (resp. de la forme de
Riemann E;, ). A 'autre bout de I'échelle, si on regarde la topologie formelle, (ii)
n’est pas vérifié et dans ce cas on n’a pas d’unicité de la primitive. Remarquons
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aussi que I'on utilisé les morphismes de X fournis par la loi de groupe pour
harmoniser les constantes d’intégration. Si X n’est pas une variété abélienne on ne
dispose plus d’assez de morphismes algébriques (en général il n’y en a pas du tout)
et pour garantir une unicité de la primitive, on peut utiliser la géométrie rigide pour
laquelle on dispose de morphismes de Frobenius (du moins dans le cas de bonne
réduction); ¢’est approche choisie par Coleman [C2].

Passons maintenant a la démonstration de la proposition 4.1. Choisissons un
point ae X(Bjz) tel que 6(a) ne soit pas un pdle de w, une primitive formelle F, de »
en a et un voisinage V, de 0, formant un sous-groupe de X(Bp ) tel que F, définisse
une fonction analytique sur a®V,. Alors F, est uniquement déterminée a
I'addition d’une constante prés et de plus, on a Fy(xo@x;Dx,)— Fo(xo®Dx,)
— Fo(xo®x,)+ Fo(xo)=F3(xg, X, X,) pour tout (xg, x,,X,)€(@® V) x ¥, x V, car
les deux membres de I'égalité sont des fonctions analytiques sur ¥ ayant méme
différentielle et coincidant en (a,0,0). Si meN, définissons par récurrence des
fonctions f,, rationnelles sur X par f;(x)=0 et f,,, ;(x)=F3(a, [m]x, x)+ f,(x). Si
xea®@V,, alors f,(x)=Fy(a®[m]x)—mF (a®x)+(m—1)Fy(a). On en déduit les
¢galités valables pour tout x, ye X(Bj):

Sum{X) = fu(nX) +mf(x), @.1)
fm(x®y) _fm(x) —fm(y) = F?o(a’ [m]xa [m]y) - mFZ)(aa X, y) . (42)

Si xe X(Bpg), il existe me N tel que [m](x©a) eV, et si on veut que F, satisfasse la
condition (ii), on doit poser F  (x)=(Fy(a®[m](xOa))— f.(x))/m. On utilise
'identité (4.1) pour vérifier que cette définition ne dépend pas du choix de me N tel
que [m](x®a)e V, [F, est alors bien définie et satisfait 1a condition (i)] et on utilise
I'identité (4.2) pour vérifier que F, satisfait bien la condition (ii). Le (iii) est une
conséquence immédiate de l'unicité de F .

La démonstration de la proposition 4.2 est basée sur le méme principe.

d
Remarquons tout d’abord que w, est fermée. En effet, on a d( Y F; Dwi>
i=1

d
=Y ; pAw;=0(cf. par. 1). Choisissons un point ae X(Bpy) tel que &(a) ne soit
i=1

pas un pole de wp, une primitive formelle I, de w, en a et un voisinage ¥, de 0,
formant un sous-groupe de X(Bpy) tel que l, définisse une fonction analytique sur
a@®V,. Alors [, est uniquement déterminée a addition d’une constante pres et
vérifie I'équation fonctionnelle (ii) pour (x, X, X5, X3)€(@® V) x (V,)*. Si P(X)
=Y a.X*eZ[X] a un zéro d’ordre au moins 3 en X =1, soient ¥ b, X* le quotient
de P, par (X —1)* et Fp, p(x)=[] Fpla®[k]x, x, x, x)". Comme [, vérifie 'équation
fonctionnelle (ii) sur (a@®Vo)x(V,)®, on a, pour tout xeV,, log,(Fy p(x))
=Y alo(a®[k]x). Maintenant, si x € X(Bj), il existe me N tel que [m](x©a)e V.
Soit alors P,,=Y a,X*e Z[X] ayant un zéro d’ordre au moins 3 en X =1 et
vérifiant en plus g, +0et q,=0si k=+1 ou si k=0 modm. Il est clair que si on veut
que I, coincide avec I, sur a@V, et vérifie 'équation fonctionnelle (ii) sur X*, on
doit poser

Io(0) = :—1<log,,(FD,Pm(xea»— %, ola® LK1 (0).

On vérifie alors que [, est bien définie et satisfait les conditions demandées dans la
proposition 4.2 en utilisant ’équation fonctionnelle sur (a® V,) x (V,)>.
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5 Périodes p-adiques des variétés abéliennes

Soit X une variété algébrique propre et lisse définie sur K. Soit Z un mode¢le propre
de X sur Og. Soit U=Spec(O[X,,...,X,]/J) un ouvert affine de Z. Si,
Sis oSz l,,GJ et I est une partic 4 n—d éléments de [1,n], soit A/(f,....[,-a)

dt aX: 1<J<n d, iel

apartienne a I'déal de Ox[X,, ..., X,] engendré par J et les 4,(f,.... r-a), |

décrivant les parties 4 n—d éléments de [1,n] et (f},...,f,_4) les parties a n—d

éléments de J. Notons dfy, le plus petit k e N vérifiant la propriété précédente et si

9 est un recouvrement fini de & par des ouverts affines, posons dfy = sup dfy.
Ued

. Comme X est lisse sur K, il existe keN tel que n*

Finalement, définissons le défaut de lissité df, de £ comme la borne inférieure
des dfy,, ou % décrit les recouvrements finis de 4 par des ouverts affines. En parti-
culier, si & est lisse sur 0y, alors dfg=0.

Proposition 5.1. VkeN vérifiant k=d fg,

(i) l’apphcatlon canonique de X (At () dans & (Oc,) est surjective.

(1) sixeZ (Amf k) il exlste des parametres locaux z,, ..., z,, définis sur les entiers
tels que Oy CAL; ([[n %2y, ..., n 7 *2,]].

Démonstration. SixeZ (@CP), il existe un ouvert affine U =Spec(Ox[ X, ..., X,1/J)
de J contenant x, une partiec I 4 n—d éléments de [1,n] et fi, ..., f,_4€J tels que
0(ALf15 o fy— )(X¥) = k. Renumérotons les X; de telle sorte que I={d+1,...,n} et
notons F (resp. F), application

(Xps o X)X g s X X g X oo et X 1 o0 X))
[resp. (X1 e X)) =0, o0y 0y fi(X s v s X oo foedX 1s s X1,

Choisissons £, g,..., %, 0 € Ajpr, x €t Pen *M (A wr, k) Yérifiant 6(x)=x; et
6(P)= dF(x) ! et définissons pour m=1 une suite d’éléments y,,= (Ry e ®
de (n™™ A )" par la formule de récurrence

n, m)

Ym=Vm- 1~ P(Fo(ym- 1)) mod (Ker )"

11 est alors clair [car F O(y,,,)e(n ™ 4 e, x(Ker o)™ 1)"] que la suite y,, converge
vers un élément £ de (A% x) vérifiant (%)= x, ce qui permet de démontrer le (i).

Soit maintenant £e %(4%; x) et U=Spec(Ux[X,,...,X,]/J) un voisinage
affine de % tel que dfy, <k. Quitte 4 renuméroter les X, on peut supposer qu’il
existe fy, ..., fo_a€J tels que v Ay 1. i(fis - f-)(O(R) < k. Soient F, Fy et P
comme ci-dessus. Posons z;=X;—%; pour 1=Zi<d. Soit Y, =1 m--es Vaom)
E(TC mkAmf K[[zl, . zd]})n defini par YO"(ZD .. Zd’ > O) et Y Ym 1
—P(Fy(Y,,_ 1) modulo la puissance m+ 1-i€me de 11deal d’augmentation
de K®A;y k[[21,---,24]]. La démonstration précédente montre alors que la
suite Y, converge dans Ak K[[n ks 52 0] VETS (24, s Zis Vit 1s+-es Vr)
et donc X;=y;+%;€ Ak ([[n %z, ...,n7%2,]], ce qui implique Oy C
Ab . K[[n“"zl, ...,n " *z,]]. On en déduit le résultat.

Dans la suite de cette section, X sera une variété abélienne, 2’ un mod¢le propre
de X sur 0K Soit k un entier supérieur ou égal a df, Par construction, &' ((9C )
Sidentifie 2 X(C,) et Z (AL, x) s'identifie & X(K® A% x), ce qui fait que Z' (4%, K)
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est muni d’une structure de groupe abélien. Nous noterons @ la loi de groupe sur
X(Ak x)- Soit o une différentielle de seconde espéce sur X et soit 4 le diviseur
polaire de w. Si ye % (4%, ), notons U, y (resp. U,) lintérieur (au sens de la
topologie de Zariski) de  —(4uA4©y) (resp. £ — A) de telle sorte que la fonction
x> F(x)—F (y@®x) est élément de Oy K. Soit u=(...,u,....), o u n€Z(0c,),
un €lément du module de Tate T(X) de X Soient ﬁnalement U,e El” (AL x) vérifiant
O(M") U, et a,€ Uw i (Amf K)

Théoréme 5.2. (i) Si F,, est une des primitives de w définie a la proposition 4.1,
alors la suite p"(F ,(a,) — F ,(a,®1,)) tend vers une limite dans B, qui ne dépend que
de u et de la classe de o dans HL (X).

(i) L'application périodes p-adique (w,u)— [ w de Hpp(X) X T(X) dans By ainsi

définie est bilinéaire, commute a laction de Galois [i.e. g(f w>= | o si
u giu)

ge Gal(K/K)] , respecte les filtrations (i.e. fweFil!(Bjg) si we HY(X, .Q})) et est

non-dégénérée quand on étend les scalaires a Byg.
(i) Si D est un diviseur de X, et u,u,eT(X), alors epu;,u,)
—(1 €pn, DUy, 1, Un,2),...) est  élément de R.  Posons Ej (uy,u,)
logp([sD(ul,uz)]) on a la relation de Riemann p-adique

d
Ep, pluy,uy)= Z (f W pfw— fwpf wi)'
i= uy uy uz uy

Remarque. (1) Supposons que & est semi-stable et que I'origine est lisse sur (. La
loi de groupe sur X nous définit alors une loi de groupe formel sur le complété
formel de Oy ,. Ce groupe formel X est défini sur ¢ et est de hauteur finie. De plus,
si U est un ouvert de & contenant 0 et w est une forme différentielle de seconde
espéce (resp. fermée) sur X, élément de HO(U, Q,)®K, alors w définit une forme
différentielle de seconde espéce (resp. fermee) sur X et on obtient donc un
morphisme (surjectlf ) de Hpr(X) dans H}x(X). Comme T, (X ) est un sous-module
de T,(X), on a & priori deux applications périodes de 7} LX) x (X) mais on
montre facilement qu’elles coincident.

(ii) Supposons que X est définie sur K et que I'on a fixé des applica-
tions de K dans C et C, Lapplication qui & ueH,(X(C),Z) as-
socie (0,...,pr(p~"i(w)), ...) € T,(X) induit un isomorphisme entre T,(X) et
H(X(C),Z)®Z, De méme, Z,(1) a un générateur canonique, a savoir

—log, |:<1, - <2pl:t >, )]) et on vérifie, en utilisant la formule (2.3) que

'on obtient E,, , a partir de E,, ,, en étendant les scalaires a Z,.
Revenons a la démonstration du théoréme; nous aurons besoin du lemme
suivant,

Lemme 5.3. Il existe reZ tel que
(i) si beX(Alyx) e ajay€ U, oAk, x)s  alors  (F(a,)—F(a;®b))
(Fa)(aZ) Fw(aZC—Bb))Eﬂ' Amf K-
(i) SiueV,(Aks ), 0V, est lintérieur dans & du complémentaire de AU[p]*4,
alors Fw([p]u) me(u)ETE Amf K-
(i) Si a,beU, (Al x) ont la méme réduction modulo Ker6, alors F(a)
—F (b)en4A*

cris, K+
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Démonstration. 11 suffit, pour chaque propriété de trouver un r € Z qui la satisfait

(i) soit U, 'intérieur dans 2 du complémentaire de la réunion des images
inverses de A par les applications qui a (x,, x,, x;) € X associent x, x,, x; @ x5 ou
x,@®x5. Alors I'application (a,, a,, b)—> F2(a,,a,0a,,b) est élément de O, ®K et
donc il existe seZ tel qu'elle soit élément de n°Cy,. Comme de plus, si
a,a,e U, (A% x), alors (ay,a,,b) € U (AL §), on obtient:

(Fm(al) Fw(al@b)) (F (a2) Fw(a2®b)) Fs(al’a2@a19b)en Amf K-

(i) L’application x—F ([p]x)—pF ,(x) est €lément de O, ®K.
(iii) D’apres la proposition 5.1(ii), il existe s€ Z tel que w s’écrive au voisinage

de a sous la forme }: fAz4, ..., 25)dz; ou les z; sont des paramétres locaux en a

définis sur les entiers et fienr Ak ([[n %z, ..., m *2,]]. On conclut en utilisant le
lemme 2.1 et en posant r=s—r{e).

Revenons a la démonstration du théoréme. Soient W, Pintérieur dans Z du
complémentaire de DuDO1Y,, L[p]*DU[p]*DO4, et b, € W, (AL, ). Ecri-

vons alors p"* Y(F (a,. ) — F ,(@y+ 1 D1, + 1)) — P"(F o(a,) — F ,(a,®1,)) sous la forme

P*H(F (@ D= F @ 1 @y 1) —(F (s )= F by 4 1 Dy 1 1))
—p"(F (a,) — F (a,®14,)) — (F ([p1by+ 1) — F ([P1b, + 1 D1,)))
+ P (P(F (bn+ 1) = Fo(bp+ 1 @y 4 1)) — (Fo([p1bn+ 1) — Fo[p1s 4 1 D[Pty 4 1))
—p"(Fo([p1by+ 1 ®ihy)— F ([P1by+ B[P+ 1)),
on obtient, utilisant le lemme 5.3:

n+1(Fw(an+ 1) F (an+1®un+ l)) pn(Fw(an) Fw(a @un))enen T r(e)Acns K-

Ceci permet de montrer que la suite p*(F (a,)— F ,(a,®1,)) converge dans Bj; et
méme dans A%, «®K vers une limite qui est donc indépendante des choix de a, et
de 4,.

— Lalinéarité par rapport a w est immédiate et d’autre part il est immédiat que
si w est exacte, c’est-a-dire si F, € "0y, alors la limite est nulle, et doncla limite ne
dépend que de I'image de w dans H}g(X).

— La linéarité par rapport a u se démontre en utilisant le lemme 5.3(i) et en
écrivant

p"(Fa)(an) - Fm(an@ 12,.@ ﬁn)) = p"(Fw(an) - Fw(anC'B ﬁn))
+ pn(Fw(an@an) - Fw(an®ﬁn®6u)) .

— L’application «périodes p-adique» commute a laction de Gal(K/K) et
respecte les filtrations pour exactement les mémes raisons que dans le cas des
groupes formels (cf. la remarque suivant la proposition 4.1).

— L’indépendance par rapport a 4 et la fonctorialité se démontrent en uti-
lisant la fonctorialité de I'intégration ainsi que I'argument utilisé par Fontaine
[F 3, p. 390].

- Sl D est non-dégénéré la forme de Riemann Ep , est non- degeneree et la
non-dégénérescence de Papplication «périodes p- adlques» est une conséquence de
{ii1) qui est donc le dernier point & prouver pour compléter la démonstration du
théoréme. Soit U, I'intérieur dans 2 du complémentaire de la réunion des images
réciproques de D par les applications qui, a (X, o, f)e 2, associent x@®a, x®f,
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x®p"e, x®p"p, xDa®p"P et x®PDp"a. Soit F,. , la fonction rationnelle sur X3
définieau par 1.0na alors Fopn p€ O} carF . pet F !, appartiennent a0, ®Ket
de plus Fn p(x,0, B)=F . p(x, 0, 0)—1 Soient u;=(...,u, ;...) pour j=1,2, deux
¢léments de T (X). F 1na1ement soient 4, ef[ (AL, x) tel que 0(4, )=u, ; et
k E'%"(Iqu K) te] que (xm Uy, 15 Uy, 2)e Un(Amf K)

Lemme 5.4. On a
ED,p(ula ul) = ,}Ln; - pn logp(Fp",D()em an, 1> an, 2)) .

Démonstration. On a F . (%, d, 1,1, )€ A% . D’autre part, utilisant la formule
{1.3), on obtient:

Q(Fp", D(xm ﬁn, 1 ﬁn, 2)) = ep"_ D(un, 1 un, 2)
et le lemme découle de la théorie des périodes pour les groupes formels appliquée
au cas particulier de G,,,.
Maintenant, utilisant la formule (1.2) et "équation fonctionnelle satisfaite par
Ip, on obtient: Ep, (uy,u,)= lim y,, avec
H— o0

=p"(p(£, D8,  ®[P"1hy,2) — [p(X, D, 1) — (£, D[P 18, 1) + [p(R,))
=", @4, . B[P, ) — [n(R, D4, ) — 1p(X,D[p"11,, ) +15(%,).
Lemme 5.5. Soit Uy, lintérieur dans & du complémentaire de D et soient

x, € Up(Aly, ) vérifiant 8(x)=0(y). Si 1 i< d, s0it z;=F o (yOX) = F (y) — F )
Alors, on a

d
b=l + ¥ Fipx)zi+ gak(X)Z’i‘ i

ouk=(ky,...,ky) avec k;+...+k; 22 et a, € Oy K.

Démonstration. 0y &K est stable sous I'action de 0, ...,d,. D’autre part, on a
0,0,lp=0,F; pe Oy, ®K pour tout 14, j<d. Utilisant ces deux remarques ainsi
que la formule de Taylor, on obtient

d
a=[] —&leO, K,
i=1 k ! e
ce qui permet de conclure.
Soit r, e Z tel que n™ay € Oy, pour tout k vérifiant k, +... +k,<k. Les suites
F,([p"14,, ) =p"F, (4, ;) convergent dans B, vers jcu Il existe donc s,eZ

tel que VneN, F,([p"]4, )en™Ak; x+(Kerf* 1 On obtient alors, utilisant le
lemme 55 avee (X, y) - (*n®ﬁn. 1 '>e (—Bun, 1 ®[pn]un, 2) (xm 2 @ [Pn]“n, 2) (2 @un‘ 29
2,@4,,,®0[p"14,, ,) et (£, X,®[p"14,,,):

d
=p* Z (Fi, p(2a @y, 1) = F; p(X))F o, (8, ) — (F; p(Xn @y, 2) — F; p(Rp)F (1, 1))
mod rem~retksigl L+ (Kerfy 1,
ce qui permet de conclure, compte-tenu du fait que p™(F; p(%,@4,, )— F; p(X,)) tend

vers — [ w; ;, dans Bjg.

uj
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6 Comparaison avec les périodes de Hodge-Tate

Dans ce paragraphe, nous vérifions que l'application «périodes p-adique»
construite au par. S5 est compatible avec laccouplement {(w,u)g, de
HOX, Q}) x T(X) [resp. {w, )¢, de H(X, Ox) x T,(X)] a valeurs dans C (1) (resp.
C,) construit par Fontaine [F 3] (resp. Coleman [C1]).

Proposition 6.1. (i) Si we H(X,Q}), alors {w,udg, est l'image de [w dans
Fil! (B)/Fil2 (B = C,(1).
(i) <w,u>0n=9<f 03)

Démonstration. (i) Commengons par rappeler la constructionde {, Yg,. S0it Qg0
le module des Oy-différentielles de Kéhler de (z; c’est un Gal(K/K)-module
p-divisible de p-torsion canoniquement isomorphe a Fil'(Byg)/(Fil'(4y. &)
+ Fil2(B;g)), I'isomorphisme étant donné par la formule suivante: si xe O et
%€ Ay x + Fil?(Bpg) vérifie (%) = x, alors dx s’envoit sur I'image de x— % modulo
Fil'(4,,¢, )+ Fil*(Bjg). On déduit de 'isomorphisme précédent un isomorphisme
canonique de K® TI,(QQE,G,Kg sur Fil' (B3 )/Fil*(Bjg) = C,(1). Soit we H(X, Q3); il
existe re N tel que p'we HYZ, QL) et tel que pour tout couple de points x,y de
Z(Og), on ait (x®y)*(p'w)=x*(p'w)+y*(p'w) dans Q,_,.. On pose alors, si
u=(0,...,u,...)e T(X), avec u, e Z(0g):

{o,upp,=p "®(0, ..., uf(pw),.. ) eK® T;(Q(UE/WK) .
Soit U, =Spec(Ok[ Y;, ..., Y,.]/J) un voisinage affine de u, dans . Soit se N tel que
pPo= Y f(Y)dY;avec fie O Y,,..., Y,]. Soient x,, ..., x, € O les coordonnées
i=1

de u,, f,=(Ry,...., %) € U (AL ) vérifiant 6(d,)=u, et r=s+k. Effectuons un
développement limité de F,, au voisinage de u,, en utilisant le fait que F (u,)=0 et
dF ,=w; on obtient:

CPF8)= Y f(u)(p*x,—p*%,) mod Fil2(B)
i=1

=pur(pw)e Qogjox -
On en tire le résultat car [w= lim —p"F (i,).

u n—w
(ii) L'accouplement de Coleman est défini de la maniére suivante. Soit X la
variété abélienne duale de X. Soit u=(0, ...,u,, ...)e T,(X) et D, un diviseur de X
représentant u,. Soit ﬂ,eCp(X) ayant pour diviseur p"D,. On commence par
construire une application que nous noterons 4y (Coleman la note 6y, mais § a deja
deux significations dans cet article) de T,(X) dans HO(X, Q}®C,), en posant
df,

Ax()= lim ="

Puis on utilise 'isomorphisme canonique entre H'(X, 0y) et 'espace tangent
Porigine de X, lui méme canoniquement dual de H°(X,Q}) pour construire un
accouplement (, )y de HY(X,05) x H(X,Q2;®C,) a valeurs dans C,. On pose
alors,

<6{), u>Cn = (CU, }-x(“))x .
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Notons que pour donner un sens a cette formule, on n’a pas besoin de supposer que
X a bonne réduction. L’égalité {w,u)c,=0(|w) se démontre comme le théoré-
u

me 12 de [C1]. La démonstration est d’ailleurs une variante de la démonstration
des formules de Riemann p-adiques, mais dans laquelle on travaille avec dl;, au lieu
de I}, ce qui est un peu plus simple car on n’a pas besoin de prouver I’existence de

Ip. Remarquons aussi que le théoréme 12 de [C 1] comporte une erreur de signe
(cf. [C3D]).

7 Compléments dans le cas oti X a bonne réduction

Nous nous proposons de montrer que 'action de Frobenius sur les périodes
p-adiques provient de 'action de Frobenius sur H}g(X) que I'on obtient en utili-
sant la géométrie rigide.

Soit Z un modéle de X lisse sur Ox que nous supposerons muni d’une structure
de schéma en groupes sur Oy redonnant la loi de groupe sur X aprés extension des
scalaires 4 K (on peut montrer qu’un tel 2 existe toujours). Nous noterons encore
Z la variété analytique rigide sous-jacente. Si Y est un affinoide de & dont la
réduction modulo n est stable par Frobenius, nous dirons qu'un morphisme
analytique rigide de Y dans Y est un Frobenius si sa réduction modulo n coincide
avec le morphisme de Frobenius géométrique de la réduction de Y.

Si w est une forme différentielle de seconde espéce sur X, il existe une forme
différentielle ¢(w) de seconde espece sur X telle que, pour tout affinoide Y de &
dont la réduction est stable par Frobenius et tout Frobenius ¢, de Y, on ait

F(w)— Pp(w)=dfy, ou f; est une fonction méromorphe rigide sur Y. L’application
w— ¢(w) passe au quotient et nous donne une action de Frobenius sur H} x(X) que
nous noterons encore ¢.

Proposition 7.1. Si we Hpp(X) et ue T(X), alors jweBms ket Qg (j w) = [ P(w).
u
Démonstration. Nous savons déja que | weBc,is, x (cf. démonstration du
u
théoréme 5.2); pour démontrer le reste, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 7.2. Soit Y un affinoide défini sur O ayant bonne réduction modulo n. Soit ¢y
un Frobenius de Y. Alors, Vxe Y(Uc,), il existe %€ Y(Aiy, x) tel que 0(X)=x et
P(X)=Py(X).

Démonstration. L’application ¢y: Y(0¢,)— Y(Oc,) est surjective et la bonne
réduction de Y implique que l’apphcatmn 6 de Y(Aiy, x) dans Y(Oc,) est sur-
jective (cf. par. 4). Soient donc x, € Y(Oc,) tels que xq=x, ¢Y(x,,) X,_, €t
R,€ Y(Ajye ) vérifiant 6(%,)=x,,. Utilisant le fait que d¢py=0modulon
et ¢y(y)— @x(y)=0 modulo x, on montre facilement que

(i) la suite ¢3(x,) tend vers une limite £ € Y(A g),

(i) @x(%)= lim o(¢3(R)= im Gio(%,)= lim $Hpy(s,)

= Jim 83(%)) = (2
Revenons a la démonstration de la proposition. Soit U un Og-ouvert de & tel
que w et ¢(w) appartiennent & K®QJ,. Soit ¢, un Frobenius de U. On a alors
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O¥ () — Plw)=df, ou f est une fonction analytique rigide sur U. Utilisant le fait
que lintégration de Coleman est fonctoriclle, on obtient que @§(F,)—F,,)
=f+C' est bornée sur U. Soit u=(0,...,u,...)e T(X), i, la réduction de u,
modulo =, a,e U(4;y, x) tel que @gla,)=dyla,) et dont la réduction modulo 7
n’appartient pas a U©il,. On a alors 6(a,)®u,e U(O¢ ) et on peut trouver
0, € Z(Ayy, x) tel que 0(1,)=u, et pila,®4,)=dy(a,D4,). On obtient

Pk (I w) = lim p™(Fo(0x(an) — F o x(a, D))
= lin; PY(F o(@u(an) — Fo(du(a, D))
= '}LI?O p"(F¢(m)(an) - F¢(m)(an®an)) = £ (]5((1)) .
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