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0 Introduction 

Le but de cet article est de donner une construction des p6riodes p-adiques des 
vari6t6s ab61iennes qui soit la plus proche possible de la construction classique 
dans le cas complexe. Plus pr6cis6ment, soit X une vari6t6 ab61ienne d~finie sur une 
extension finie K de Qp, et Y" un mod61e de X sur les entiers de K. Soit B~R l'anneau 
construit par Fontaine [F  2] et 0 le morphisme canonique de B~R dans Cp. On peut 
trouver un sous-anneau A de B+R tel que pour tout k E N, l'image de Ac~(KerO) k 
dans (KerO)k/(KerO) k+ 1 soit born6e et tel que l'application 0 de Y'(A) dans X(Cp) 
soit surjective. Si co est une forme diff6rentielle de seconde esp6ce sur X, on peut, 
utilisant la loi de groupe sur X, construire une primitive Fo de eo bien d6finie ~t 
addition d'une constante pr6s. Si u =(0 . . . .  , u . . . . .  ) est un 616ment du module de 
Tate Tp(X) de X, module jouant le r61e de HI(X(C ), Z), on d6finit alors ~ ~ par la 

U 

formule 

I o) = lim p"(Fo~(a,)- Fo(a.Oa.)), 
u n - - * o o  

off �9 d6signe la loi de groupe sur X, ~. ~ X(A) v6rifie 0(ft,)= u, et a. e ~(A) est 
choisi de telle sorte que ni a. ni a , |  ne soient proches d'un p61e de o). 

On peut poursuivre la similitude avec la situation complexe en utilisant un 
analogue du logarithme de la fonction th6ta associ6e ~ un diviseur pour construire 
des formes de Riemann p-adiques et on obtient alors des relations de Riemann 
p-adiques. 

Utilisant cette construction des p6riodes, on peut retrouver les p&iodes de 
Hodge-Tate construites par Fontaine [F 3] et Coleman [C 1]. Remarquons qu'il 
existe une m6thode alternative utilisant l'extension universelle de X, pour 
construire les p&iodes p-adiques. C'est la m6thode originellement suivie par 
Fontaine et Messing dans un travail non-r6dig6 (voir aussi la note ajout6e sur 
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6preuves ~ la fin de [C 1]) et utilis6e par Wintenberger [W] pour traiter le cas des 
vari6t6s ab61iennes sur une base. 

Le plan de l'article est le suivant. Dans le par. 1, on rappelle la th6orie complexe 
sans d6monstration. On en profite pour d6finir par voie transcendante un certain 
nombre d'objets alg6briques. Le par. 2 est consacr6 fi la d6finition d'un certain 
nombre de sous-anneaux de B~R qui interviendront par la suite. Dans le par. 3, 
pour donner un avant-gofit des m6thodes (sans les complications d'ordre 
technique) et des r6sultats dans le cas des vari6t6s ab61iennes, nous donnons la 
construction des p6riodes p-adiques des groupes formels. Dans le par. 4, nous 
donnons la construction de Fo, et des fonctions th6tas p-adiques (off plut6t de leur 
logarithme) et dans le par. 5, nous commengons par montrer  l'existence d'un sous- 
anneau A de B+R ayant les propri6t6s annonc6es au d6but de l ' introduction et nous 
donnons la construction des p6riodes des vari6t6s ab61iennes. Le reste de l'article 
est consacr6 fi divers compl6ments: comparaison avec les p6riodes de Hodge-Tate, 
raffinements dans le cas de bonne r6duction. 

1 P6riodes complexes 

Dans ce paragraphe, nous rappelons sans d6monstration un certain nombre de 
r6sultats classiques. On peut trouver les d6monstrations dans les livres de 
Mumford [M] et Swinnerton-Dyer IS]. Soit K un sous-corps de C et X une vari6t6 
ab61ienne de dimension d d6finie sur K. La loi de groupe sur X sera not6e par @ et, 
si n~Z,  l 'endomorphisme multiplication par n sera not6 par In]. Soient 
(0)1 . . . . .  coa) une base du K espace vectoriel H~ 0 1) des formes diff6rentielles 
holomorphes, (01 ..... 0a) la base de l'espace des d6rivations invariantes sur X 
duale de (0)1 . . . . .  0)d) et A le r6seau de C a image de H1(X(C), Z) par l 'application 
u ~ ( ! c o  1 . . . . .  !~on]. On a un isomorphisme de groupes de Lie compacts de 

\u  u / 

Ca/A sur X(C) et donc une surjection pr de C a sur X(C). 
Soit H~R(X) le quotient de l'espace vectoriel des formes diff6rentielles de 

seconde esp6ce par celui des diff6rentielles de fonctions rationnelles sur X. On 
munit H~R(X) de la f l t ra t ion de Hodge en posant Fil~ 
Fil 1 (H~R(X)) = H~ 0~) et Fil 2 (H~g(X)) = 0. Si 0) est une diff6rentielle de seconde 
esp6ce sur X d6finie sur K, soit f,o une primitive m6romorphe de pr*0) sur C n. Alors 
la fonction f~(zo+Zl+Z2)-f~(zo+zx)-f~(zo+z2)+f~,(Zo) de (Ca) 3 darts C est 
p6riodique de p6riode A 3 et induit par passage au quotient une fonction 
rationnelle F 3 sur X a d6finie sur K. On peut d'ailleurs d6finir F~ purement 
alg6briquement comme la fonction rationnelle sur X 3 v6rifiant F3(xo, O, x2) 
= F3(xo, x1, 0) ~--- 0 et dont  la diff6rentielle est m~' o ,1 2} ~  - -  m~o ,~0)-- m~o 2}0) "~- m~o~0), 
0/1, si I e s t  une pattie de {0, 1,2}, alors mtes t  i' application de X 3 dans X qui ~i 
(Xo, xl,  x2) associe O xi. Si u ~ HI(X(C), Z) et si a ~ C a n'est pas un p61e de f~o, alors 

i~I  

f~(i(u)+a)-fo,(a) ne d6pend que de u et de la classe de 0) dans HIR(X) et 
l 'application ~p6riodes complexes>> ( 0 ) , u ) ~ c o  de H~R(X)xHI(X(C),Z) ainsi 

obtenue est bilin6aire et non-d6g6n6r6e quand on 6tend les scalaires ~i C. 
Soit Dun  diviseur de X d6fini sur K et 0o une fonction th6ta associ6e au diviseur 

D. C'est une fonction m6romorphe sur C a de diviseur pr*(D) et qui v6rifie l '6quation 
fonctionnelle 

OD(Z + 2) = exp(a~(z))0D(Z), 
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off a~ pour 2 ~ A est une fonction affine de z. Ces deux propri&6s ne d6finissent 0o 
qu'~ multiplication pr6s par un facteur de la forme exp(P(z l ..... zu)) off P e s t  un 
polyn6me de degr6 total inf6rieur ou 6gal ~i 2. La fonction 

OD(Z 0 § Z 1 -F Z 2 § z3)OD(Z 0 "-F Z1)OD(Z 0 § Z2)OD(Z 0 § Z3) (1 .1 )  

fo(Zo, Zl, Z2, Z3) = 0D(Z ~ § Z 1 § Z2)OD(Z 0 § Z 1 -~- z3)OD(Z 0 § Z 2 § z3)OD(Zo) 

est ind6pendante du choix de 0o, p6riodique de p6riode A 4 et induit par passage au 
quotient une fonction rationnelle F 0 sur X 4 d6finie sur K. On peut aussi 
caract6riser F 0 alg6briquement comme la fonction rationnelle sur X 4 v6- 
rifiant Fo(xo, X ,  Xz, X3)=l si x~, x2 ou x 3 = 0  et dont le diviseur est 

E ( -  1) Ca'a'- lm~o~,,O. 
Ic{1 ,2 ,3}  

d 

Ecrivons dOo/O o = ~, gi,odzi. Alors dgi, o est p6riodique de p6riode A et est 
i=1 

l'image r6ciproque pr*(coi, o) d'une forme diff6rentielle sur X de seconde esp6ce coi, o 
et on peut normaliser 0D (ce que nous supposerons avoir fait) de telle sorte que C%O 
soit d6finie sur K si 1 < i < d. On peut aussi caract6riser alg6briquement le vecteur 
(COl,re..., COd, o) [a addition pr6s d'un vecteur de la forme M(COx .. . .  , COd) Off M est une 
matrice sym&rique ~ coefficients dans K]  par les propri6t6s suivantes (cf. [C, 
Theorem 10]): 

d 

(i) Z COl, o ^COi = 0. 
i = 1  

(ii) Si ~ ~ X(C) est un point de m-torsion, et si t~ dSsigne l'application x-~x@~, il 
existe, h multiplication par une constante non-nulle pr6s, une seule fonction 
rationnelle G~, o de diviseur m(t*D-D) et on a d(c31G,,o/G~,o)=m(t*COi, o-COi, o). 
Remarquons que l 'on a une formule analytique donnant G~,D. En effet, si a ~ C a 
v6rifie pr(a)= g, alors l 'application 

O o(z + a) m 
g,, D(Z) = Oo(z)m_ 10D(Z + ma) 

est p6riodique de p6riode A et induit G~,o par passage au quotient. 
On associe ~ D u n e  forme bilin6aire altern6e Eo, o~ (forme de Riemann) sur 

H~(X(C),Z) ~ valeurs dans 2ircZ de la mani6re suivante. Soient aeCa-pr*D,  
ul, u2 ~ HI(X(C), Z) et ?uj un chemin dans C a allant de a ~ a + i(us) et ne rencon- 
trant pas pr*(D). Alors \yu (~  + ~ - ~ - ~ d 0 ~  ne d~pend pas du 

i i(ul)+Yu2 i(u2)+~'ul 2 / 
choix des ?uj et sera not6 par d6finition ED, ~(u~,u2). On a la relation de Riemann 

d 

I1 existe une version alg6brique (l'accouplement de Weil) de ED, ~. Si ct el fl sont des 
points de m-torsion de X(C), la fonction 

Ga,o(x~)G~,o(x) 
Ga,o(x)G~,o(x~)fl) 

est constante 6gale fi une racine m-i6me de l'unit6 que nous noterons era, o(,, fl). 
m - 2  

Soient a ,b~C a tels que pr(a)=ct et pr(b)=fl. Si Pro(X)= ~ ak, r, X k E Z [ X ]  est le 
k=O 
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quotient de la division de X " - m X  + m - 1  par ( X -  1)2 posons 
m - - 2  

Fm.D(Yo, Ya,Y2) = I] Fo(Yo~[k]y2 ,  YE, YE, Yl) - ~ ' " .  (1.2) 
k = 0  

Utilisant la formule (1.1), l'expression analytique pour G~, o et l'int6gration de 
dOo/O o sur un contour bien choisi, on obtient: 

Oo(z + mb)Oo(z + a)Oo(z + ma + b) 
e,,, ,(~t, fl) = Oa(z + mb + a)Oo(z + b)Oa(z + ma) 

= F, . ,  D(X, 0~, fl) 

" -exp(Eo'~176 . (1.3, 

2 Ba~ et certains de ses sous-anneaux 

Rappelons bri6vement la construction, due fi Fontaine (cf. [F 2; F 4]), de l'anneau 
B~R. Soient pun  nombre premier, Qp une cl6ture alg6brique de Qp, (9 l'anneau des 
entiers de 0p, Cp le compl6t6 p-adique de Qp, (gcp son anneau d'entiers, 0 la 
valuation de Cp normalis6e par 0(p) = 1 et Ixlp = p-  o~x) la norme usuelle sur Cp. Soit 
R l'ensemble des suites x =(x~")), n e N d'616ments de (gcp v6rifiant (x r 1))~ =x~,~. 
On fait de R u n  anneau de caract6ristique p valu6 et complet en posant VR(X) 
= O(x~O)), puis X + y = S avec s t") = lim (x r + m) + yr +,,))p" et xy = t avec t ~") = xr ~"). 

m--+~  

Soit W(R) l 'anneau des vecteurs de Witt ~i coefficients dans R et six e R, soit Ix] 
son repr6sentant de Teichmfiller dans W(R). Soit 0 l 'homomorphisme de W(R) 

dans (9c, qui ~ (Xo, X l , . . . , x  . . . . .  )=  ~, p"[xP, -"] associe ~ p"xt, ",. Alors 0 est 
n = O  n = 0  

surjectif et son noyau est un id6al principal. Notons encore 0 l 'homomorphisme de 

W ( R ) [ p -  i] darts Cp et soit BgR = li, Lm_m W ( R ) [ p -  1]/(Ker 0)". On peut prolonger 0 par 
n 

continuit6/t B+R et alors B~R est un anneau de valuation discr6te, d'id6al maximal 
Ker0 et de corps r6siduel Cp. De plus, si pour k, n e N, on pose U,, k = pk W ( R ) +  1", 
alors B~R est aussi le s6par8 compl6t6 de W(R)[p- 1] pour la topologie obtenue en 
prenant comme syst6me fondamental de voisinages les x + U . . k ,  pour 
x e W ( R ) [ p  -1] et n, k e N .  On munit B+R d'une filtration en posant Fili(B+g) 
= (Ker 0) i si i e N. 

D'apr6s le th6or~me de structure des anneaux de valuation discr6te complets en 
6gale caract6ristique, le morphisme 0 de B ~  sur Cp possSde une section (non 
canonique), mais cette section ne peut ~tre choisie ni continue, ni m~me compatible 
~i Faction de GaI(QJQp). Par contre, Qp s'identifie canoniquement ~ la cl6ture 
int6grale de Qp dans B ~ .  Notons Bog le corps des fractions de B+R; s i x  est 
n'importe quel 616ment non-nul de FiI~(B~R), alors on a BDR = B~R[-X-1]. 

Si K est une extension finie de Qp, soit (gr l 'anneau de ses entiers et Ainf, K le 
sous-anneau de B~R engendr6 par W(R) et (gK. Alors Ainf, r es t  le (gx-6paississement 
p-adic infinit6simal universel de (9c~ (cf. IF4])  et Ker0c~A~,f, r e n  est id6al 
principal. Soit gr  (resp. QK) ou encore rc (resp. Q) s'il n'y a pas de risque de confusion, 
une uniformisante de (gK (resp. un g6n6rateur de Ker0c~Ai,f, r). Si keN,  le sous- 
anneau ferm~ Ainf, K[Dz--kQ]] de B~R ne d~pend pas du choix de ~ et Q et sera not6 
A k . k _ si k = 0. i,f.r, en particulier, on a A~,f,r-Ai,f.  K 
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Soit u un g6n6rateur de Ker 0~ W(R). Notons We~ le sous-anneau de B~R des 

616ments x de la forme ~ x.u", off n! u. est une suite d'616ments de W(R) tendant 
n = O  

vers 0. Posons B~is= WeO(R)[p - 1] et soit (p l 'endomorphisme de Frobenius de 
Bc+~is obtenu en prolongeant par continuit6 l'action canonique de Frobenius 
(Xo,...,  x . . . . .  )~(xg . . . . .  x, p . . . .  ) de W(R). Si K est une extension finie de Qp, notons 
Acris, K le sous-anneau de Bt~R engendr6 par WP~ et (9 K et  B+is, K = Acris, r[P-1] .  
Si K o est l 'extension non-ramifi6e de Qp maximale incluse dans K, on a 
B~is, r - K | B~is et on note ~PK l 'endomorphisme id | ~0 tK~ opl de B~+~i~, K. Si k e N, 

k - -  " - -  k k + l  �9 
p o s o n s  Ac~i~ ' K -  A c r i s ,  K Sl k -  0 e t  A ~ i s  ' K = A i n f ,  K S1 k ~ 1. 

Lemme 2.1. Soient e l'indice de ramification absolu de K,  p~ plus petite puissance de p 
sup&ieure ou ~gale f ie  et r(e) = sup { e m -  p " - "  l m -  s e N}. Si, u e (Ak~f, rc~Ker0) et 

un ~ ~-r(e)Ak 
l, n e N avec l < n, alors - i - -  - --~ri~, K" 

Ddmonstration. Le cas k > 1 6tant plus facile que le cask = 0, nous ne traiterons que 
le c a sk  = 0. Soit x = (x ~")) ~ R tel que x~~ n. Alors [ x ] -  rt est un g6n6rateur de 

pS 
A~,r, Kc~Ker0 et on peut se ramener au cas l = n = p" et u = [x] -- n. On a VR(X ) > 1 
et on peut donc trouver y e W ( R )  tel que a = [ x ] P ' - p y  appartienne fi 
(W(R)c~KerO). On peut alors 6crire u r = ct + ~fl avec fle A~,f, r- On obtient, sim > s, 

u~" _ (~ + ~/~)~m-. ~ (F"-~ - 1)! ~i/~J. 
pm p,, -- E i! j[ i+j=pm-S 

Comme ~.-.e A,is, K et p~-"n '~ "e n-~r on en d~duit le r~sultat. 

Corollaire. Si F e K [ [ z  ~, ..., z~]] vkrifie 
(i) F(0)-- 0; 

d 
k - k  (ii) d F =  ~, fldzi avec f ieAinf ,  K[[x Z 1 . . . .  , T Z - k Z a ] ] ,  

i = 1  
et si u = (Ul, . . . ,  un) e (Ak, f r c~(Ker 0)) d, alors F(u) e ~ -,te)nk , '~ ~Xcris, K" 

Si x~B~R v6rifie 1 0 ( x ) - l l , < l ,  alors la s6rie logp(x)= ~ ( - 1 ) " - 1  - - ( x -  1)" 
n=l n 

converge dans B ~ .  On peut &endre logp de mani~re unique en un homomorphis-  
me de (B~R)* dans B ~  v6rifiant logp(p)=0. 

3 P6riodes p-adiques des groupes formels 

Avant de construire les p6riodes p-adiques des vari~t~s ab61iennes, nous allons 
consid~rer la th~orie correspondante (plus simple) pour les groupes formels (voir 
IF  1] pour les r~sultats mentionn~s sans d6monstration dans ce paragraphe). Soit 
K une extension finie de Qp, K o l'extension non-ramifi~e de Qp maximale incluse 
dans K, tr le Frobenius absolu de K o et F u n  groupe formel commutatif  d~fini sur 
(9~, de dimension d et de hauteur finie h. Nous noterons �9 la loi de groupe formel 
et s i n  e N, nous noterons In] l 'endomorphisme multiplication par n de F. Soit 

d 

OK[IX1 .... Xd]], l'alg~bre affine de F. Si co= F, cq(X1 . . . .  ,Xd)dX~ off 
i = 1  

�9 ~ ( X ) e K [ [ X 1  . . . . .  X j ]  est une forme diff6rentielle ferm6e, notons F~, l 'unique 
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616ment de K[[X1, . . . ,Xd]  ] v6rifiant dF~,=co et Fo,(0)=0 et soit 
F~ �9 K[[X1 , . . . ,  Xd, Y1 . . . . .  Yj]  la s6rie formelle donn6e par la formule F~(X, Y) 
= F,~(X • Y ) -  F~,(X) - Fo~(Y). Une forme diff6rentielle ferm6e co sera dite exacte s'il 
existe r � 9  tel que rcrF~, �9 OK[[X1 . . . .  , Xd]], de seconde esp6ce s'il existe r �9 N tel 

rcF,o�9 . . . . .  Xd, Y~ . . . .  ,Y d]] et invariante si F 2 = 0 .  Notons  f2 r le que , 2 
K-espace vectoriel des formes diff6rentielles invariantes; c'est un K-espace 
vectoriel de dimension d. Notons H~OR(F) le K-espace vectoriel quotient de l'espace 
des formes diff6rentielles de seconde esp6ce par celui des formes diff6rentielles 
exactes; c'est un K-espace vectoriel de dimension h mum de la filtration 
Fil ~ ( H ~ d r ) )  = H/ ,d r ) ;  Fil~ (H~R(F)) = Or, Vil 2 (H'R(F))  = 0. Soit D(F)le module de 
Dieudonn6 de F, c'est-&-dire le sous-Ko-espace vectoriel de H~oR(F) des formes 
diff6rentielles ~ coefficients dans Ko. Alors, on a HloR(F)~-K| et D(F) est 
muni d'une action a-semi-lin6aire donn6e par la formule ~b(co) 
=co'((X1) p .....  (Xd)P). Soit finalement Tp(F) le module de Tate de F; c'est un 
Zp-module de rang h muni d'une action de Gal(/(/K). 

Proposition 3.1. Soit o9 une forme diff~rentielle de seconde espOce, 
u=(0,  . . . ,u . . . . .  ) � 9  Tt,(Y ) et fin�9 x) d tel que 0(fi,)=u,. Alors 

(i) la suite -- p"Fo,(~,) converge dans B+is, x vers une limite quine dkpend que de u 
et de l'image de co dans H~R(F). 

(ii) L' application p~riodes (co, u ) ~  ~ co de H~R(F ) x Tp(F) dans B+is, K ainsi dOfinie 
U 

 ilin o,.e. .e .e te le. :,ltrot,o.. (i.e. s,  ommu,e 

ract.ion de GaI(/(/K)[i .e.  g(!co)  = ol,)S co si g � 9  

(iii) Si co�9 alors u Ico�9 et q~(!co) = !#)(o2). 

Remarque. Le signe d~finissant les p6riodes est l'oppos~ de celui auquel on 
penserait naturellement; on peut le justifier de la mani~re suivante. Si 

u = (  .... u . . . . .  ) � 9  dx  ) ~ qui e s tune  s~rie 

convergeant dans B~R, soit ~gal/t la racine f - i~me de l'unit6 e, = 1 + u,. Ceci n'est 

pas possible, mais avec le signe que l'on a choisi, on a exp ( P - "  ! dl-~x ) - =~.[~.] 1, 

of 1 [~.] est le repr~sentant de Teichmiiller de (~,, . . . ,~,+m,.. .)�9 De plus, si on 
dx 

utilise l'identification canonique de Cp(1) avec K |  Tp(f2,~/,,,), l'image de ! 1 + x 

modulo 12 est ~gale/L 1|  \ . . . ,  1 + u, '  "'" (cf. par. 6). 

Passons maintenant/~ la d6monstration de la proposition. Par d~finition de 
seconde esp~ce, il existe r �9 N tel que ~'F~ �9 (gK[[X 1 . . . . .  Xd, Y~ . . . . .  Yj]  et on v~rifie 
facilement que ceci implique qu'il existe s > r tel que r~co soit ~i coefficients entiers et 
donc, F,o converge dans B~R pour  tout x =(x~ . . . .  , x d ) e ( B ~ )  d tel que 10(x~)l~ < 1 si 
1 < i < d. En particulier, Fo,(a.) converge dans B ~ .  Nous aurons besoin du lemme 
suivant. 

Lemme 3.2. (i) S i x  = (x~ . . . . .  Xd) �9 (Ainf, K) nest  tel que IO(xi)l~ < 1 pour 1 < i < d, alors 
F~,([_p]x)-- pFo,(x) �9 n-~Ai,f, x. 

(ii) Soit r(e) rentier introduit au lemme2.1. Si y=(y~ ... . .  Yd) avec 
yi--  x i �9 Ainf, g ~ K e r  0, alors Fo,(y)-- Fo,(x) �9 n-'-r(e)Acrls" K" 
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DOmonstration. (i) Utilisant le fait que rr~F 2 est fi coefficients entiers, on montre par 
r6currence que 

n~(F~,([k]x)-- kF,o(x))--- rt~F~([k- 1Ix, x )+  7P(F~,([k- 1 ] x ) -  (k - l)F.,(x)) 

est h coefficients entiers; ce qui pour  k = p  nous donne le rOsultat. 
(ii) C'est une cons6quence immOdiate du lemme 2.1. 
Ecrivons alors 

n + l  F ^ n ~ n ^ p o,(U.+O--p Fo,(U.)=p (pV,o(u.+O-Fo,([p]fi.+O)+p"(F([p]fi.+O-F~,(fi.)) 

on volt, en utilisant les (i) et (ii) du lernme 3.2, que p"+lF~(t~.+~) 
~ n  F;' (,~, ~ ~ ~ e n - s - - r ( e ) A  - t " .  ~,~-.s . . . .  ~ , K  et donc que la suite -p"Fo,(~.) converge dans 

+ 
B~m, r.  L'ind6pendance par rapport  au choix de ft. est alors imm6diate, ainsi 
que le fait que la limite ne d6pend que de l'image de co dans H~R(Y). 

(ii) La lin6arit6 par rapport  fi o9 est immbdiate et celle par rapport  A u vient de ce 
que p"F,o(ftn)+p"Fo~(a'.)-p"F~,(fi.O(~'.)= . 2 ^ ~, - -p Fo,(u.,u.) tend vers 0 quand n tend 
vers l'infini. Si g e Gal( / ( /K) e t a ,  ~ (Ainf, K) d verlfie" " O(u.)~' = u. alors, g(un)̂  @ (Ainf, K)d et 
v6rifie 0(g(d.)) = g(u.). Comme F~, est/t coefficients dans K, on a F,o(g(fi.)) = g(F~,(~.)) 
et done g ( [ o g ) =  [ to. Finalement, si c0eFill(H~R(F)), on a F,o(u,) 

g~u)  

- / ~  n _ -~ p F~,([p ] u . ) - 0  et donc Fo,(t~.)~ Fil ~ (B+i~. ~); on en d~duit que l'application 
p6riodes respecte les filtrations. 

(iii) Si u.=(x. ,1, . . . ,x . ,a) ,  soit y. .~sR tel que ~.,,~<~ Posons 
fi.=([Y.,1] . . . . .  [y.,d]). II est alors clair que si og~D(I'), alors Fo,(~.)sB~+m et 
~o(Fo,(fQ) = F,~,o~(a.) et done, par passage fi la limite, que ~ o9 est darts le sous-anneau 

u 

B.i~,~ et que l'on a ~o o9 = (~(o9). 
u 

4 lnt6gration p-adique sur les vari6t6s ab61iennes 

Soient K une extension finie de Qv et X une vari6t6 atg6brique de dimension d 
propre et lisse sur K. Une application de X(B~R) fi valeurs darts B ~  sera dite 
localement analytique si pour  tout x e X(B+R) et pour un choix (done pour tout 
choix) de param6tres locaux zt . . . . .  zd, il existe Fx e B;R[[Zl . . . .  , Zd]] e t r  e R tels que 
Fx(zl . . . .  ,za) converge si [O(z~)[p<r et coincide avec F sur ce voisinage de x. Une 
fonction F de X(BgR) darts BOR sera dite localement m6romorphe si elle peut 
s'6crire comme quotient de deux applications localement analytiques; elle sera dite 

singularit6 logarithmique si il existe des applications localement analytiques 
G 1,-.-, G. et 21 . . . .  , ,~. e B;R, tels que F soit localement m6romorphe sur X(B~R) 

- U {xlO(Gt(x))=O} et telle que F -  ,~legp(Gi) se prolonge en une fonction 
/ = 1  ~ = 1  

localement m6romorphe sur tout X(B+x). Par  exemple, une fonction rationnelle 
sur X est localement m6romorphe, et si to est une 1-forme diff~rentielle rationnelle 
ferm6e, on peut trouver une fonction /L singularit6 logarithmique (et m~me 
localement mbromorphe si ~o est de seconde esp+ce) Fo, telle que dFo,---to; 
l'existence d'une telle F,o est assur6e par le fait que la topologie p-adique est 
totalement discontinue, mais bien s~r, ceei implique que F,o n'est d6termin6e qu'/l 
addition d'une fonction localement constante pr6s. 

Dans le reste de cette section, X sera une vari+t6 ab61ienne. 

Proposition 4.1. Soient to une diff~rentielle de seconde esp~ce sur X et F~ la fonction 
rationnelle sur X 3 introduite au par. l; il existe alors une fonction F~, localement 
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m~romorphe sur X(B~R ), unique & addition d'une constante prks telle que 
(i) dE., = o~; 

(ii) F.,(Xo@Xl @x2)-- F.,(Xo~ X l ) -  F.,(Xo@X2) + F.,(Xo) = F3(xo, xl,  x2). 
De plus, cette integration poss~de les propri~t~s de fonctorialit~ suivantes. 

(iii) Si 09=dF est ferrule, alors F . ,=F  et si f : X ~  ~ X  2 est un morphisme de 
vari~t~s ab~liennes et 09 est une forme diff~rentielle de seconde espkce sur X 2, alors 
Fs.., = f ' F . , .  

Remarque. (i) Si 09 e H~ f2~), alors F 3 est identiquement nulle et il y aun  choix de 
F., meilleur que les autres: c'est celui obtenu en posant F.,(0)= 0. Dans ce cas, F., 
n'est autre qu'un logarithme de X et en particulier, on a F.,(x) = 0 s ix est un point 
d'ordre fini. Dans la suite de cet article, nous prendrons syst6matiquement ce choix 
de F~, pour co e H~ f21x). 

(ii) Si X a bonne r6duction, Coleman [C 2] a donn6 une autre construction de 
F.,, mais on v6rifie facilement en utilisant la fonctorialit6 de sa th60rie de 
l'int~gration p-adique que sa construction de F., v6rifie la propri6t6 (ii) de la 
proposition 4.1 et donc coincide avec la notre. 

Proposition 4.2. Soit Dun diviseur de X, o91, o . . . . .  ~Od, o les diff~rentielles de seconde 
espkce introduites au par. 1 et si 1 <i<d,  soit Fi.o une primitive de ogi, o dont 

d 
l'existence est assur~e par la proposition pr~c~dente et too= ~. Fi, oogi. I1 existe 

i=1 
alors une fonction lo, unique d addition d' une constante prks, localement analytique 
sur X -  {x I O(x) ~ D(Cp)} et h singularitk logarithmique le long de D v~rifiant 

(i) d lo=~  o, 
(ii) lo(xoGXl G x 2 G x 3 ) -  lo(xoGx 1 ~ x 2 ) -  lo(xoGx 1 (~)X3)- lo(Xo~X2~X3) 

+ ID(XoO)X1) "Jr ID(Xo(~)X2) -F ID(Xo~)X3) --  Io(xo) = logp(Fo(xo, xl ,  x2, x3)). 

Lemme 4.3. Soit V un voisinage de l'origine dans X(B/~R). 
(i) On peut trouver un ouvert U de X(B~R ) contenu dans V qui est un sous-groupe 

de X(B~R). 
(ii) Et alors, X(B~R)/U est un groupe de torsion. 

D~monstration. (i) Utilisant la loi de groupe formelle, on montre facilement que 
l'on peut trouver r > 0 et un voisinage de l'origine isomorphe en tant que groupe 
topologique au sous groupe de (B~R) a constitu6 des (x 1,..., Xd) verifiant 10(xi)lp < r 
pour 1 < i <  d, ce qui implique le r6sultat. 

(ii) Par  compacit6, on montre que X(L)/U est de torsion pour toute extension 
finie L de K, ce qui implique que X(Qp)/U est de torsion et le r6sultat suit de la 
densit6 de Qp dans B~R. En fait les voisinages que nous consid6rons dans la suite 
sont de la forme V= 0-  ~(V'), off V' est un voisinage de l'origine dans X(Cp) et on 
peut prendre U de la forme 0-I(U'), o~ U' est un sous-groupe ouvert de X(Cp); 
dans ce cas, on a X(B~R)/U ~-X(Cp)/U' et le (ii) suit de la densit6 de Qp dans Cp. 

Remarque. Ce lemm.e est particulier ~t la topologie p-adique. Un tel U n'existe 
pas sur les complexes et c'est ce qui explique que F", [-resp. Io=log(Oo)] soit 
multivalu6, d'ofl l'apparition des p6riodes complexes de co (resp. de la forme de 
Riemann Eo, ~). A rautre bout de l'6chelle, si on regarde la topologie formelle, (ii) 
n'est pas v6rifi6 et dans ce cas on n'a pas d'unicit6 de la primitive. Remarquons 
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aussi que l 'on utilis6 les morphismes de X fournis par la loi de groupe pour 
harmoniser les constantes d'int6gration. Si X n'est pas une vari6t6 ab61ienne on ne 
dispose plus d'assez de morphismes alg~briques (en g6n6ral il n'y en a pas du tout) 
et pour garantir une unicit6 de la primitive, on peut utiliser la g6om6trie rigide pour 
laquelle on dispose de morphismes de Frobenius (du moins dans le cas de bonne 
r6duction); c'est l 'approche choisie par Coleman I-C 2]. 

Passons maintenant ~ la d6monstration de la proposition 4.1. Choisissons un 
point a ~ X(B~R ) tel que O(a) ne soit pas un pSle de o9, une primitive formelle F o de o9 
en a et un voisinage V o de 0, formant un sous-groupe de X(BgR ) tel que F 0 d6finisse 
une fonction analytique sur a•Vo. Alors F o est uniquement d6termin6e 
l 'addition d'une constante pr6s et de plus, on a Fo(xo |  
--Fo(xoGx2)+ Fo(xo)=F3(xo, Xl,X2) pour  tout (Xo, Xl ,X2) E:(a~Vo) x V 0 x V 0 c a r  

les deux membres de l'6galit6 sont des fonctions analytiques sur Vo 3 ayant m~me 
diff6rentielle et coincidant en (a, 0, 0). Si rn ~ N, d6finissons par r6currence des 
fonctions fm rationnelles sur X par f l (x )=  0 et fm+ l(x)= F3(a, [re]x, x)+ f,,(x). Si 
x ~ a |  V o, alors f,,(x) = Fo(a �9 [m]x) - mFo(a@x) + (m - 1 )Fo(a ). On en d6duit les 
6galit6s valables pour  tout x, y ~X(BgR): 

f,,,(x) = f,.(nx) + mf,(x), (4.1) 

f, .(xGy)--f~(x) --f,,(y)= F3(a, Ira]x, I t a l y ) -  mF3(a, x, y). (4.2) 

Six  ~ X(B~R), il existe m ~ N tel que [m] (xGa) ~ Vo et si on veut que Fo, satisfasse la 
condition (ii), on doit poser F,o(x)=(Fo(aG[m](xOa))--fm(X))/m. On utilise 
l'identit6 (4.1) pour v6rifier que cette d6finition ne d6pend pas du choix de m ~ N tel 
que [-m] (x e a) ~ Vo [F,o est alors bien d6finie et satisfait la condition (i)] et on utilise 
l'identit6 (4.2) pour v6rifier que F,o satisfait bien la condition (ii). Le (iii) est une 
cons6quence imm6diate de l'unicit6 de F,o. 

La d6monstration de la proposition 4.2 est bas6e sur le m~me principe. 

Remarquons tout d 'abord que ogD est ferm6e. En effet, on a d Fi,Do9 i 
i 1 

d 

= ~ coi, o ^ o9i=0 (cf. par. 1). Choisissons un point aeX(B~R) tel que O(a) ne soit 
i = 1  

pas un pSle de o9o, une primitive formelle l o de o9o en a et un voisinage V o de 0, 
formant un sous-groupe de X(B~R) tel que lo d6finisse une fonction analytique sur 
a@Vo. Alors lo est uniquement d6termin6e fi addition d'une constante pr6s et 
v6rifie l'6quation fonctionnelle (ii) pour (Xo, xl, x2, x3) e (a@ V0) x (Vo) 3. Si P(X) 
= Y~ ak Xk e Z[X1 a un z6ro d'ordre au moins 3 en X = 1, soient Z bk Xk le quotient 
de Pm par (X - 1) 3 et Fo, e(X ) = I] Fo(aG[k]x, x, x, x) b'. Comme l o v6rifie l'6quation 
fonctionnelle (ii) sur (aOVo)x(Vo) 3, on a, pour  tout xeVo, logp(Fo, p(X)) 
= ~ aklo(aG [k]x). Maintenant, s ix e X(B~R ), il existe m e N tel que [m] (x Ga)  ~ Vo. 
Soit alors P , ,=  Z akXkeZ[X] ayant un z6ro d'ordre au moins 3 en X =  1 et 
v6rifiant en plus ax + 0  et ak=0  si k +  1 ou si k ~ 0  modm. I1 est clair que si on veut 
que lo coincide avec lo sur a G  Vo et v6rifie l'6quation fonctionnelle (ii) sur X 4, on 
doit poser 

In(x) = a~l (logp(Fo, v,.(xGa)) - k y', x akl~ 

On v6rifie alors que lo est bien d6finie et satisfait les conditions demand6es dans la 
proposition 4.2 en utilisant l '6quation fonctionnelle sur (aq)Vo)x (Vo) 3. 
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5 P6riodes p-adiques des vari6t6s ab61iennes 

Soit X une vari6t6 alg6brique p ropre  et lisse d6finie sur K. Soit 5f un mod61e propre  
de X sur 0K. Soit U=Spec((~K[X~ . . . .  , X . ] / J )  un ouvert  affine de X. Si, 
f~ . . . . .  f , - a e J  et I est une partie ~t n - d  616ments de [1,n] ,  soit At(f~ . . . .  , f , -d )  

( O f j )  . C o m m e  X est lisse sur K, il existe k e N  tel que 7~ k = d e t \ o x i ] l  <=j<=.-d, i~i 

apar t ienne /t l'id6al de (gK[X1 . . . . .  X , ]  engendr6 par  J e t  les Al( f l  . . . . .  f , -a) ,  1 
d6crivant les parties ~t n - d  616ments de [1,n]  et ( f l  . . . . .  f . -d )  les parties ~i n - d  
616ments de J. No tons  dfu le plus petit k E N v6rifiant la propri6t6 pr6c6dente et si 
q / e s t  un recouvrement  fini de Y" par  des ouverts  affines, posons dfv = sup dfv. 

U~ql 
Finalement ,  d6finissons le d6faut de lissit6 df~c de ~r comme la borne  inf6rieure 
des df~u, oil ql d6crit les recouvrements  fn i s  de Y" par  des ouverts  affines. En parti-  
culier, si 3( est lisse sur OK, alors df~ = O. 

Proposition 5.1. Vk ~ N v&ifiant k > df~, 
(i) l'application canonique de ~('(Aiknf, K) dans ~((~cp) est surjective. 

(ii) s i x  ~ ~'(Aiknf K), il existe des paramdtres locaux zi,  . .., za, d~finis sur les entiers 
tels que (9 ~, x C Akni ', K[[TC -kZx . . . . .  7C - kza] ]. 

D~monstration. S i x  e Y'((gcp ), il existe un ouvert  affine U = Spec((gK[X1, ..., X , ] / J )  
de J con tenant  x, une partle I ~ n - d  616ments de [1, n] et f~ . . . . .  f . _ d e J  tels que 
v~(A1(fl . . . .  , f ._d)(x) > k. Renum6rotons  les X i de telle sorte que I = {d + 1 . . . .  , n} et 
no tons  F (resp. Fo), l 'applicat ion 

(X  l . . . .  , X . ) + ( X  l . . . . .  X a, f l ( X  , . . . . .  X , )  . . . . .  f , _a (X  l, ..., X.))  

[resp. (X ~ . . . . .  X.)  ~ (0 . . . . .  0, fx (X ~ . . . . .  X.)  . . . . .  f .  - a(X, . . . . .  X , ) ] .  

Choisissons ~1, o . . . . .  :~., o ~ Ai,f. K et P ~ n-kM,(A~,f ,  K) v6rifiant 0(~) = x~ et 
O(P) = dF(x) -  ~ et d6finissons pour  m > 1 une suite d'616ments y,. = (xL m,-.., x,, ,,) 
de i n -  mkA I. inf, r)" par  la formule de r6currenee 

Ym = Ym- 1 - P(Fo(ym- i)) mod  (Ker 0) m. 

I1 est alors clair [car  Fo(ym)~ (~-"kAinf, rc~(KerO)m+ ~)"] que la suite y,, converge 
vers un 616ment ~ de &r(Aik, f ' r) v6rifiant 0(~) = x, ce qui permet  de d6mont re r  le (i). 

Soit main tenan t  ~eY'(Ak.f , r )  et U=Spec((_gr[X ~ , . . . , X . ] / J )  un voisinage 
affine de ~t tel que dfv <-<_ k. Quit te  ~ renum6roter  les x~, on peut  supposer  qu'il 
existe f~ , . . . ,  f~_a ~ J tels que v,(Ata+ ~ ..... ,~(f~ . . . . .  f.-a)(O(~))) < k. Soient F, Fo et P 
comme ci-dessus. Posons  z i = X i - : ~  i pour  l < i < d .  Soit Y, ,=(YL~, . . . ,Y . , , , )  
e(n-mkAinf, K[[Z~,...,Za]])" d6fini par  Yo=(Z~,. . . ,zn,  O,...,O) et Ym=-Yr,_~ 
- P ( F o ( Y . , - O )  modulo  la puissance m + l - i 6 m e  de l'id6al d ' augmenta t ion  
de K|  La d6monst ra t ion  pr6c6dente mon t r e  alors que la 
suite Ym converge dans Aknf, r[[n- t 'Z~, . . . ,n-kzd]]  vers (z~,...,z~,ya+~ . . . . .  y.) 
et done  Xi=yi+2~i~Aknf ,  r [ [ n - k z x  . . . . .  n-kzd]],  ce qui impl ique (gvC 
A k i.f, K[[n-kz~, "", n-kza]] �9 On en d6duit  le r6sultat. 

Dans  la suite de cette section, X sera une vari6t6 ab61ienne, Y" un mod61e propre  
de X sur Or. Soit k un entier sup6rieur ou  6gal fi df~r. Pa r  construct ion,  Y'((gcp ) 
s'identifie fi X(C~) et f(Ak.f,  ~) s ' identifie/l  X ( K |  f, r), ce qui fait que ~r(Aknf ' r) 
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est muni d'une structure de groupe ab61ien. Nous noterons • la loi de groupe sur 
5f(Ak.f, x). Soit ~o une diff6rentielle de seconde esp6ce sur X et soit Ale  diviseur 
polaire de ~o. Si y ~ ~f(Ak, f, K), notons Uo,,y (resp. U,~) l'int&ieur (au sens de la 
topologie de Zariski) de ~ r_  (A uA Qy) (resp. 5 f - A )  de telle sorte que la fonction 
x~F,~(x)--Fo,(yOx) est ~l~ment de Cv~ y|  Soit u=( . . . ,u , . . . . ) ,  off u. e Y'((9 c ), 

de X. Solent finalement ft. ~ ~r(A~.f, K) venfiant un 616ment du module de Tate Tv(X ) . . . . .  
0(~,) = u. e t a ,  e Uo~,,%(Aiknf, K)" 
Th6or6me 5.2. (i) Si Fo, est une des primitives de co d~finie ?t la proposition 4.1, 
alors la suite p"(F,o(a,)- F~,(a,O~.)) tend vers une limite dans B~) R qui ne d~pend que 
de u et de la classe de ~o dans H~R(X ). 

(ii) L'application p~riodes p-adique (~o, u ) ~  ~ 09 de H ~)R(X ) x Tv(X )dans B~R ainsi 
u 

d~finie est bilin~aire, commute f l'action de Galois ~i.e. g(]'o;~= ~ ~ si 
l o(u) 

non-dOgdnOr~e quand on ~tend les scalaires fi BDR. 
(iii) Si D est un diviseur de X, et u~,uzeTp(X), alors eo(ul,u2) 

= (I, . . . ,  ep, D(U,, 1, U,, 2) . . . .  ) est ~l~ment de R. Posons ED, p(ul, u2) 
= --IOgp([ee(ul, U2)]); on a la relation de Riemann p-adique 

d 

Remarque. (i) Supposons que 5~ est semi-stable et que l'origine est lisse sur (_9 g. La 
loi de groupe sur X nous d6finit alors une loi de groupe formel sur le compl&6 
formel de (9~, o. Ce groupe formel )(  est d6fini sur (9 r et est de hauteur finie. De plus, 
si U est un ouvert de 5f contenant 0 et ~o est une forme diff6rentielle de seconde 
esp+ce (resp. ferm6e) sur X, 616ment de H~ Ov)|  alors co d6finit une forme 
diff6rentielle de seconde esp6ce (resp. ferm6e) sur )~ et on obtient donc un 
morphisme (surjectif) de H~R(X )dans H~oR(X). Comme T~(~) est un sous-module 
de T~(X), on a fi priori deux applications p6riodes de Hgn()() x T~(8), mais on 
montre facilement qu'elles coincident. 

(ii) Supposons que X est d6finie sur K et que l'on a fix6 des applica- 
tions de /( dans C et C;. L'application qui ~ u e H I ( X ( C ) , Z  ) as- 
socie (0 . . . . .  pr(p-"i(u)), . . . )e T~(X) induit un isomorphisme entre Tp(X) et 
HI ( X(C) ,Z ) |  De m~me, Z,(1) a un g6n6rateur canonique, ~t savoir 

- l og~  1, . . . ,exp ~ -  . . . .  et on v6rifie, en utilisant la formule (2.3) que 

l 'on obtient ED,~ ~ partir de Eo, ~ en &endant les scalaires/~ Zp. 
Revenons ~ la d6monstration du th~or~me; nous aurons besoin du lemme 

suivant. 

Lemme 5.3. I1 existe r e Z tel que 
k (i) si b~(A~i , f , r )  et a l , a 2 ~ U o ,  b(Ainf, K) , alors (Fo,(al)-F,~(al~b)) 

- (F~(a~)-- Fo,(a2 @ b)) ~ n'Ai~,f, K. 
(ii) Si u ~ Vo~(Ai~nf, K), O~t Ve~ est l'int~rieur dans :Y du compl~mentaire de A u [p]*A, 

alors Fo,([p]u)-  pF,o(u) ~ nrA~nf, K" 
(iii) Si a,b~U~,(A~,f,K) ont la mdme r~duction modulo Ker0, alors Fo,(a) 

r k -F~,(b)~r~ Ar 
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Dkmonstrat ion.  I1 suffit, pour chaque propri6t6 de trouver un r ~ Z qui la satisfait 
(i) soit U~ l'int6rieur dans •3 du compl~mentaire de la r6union des images 

inverses de A par les applications qui ~ (x 1, x2, x3) e X 3 associent x l, x2, xl @ x3 ou 
x 2 ~ x  3. Alors l'application (al,  a 2, b ) ~ F 3 ( a l ,  a 2 O a  1, b) est 616ment de ( gv~ |  et 
donc il existe s ~ Z  tel qu'elle soit 616ment de ns(Pv~. Comme de plus, si 
al, a2 e U,o, b(alknf, x), alors (a 1, a2, b) ~ U~(A~.f, ~), on obtient: 

(F~,(al) - F~,(ax �9 b)) - (F,o(a2) - Fo,(a2 �9 b)) = F~(al ,  a 2 0 a l, b) ~ nrA k i n f ,  K �9 

(ii) L'application x ~ F o , ( [ p ] x ) - p F o , ( x ) e s t  616ment de Ovo, Q K .  
(iii) D'apr6s la proposition 5.1 (ii), il existe s ~ Z tel que o9 s'6crive au voisinage 

d 

de a sous la forme ~ fi(z I . . . .  ,za)dz i off les z i sont des param6tres locaux en a 
i = 1  

d6finis sur les entiers et fi e nSAki.c ~[[n-kzl,  .- ., n-kzd]]  . On conclut en utilisant le 
lemme 2.1 et en posant r = s - r ( e ) .  

Revenons ~ la d6monstration du th6or6me. Soient W, l'int6rieur dans Y" du 
compl6mentaire de D u D G f t . + l u [ p ] * D u [ p ] * D G ~ .  et b . + l e  Wn(A~nf, K). Ecri- 
vons alors p"+ l(F,o(a.+ 1 ) -  F,o(a. + 1 G a . +  j ) - p " ( F , o ( a n ) -  F o ( a . G a . ) )  sous la forme 

p"+ X((F,o(a.+ j - - F , o ( a . +  1Ga .+  1))-(Fo,(b,+ 1)--Fo,(b. +, G a .  + 1))) 

-- p"((F,o(a.) - Fo,(a. G a.)) - (F~,([-p] b. + 1 )  - -  Fo,( [p] b. +, G a.))) 

+ p"(p(Fo,(b. +~) - F,o(b. +1 �9 ~. + 1 ) )  - -  (F~,([p] b. +,) - Fo,([p] b. + ~ G [p] ~. +1))) 

- p " ( F , o ( E p ]  b .  + ,  �9 a . )  - F o , (  [ p ]  b .  + 1 G [ p ]  a .  +, )), 

on obtient, utilisant le lemme 5.3: 

P" + l(F,o(a. + 1)-- Vo,(a. + 1 G ~. + 1)) - p"(F,o(a.) - Fo,(a. �9 a.)) E 7r e"-~- *{~)A~,i~, K. 

Ceci permet de montrer que la suite p"(F,o(a . ) -  F,o(a.Oa.))  converge dans B~R et 
m~me dans A ~ ,  x |  vers une limite qui est done ind6pendante des choix de a. et 
de a.. 

- La lin6arit~ par rapport ~ ~o est imm6diate et d'autre part il est imm6diat que 
si co est exacte, c'est-~i-dire si F~, ~ n-'(gv, alors la limite est nulle, et donc la limite ne 
d6pend que de l'image de o9 darts H ~ ( X ) .  

- La lin6arit6 par rapport fi u se  d6montre en utilisant le lemme 5.3(i) et en 
6crivant 

p"(Fo,(a.) - Fo,(a. ~ a. ~ ~.)) = p"(Fo,(a.) - F~,(a. ~ ft.)) 

+ p"(Fo, (a .~a . )  - F , o ( a . ~ f t . ~ O . ) ) .  

- L'application ~p6riodes p-adique>> commute ~i l'action de GaI(K'/K) et 
respecte les filtrations pour exactement les m~mes raisons que dans le cas des 
groupes formels (cf. la remarque suivant la proposition 4.1). 

- L'ind6pendance par rapport ~ Y" et la fonctorialit6 se d6montrent en uti- 
lisant la fonctorialit6 de l'int6gration ainsi que l 'argument utilis6 par Fontaine 
[F 3, p. 3901. 

- Si D est non-dgg6n6r6 la forme de Riemann Eo, p e s t  non-d6g6n6r6e et la 
non-d6g6n6rescence de l'application <<p~riodes p-adiques}} est une cons6quence de 
(iii) qui est donc le dernier point ft. prouver pour compl6ter la d6monstration du 
th6or~me. Soit U~ l'int6rieur dans 3f 3 du compl6mentaire de la r6union des images 
r6ciproques de D par les applications qui, fi (X, 0~,/~)e &r3, associent x ~ ,  x@/L 
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x|  x~)p"fl, x • a G p " f l  et xGflO)p"a. Soit Fp.o  la fonct ion rationnelle sur X 3 
d6finie au par  1. On  a alors Fp., D e (9* car Fp., oet  F;.~o appar t iennent  ~ (gv. | K et 
de plus Fp. D(x, O, fl)= Fp. o(x, a, 0 )=  1. Soient uj = (..., u. j . . . .  ) pour  j = 1,2, deux 
616ments de Tp(X). Finaiement  soient a.  j~Y'(Aknf x) ' te l  que O(a. , j )=u. . j  et 
s ~ f ( A k n f ,  r )  tel que (s an, l ,  an, 2) E: un(aknf ', r)" " 

Lemme 5 . 4 .  On a 

Eo, p(u,, u2)= l im -- p" log.(Fp.,  o(~., a . , l ,  a., 2)). 

D~monstration. On a Fp,, O()~n, fin, 1, Un, 2) ~ Akinf, K" D'aut re  part,  utilisant la formule 
(1.3), on obtient :  

O(Fp. D(~., a., 1, a., 2)) = ep., D(U., 1, U., 2) 

et le lemme d6coule de la th60rie des p6riodes pour  les groupes formels appliqu6e 
au cas particulier de Gin. 

Maintenant ,  utilisant la formule (1.2) et l '6quation fonctionnelle satisfaite par  
lD, on obtient:  Eo, p(Ul,U2)= l i m  Yn, avec 

Y. = P"(lo(s �9 a., 1 (~ [pn'] an ' 2) - -  ID(s 0 a., 1) -- lo(s G [P"']a., 2) -~ tO(R.)) 

-- p"(lv(~.Oa.,  zO[P']a . .  ~ ) -  l o (2 .@a . . z ) -  Io(~.@ [p"]~., ~) + Io(~.)). 

Lemme5.5 .  Soit U D l'int~rieur dans YC du compl~mentaire de D et soient 
U o( Ai.f, K) vdrifiant O(x) = O(y). Si 1 < i < d, soit zi = Fo,,(yG x) = F~,,(y)- F,o,(x). x ,y~ .  k 

Alors, on a 

d 
ID(y) = l.(x) + E F,,o(x)z, + E ak(x)z  1... 

i=1  k 

oa k = ( k l  . . . . .  kd) avec k 1 + ... + kd> 2 et ak e (gv~| K. 

D~monstration. (gvo |  est stable sous l 'action de ~i . . . . .  0d- D 'au t re  part ,  on a 
O~Ojl v = OiFj, o ~ (gvD| pour  tout  1 < i, j < d. Utilisant ces deux remarques  ainsi 
que la formule de Taylor ,  on obtient  

a k = ~' I  n e (gvo |  
i=l ~ 

ce qui permet  de conclure.  
Soit r k s Z tel que n'~a k ~ (gvo pour  tout  k v6rifiant k~ + . . .  + k d < k. Les suites 

" ~ - ~rn i. I1 existe donc  Sk~. Z F,~,([p ]u., j )-p"F,o,(a. ,  j) convergent  dans B~R vers -- 
uj 

tel que YnEN, F,o,([p"]a. ,~)~Ak.f ,r+(KerO)k+~. On obt ient  alors, utilisant le 
lemme 5.5 avec (x , y )=(s  (~. ,~.@[p"]a. ,2) ,  (~ .Oa. .2 ,  
~ .@a. ,  2E)[p"]a., ~) et (~., ~ .@ [p"]a., 1): 

d 
y.  __ p2. E ((Fi, o(s ~ a.. 1) -- Fi, D(s 2) -- (F~. 0(s ~ a., 2) -- F,, D(s 

i = l  

rood ~e"- "~ + k~Ak r + (Ker O) k + inf, 

ce qui permet  de conclure,  compte- tenu  du fait que p"(Fi, o ( ~ . ~  a., j ) -  F,,o(~.)) tend 
vers - ~ o~i, o dans B+R. 

uj 
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6 Comparaison avec les p6riodes de Hodge-Tate 

Dans ce paragraphe, nous v6rifions que l'application <~p6riodes p-adique>> 
construite au par. 5 est compatible avec l'accouplement (co, U)vo de 
H~ f2~) • Tp(X) [resp. (co, U)c . de Hi(X, (fix) x Tp(X)] h valeurs dans Cp(1) (resp. 
Cp) construit par Fontaine [F 3] (resp. Coleman [C 1]). 

Proposition6.1. (i) Si co~H~ f2~), alors (co, u)vo est l'image de ~co dans 
u 

Fil 1 (B~R)/FilZ (B~R) ~ Cp(1). 
(ii) (CO, U)Cn = 0(!CO). 

DOmonstration. (i) Commenqons par rappeler la construction de ( ,)Vo. Soit f2e~/e~, 
le module des (fir-diff6rentielles de Kfihler de (fig; c'est un Gal(/( /K)-module 
p-divisible de p-torsion canoniquement isomorphe & Fill(B~R)/(Fill(Ainf, g) 
+Fil2(B~R)), l 'isomorphisme 6tant donn6 par la formule suivante: si x e(9~ et 

e Ainf, r + FilE(B~R) v6rifie 0(~)= x, alors dx s'envoit sur l'image de x - ~  modulo 
Fill (Ainf, K)+ FilZ (B~R)" On d6duit de l 'isomorphisme pr6c6dent un isomorphisme 
canonique de K|  Tp(f2e~/e ~ sur Fil ~ (B+R)/Fil2(B+R) ~- Cp(1). Soit co ~ H~ t2~x); il 
existe r ~ N tel que ffco s H (X, f2~) et tel que pour tout couple de points x, y de 
X((fiK), on ait (x~)y)*(p'co)=x*(p~co)+y*(p'co) dans f2ee/e,,. On pose alors, si 
u=(0  .. . . .  u., ...)~ Tp(X), avec u, e ~r(c~): 

(co, U)vo = p-~ | (O, ..., u*(p~ co) .... ) ~ K|  T,( a~/~,,) . 

Soit Un = Spec((fix[ Y1 ... . .  Ym]/J) un voisinage affine de u. dans f .  Soit s ~ N tel que 

p~co= ~ f/(Y) dY/avec f / e  (_9~[Y 1 ..... Ym]. Soient xl, ...,XmeCg les coordonn6es 
i = 1  

k de u., ~n=(~X ... .  ,2~m)~Un(Ai,f,r) v6rifiant 0(fi,)=u. et r=s+k. Effectuons un 
d6veloppement limit6 de F~, au voisinage de u,, en utilisant le fait que F,o(Un) = 0 et 
dFo, =co; on obtient: 

-p'Fo(a.)= ~ fi(Un)(pkxn-- pk~n) mod Fil2(B~R) 
i = 1  

k * s = p u, (p co) ~ f2e~m , . 

On en tire le r6sultat car ~ co = lim -p"F,o(a,). 

(ii) L'accouplement de Coleman est d6fini de la mani6re suivante. Soit _~ la 
vari6t6 ab61ienne duale de X. Soit u=(0,  ..., u ..... )E Tp(X) et D. un diviseur de 
repr6sentant u,. Soit f ,  E Cp(~) ayant pour diviseur p"D,. On commence par 
construire une application que nous noterons 2x (Coleman la note Ox, mais 0 a d6jfi 
deux significations dans cet article) de Tp(X) dans H~ ~, f2~x| en posant 

2x(u) = lim df.. 

Puis on utilise l 'isomorphisme canonique entre H~(X, (fix) et l'espace tangent 
l'origine de ~ ,  lui m~me canoniquement dual de H~ f2tx) pour  construire un 
accouplement ( , )x de Ha(X, (gx)• H~174 h valeurs dans Cp. On pose 
alors, 

(co, U)c .  = (co,,~x(U))x. 
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Notons que pour donner un sens h cette formule, on n'a pas besoin de supposer que 
X a bonne r6duction. L'6galit6 (og, U>c,=O(!og] se d6montre comme le th6or6- 

\ -  / 

me 12 de [C 1]. La d6monstration est d'ailleurs une variante de la d6monstration 
des formules de Riemann p-adiques, mais dans laquelle on travaille avec dlD au lieu 
de l o, ce qui est un peu plus simple car on n'a pas besoin de prouver l'existence de 
1 o. Remarquons aussi que le th6or6me 1 2 de [C 1 ] comporte une erreur de signe 
(cf. [C 3]). 

7 Compl6ments dans le cas o/~ X a bonne r6duction 

Nous nous proposons de montrer  que l'action de Frobenius sur les p6riodes 
p-adiques provient de l'action de Frobenius sur H~R(X) que l'on obtient en utili- 
sant la g6om6trie rigide. 

Soit 5f un mod61e de X lisse sur (9 x que nous supposerons muni d'une structure 
de sch6ma en groupes sur Cr redonnant la loi de groupe sur X apr6s extension des 
scalaires h K (on peut montrer  qu'un tel 5( existe toujours). Nous noterons encore 

la vari6t6 analytique rigide sous-jacente. Si Y est un affinoide de s dont  la 
r6duction modulo rt est stable par Frobenius, nous dirons qu'un morphisme 
analytique rigide de Y dans Y est un Frobenius si sa r6duction modulo rc coincide 
avec le morphisme de Frobenius g6om&rique de la r6duction de Y. 

Si o9 est une forme diff6rentielle de seconde esp6ce sur X,  il existe une forme 
diff&entielle ~b(og) de seconde esp6ce sur X telle que, pour tout affinoide Y de 
dont  la r6duction est stable par Frobenius et tout Frobenius ~b r de Y, on ait 
49~(o9)- c~(og) = dfr, ofa f r  est une fonction m&omorphe  rigide sur Y. L'application 
o9 ~ q~(og) passe au quotient et nous donne une action de Frobenius sur HgR(X ) que 
nous noterons encore ~b. 

Proposition 7.1. Si og~ HloR(X) et u~ Tv(X ), alors u~og~ B+is'K et (DK (!og) = ! ~(o9). 

D~monstration. Nous savons d6j~ que ~ogeBcris,+ x (cf. d6monstration du 
u 

th6or6me 5.2); pour d6montrer le reste, nous aurons besoin du lemme suivant. 

Lemme 7.2. Soit Y un affinoide d(fini sur (9 x ayant bonne r~duction modulo ~r. Soit ffOy 
un Frobenius de Y. Alors, V x r  Y(Ccp ), il existe 2 e  Y(Ainf, K) tel que 0(2)=x et 
q~ ~,( zt ) = 4~ y( Jt ). 

D~monstration. L'application ~br: Y((gcp)~Y((Pc~) est surjective et la bonne 
r "  " " " ~ " " eduction de Y lmpllque que l apphcatlon 0 de Y(Ai,f  K) dans Y((gc) est sur- 
jective (cf. par. 4). Soient donc x. e Y(Cc~) tels que Xo=X, ~br(x,)=x ~_t et 
:~,~Y(Ai.f,r) v6rifiant 0(~.)=x, .  Utilisant le fait que d~br=0modu lon  
et q~r(Y)-~OK(y) =- 0 modulo n, on montre facilement que 

(i) la suite q~(~.) tend vers une limite ~ ~ Y(Ai,f, x), 
(ii) ~oK(:~ ) = l im  ~0K(~b~,(:~.) ) = l im  ~b~(~or(~,) ) = l i ra  tk~(~br(~.) ) 

Revenons h la d6monstration de la proposition. Soit U un (gr-Ouvert de s tel 
que e~ et t b(og) appartiennent ~ K| Soit q~v un Frobenius de U. On a alors 
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gp~(~)-dp(~o) = df, off f est une fonct ion analyt ique rigide sur U. Util isant le fait 
que l ' int6gration de Co leman  est fonctorielle, on obtient  que c~*(F,o)-F4,(,,,) 
= f + C  'e est born6e sur U. Soit u = ( 0 , . . . , u  . . . . .  )~Tp(X), ~t, la r6duction de u, 
modu lo  re, a, ~ U(Ains tel que ~Ox(a,)= dpv(a,, ) et dont  la r6duction modu lo  rc 
n 'appar t ien t  pas ~ UOfi , .  O n  a alors O(a,)Ou, e U(Ocp) et on peut  t rouver  
a.  e Y'(Ai.r, x) tel que O(a.) = u. et qgK(a.Oa.) = 49u(a.~fi.). On obtient  

q~x co = lira p (F~o(~OK(a.))--F~o(qOK(a.@u.))) 
n ~ o o  

n ^ = lira p (Fo}d~v(a.))- Fo}~)v(a.Ou.))) 
n - . *  ~ 

n ^ _ = lira p (F,(~o)(a.)- F4,~.,)(a.@u.))- [. ~(~o). 
n - - ~  clo u 
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