THEORIE LOCALE DU CORPS DE CLASSES ET
(¢,T)-MODULES LUBIN-TATE

par

Pierre Colmez

A la mémoire de John Tate

Résumé. — Nous montrons comment déduire la détermination de I’extension abé-
lienne maximale de F, ot [F' : Q,] < oo, de la théorie des (¢, I')-modules Lubin-Tate.

Abstract. — We show how to deduce the determination of the maximal abelian
extension of F, with [F : Qp] < oo, from the theory of Lubin-Tate (¢, I")-modules.

1. Introduction

1.1. Extraits de la correspondance Serre-Tate. — La théorie de Lubin-
Tate [9] fournit une construction explicite des extensions abéliennes des extensions
finies de Q,. Elle apparait & la fin d’une lettre de Tate & Serre [14], du 10 janvier

1964.

One more thing before I mail this : T think that Lubin’s business in his
thesis will give the “explicit reciprocity law” in local class field theory ;

The miracle seems to be that once one abandons algebraic groups, and
goes to formal groups, the theory of complex multiplication applies uni-
versally (locally) and indeed the “full” groups on one-parameter already
just suffice, one for each ground field! I have no idea for a proof at present.

[

Les preuves n’ont pas tardé & arriver : on peut les reconstruire a partir des indica-
tions données dans une lettre [14] du 3 mars 1964 :
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Lubin and I recently proved the following results, which I would write
in French if T were Bott (1),

Let k be complete with respect to a discrete valuation with finite residue
class field with ¢ elements. Let A be the ring of integers in k and let 7
be a prime element in A. Let f(X) = X9+ ---+ 7X be a polynomial of
degree g with coeflicients in A, highest coefficient 1, such that f(X) = X¢
(mod 7), f(0) = 0, and f’(0) = 7; for example, we might take f(X) =
X7+ nX simply, (although if A = Z,,7 = p, we might want to take
f(X) =1+ X)P —1). For each integer m > 1, let

X)) =X 4 7™ X = f(f(-(f(X))---))  (m-th iterate of f).

Let Wy be the set of elements A € k such that f°™()\) = 0 for some m,
and let K, = k(W) be the field generated over k by these elements (it
does in fact depend only on the choice of 7, not on the choice of f).

THEOREM. — K is the maximal abelian extension of k such that m is
a norm from every finite subfield, and for each unit u in k, and each
A € Wy we have (u, Kz/k)(\) = g;l()\), where u;(X) € A[[X]] is the
unique formal series such that u;(X) =uX (mod deg2) and us(f(X)) =
f(ﬁf(X))

The existence and uniqueness of such a series (for any u € A, not
only for units) is a trivial exercise; you construct it stepwise, coefficient
by coefficient and observe at each step that the n-th coefficient is in A
because, for any series G(X) € A[[X]] the coefficients of G(X ) — (G(X))?
are divisible by 7w + 7" (for r > 2).

I am of course deliberately obscuring the issue. The point is that in the
same way, you show that there is a unique Fy(X,Y) € A[[X, Y]] such that
Fr(X,Y)=X+Y (mod deg2) and

FE (X, Y)) = Fp(f(X), F(Y)),

and you verify (by the unicity statement in the general lemma you are
now mentally formulating) that

Ff(Ff(va)vz):Ff(X’Ff(Y7Z))

because both are = X +Y + Z (mod deg2) and both “commute” with
f. Moreover you check that Fy is not only a formal group, but a formal
A-module over A, via the series u.

[.]

1. Une référence a la lettre que Bott a envoyé & Serre pour annoncer sa périodicité.
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Now one shows easily that the torsion points over k on the formal A-
module F constitute an A-module isomorphic to k/A. Hence there is an
injection G(K,/K) — U = units in A. It is a surjection, because the
Eisenstein polynomials f°(X)/f°m=1(X) = Xa"=a" 44 oare
irreducible in k. These same polynomials show that 7 is a universal norm
from K. Now you can believe that one can check that the isom A — g;l
is the reciprocity law ; one uses the fact that any two of our formal groups
F¢ and Fy (for different 7 and 7’) are isomorphic over the completion B

of the ring of integers in the maximal unramified extension T of k.

[

Notice that we have constructed the canonical homomorphism 6 : £* —
G(K,T/k) without using any class field theory at all; using class field
theory we see that 6 = reciprocity law, and hence, since 6 is injective,
KT is the maximal abelian extension of k. Probably one could prove
that directly, too, using ramification theory.

[

Notre but, dans cet article, est de donner une preuve assez directe de ce résultat
de la théorie locale du corps de classes mentionné par Tate.

1.2. Notations. — Commencons par fixer un certain nombre de notations ().
Soient F' une extension finie de Q, et @ une uniformisante de F. On note OF
I’anneau des entiers de F' et kp son corps résiduel. On note v, la valuation sur
F normalisée par v, (w) = 1. Alors v, s'étend, de maniére unique, a une cloture
algébrique F' de F ainsi qu’au complété C,, de F pour vg.

Si ¢ = |kr|, on note ¢ le groupe formel de Lubin-Tate associé au polyndéme P :=
wX + X9. Si a € Op, on dispose de [a] - T € aT + T?0Op[[T]], unique, vérifiant
P([a]-T) = [a] - P(T") (en particulier [ew]-T = P(T)); l'application [a] - T + a induit
un isomorphisme End(¥) = Op.

Le module de Tate Tx¥¢ de ¥ est un Op-module de rang 1. Choisissons en un
générateur (), ; alors mg = 0, P(mp41) = 7, pour tout n et 1 # 0.

Soit F,, = F(m,); c’est une extension totalement ramifiée de F', dont 7, est une
uniformisante. Soit Foe = Up>0Fy,. Cest une extension totalement ramifiée de F,
abélienne de groupe de Galois I'r = 0% ; si 0, € I'p correspond & a € Of, on a
04(my) = [a] - m, pour tout n. On note xr : Gp — OF le composé de la projection
Gr — I'r avec I'isomorphisme I'p =2 07} ci-dessus.

1.3. L’isomorphisme de la théorie locale du corps de classes. — Soit F™"
I’extension maximale non ramifiée de F. Le composé F™ - F., est une extension

2. Pour faire le lien avec les extraits des lettres de Tate, le dictionnaire est le suivant : F' <> k,
O < A, w7, Foo 0 K, F" & T, P f, 9 & Fy, [u]~T<—>gf(T).
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abélienne de F', de groupe de Galois le complété profini = = 0% X w? de F* : dans
I'isomorphisme ci-dessus, w agit comme @p sur F' et trivialement sur F, et O
agit trivialement sur F™*. Comme 'explique Tate dans sa lettre, le composé F™ - F,
et l'isomorphisme Gal(F™ - Fo/F) = F* ne dépendent pas du choix de w (car les
groupes de Lubin-Tate associés & deux uniformisantes sont isomorphe sur Fur ).

La théorie locale du corps de classe peut s’encoder dans le résultat suivant.

Théoréme 1. — L’extension F™ - F, est l’extension abélienne mazximale de F' ; l’ap-
plication G2 — Gal(F" - F,/F) = F* = 0} x w? est donc un isomorphisme.

Nous nous proposons de retrouver ce résultat via la théorie des (¢, I')-modules
Lubin-Tate. Notons que Herr [6] a montré comment utiliser la théorie des (p,I)-
modules cyclotomiques pour retrouver la dualité locale de Tate [15] (dont le résultat
ci-dessus se déduit facilement en utilisant la théorie de Kummer), mais passer par
celle des (i, I')-modules Lubin-Tate fournit une preuve bien plus directe.

Les chapitres 2 et 3 sont consacrés a une présentation succincte (mais assez com-
pléte) de la théorie des (¢,T')-modules Lubin-Tate. Le lecteur familier avec cette
théorie peut aller directement aux chapitres 4 et 5 pour une preuve du th. 1.

2. La théorie du corps des normes

La théorie du corps des normes de Fontaine-Wintenberger [4, 17] fournit un iso-
morphisme naturel

Hp := Gal(F/Fy) = Gal(E/Efr), ou Er 2 kr((T))
et E est la cloture séparable de Er. On a aussi des isomorphismes
Hp 2 Auteont (Cp/Fso) et Gal(E/Ep) = Auteon (E/Er)

ol ﬁoc est le complété de F, et Ect E F sont les complétés des extensions radicielles
de E et Ep (et E est aussi le complété de E, d’aprés Ax [1]). On peut donc écrire
I’isomorphisme de la théorie du corps des normes sous une forme perfectoide, ce qui
en fait un cas particulier de la “tilting equivalence” de Scholze [13], a la base de la
théorie des espaces perfectoides. La preuve de Fontaine et Wintenberger repose sur
la théorie de la ramification, suivant la voie tracée par Tate [16] dans l'article ayant
donné naissance a la théorie de Hodge des variétés p-adiques. C’était aussi le cas
de la premiére approche de Scholze mais Kedlaya et Liu ont trouvé une approche
alternative nettement plus simple (que Scholze a incorporée dans son article). C’est
cette approche que nous résumons ci-dessous.

2.1. Basculement. — Un sous-corps fermé K de C,,, contenant F, est dit perfec-
toide, si x — z9 est surjectif sur Ok /w. Si K est perfectoide, on note ﬁﬁ( le basculé
de Ok, i.e. la limite projective des O /w pour z — z? (i.e. x € ﬁg{ est une suite
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(zn)n d’élements de Ok /w avec | = z,, pour tout n). Alors 0% est un anneau
de caractéristique p, parfait.

Sixz = (Tn)nen € ﬁK, on note ¥ € Ok la limite de 24", ou &, € Ok est
un relévement de x, (cette limite ne dépend pas du choix de #,). On peut aussi
identifier €% a I'ensemble des suites (x(™),, d’éléements de Ok, avec (z("+1))e = x(7)
pour tout n : si x € 0%, on a z(™ = (21/"),

On choisit @ = (), € OF, avec vy (1) = %. Alors Ok Jw = 0% )@, et & /o
est une unité de 0.

Si x € 0%, on pose vg(z) := vy (xt). Alors vg est une valuation sur €% pour
laquelle il est complet. Cette valuation s’étend a K := &7 [ ], ce qui fait de K* un
corps valué complet.

La construction K + K° est fonctorielle; en particulier, Auteon (K/F) s’identifie
a un sous-groupe de Auteon (K°) : on a o((z(™),,) = (o (x(™)),.

2.2. Le basculé de C,. — On note Et = ﬁbcp le basculé de Oc, et E = CZ

celui de C,. Alors E est un corps parfait de caractéristique p, complet pour vg, et
Gr s’identifie & un sous-groupe de Auteont(E).

Proposition 2. — E est algébriqguement clos.

Démonstration. — Comme E est parfait, il suffit de prouver qu’il séparablement clos;
il suffit donc de prouver que, si P = X% +aq_1 X% 1+ -+ag € E+ [X] est séparable,
alors P a une racine dans E*. Quitte & remplacer a; par al/ %" ce qui remplace P
par un polynoéme séparable dont les racines sont les racines ¢™-iémes de celles de P,
on peut supposer que le discriminant A de P vérifie vg(A) < %

Soit @ € Oc¢, une racine de pt = X4 4 ag_le*1 4+ -+ ag, et soit o’ € Bt
vérifiant (a®)* = a. Alors vg(P(a”)) >1 (car P#(a) = 0) et vg(P'(”)) < vp(A) < 3
(car A = PQ + P'R, avec Q,R € ET[X]). Le lemme de Hensel fournit donc une
racine 3 de P vérifiant vg(8 — o”) > vg(P(a”)) — 2ug(P'(a”)).

Ceci permet de conclure. O

Modulo w, on a 7} 11 = T, ce qui permet de prouver que ﬁoo est perfectoide, et
fait de 7 = (7)), un élément de E*. On a vg (%) = 755 > 0, et donc E} = kr[[7]
est un sous-anneau de ET. Comme o(7,) = [xp(0)] - n, on a o(7) = [xr(o)] - 7,
et donc E; est stable par Gr qui agit a travers I'p. Soit Ep := E*[ ] le corps des
fractions de E;, et soit E r le complété de sa cloture radicielle.

Proposition 3. — On a Ep = (Fy)" = Efr.

Démonstration. — L'égalité (Fao)” = EH* résulte du théoréme d’Ax-Sen-Tate [1].

b

L’inclusion Ep C (1300) est immédiate, I'inclusion Ep C (Fs)” s’en déduit en utili-

sant le fait que (Fb)” est parfait et complet.
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Enfin, si 2 = (™), € ﬁ% , on peut écrire 2™, modulo w, sous la forme
oo
Eizo Un iy L my AVEC An; € kp et m assez grand (la somme est en fait finie car

v =0mod @ sii > (¢g—1)g""™~1), et on montre facilement que x est la limite

7
n+m

des 37,5 ani®@/1" et donc appartient a Ef. O

2.3. Débasculement. — Si A est un sous-anneau parfait de E, soient W(A) Pan-
neau des vecteurs de Witt & coefficients dans A et We,. (A) := Op @w (i) W(A). Si
y € A, on note {y} € We,.(A) son représentant de Teichmiiller (i.e. 1 ® [y], ou [y] est
le représentant de Teichmiiller dans W (A)).

Soit AT := We, (E1) (resp. A := We, (E)). Tout élément de A* (resp. A) peut
s’écrire, de maniére unique, sous la forme 3, w*{zy}, ot 2 € ET (resp. 2 € E).

Les actions de G et pp sur E et E* se relévent en des actions sur A et 11“‘, en
posant o(3 ;- @M {wr}) = 2 k>0 wh{o(xy)} et er(Q k>0 w*{ax}) = 2 k>0 w*{xi}.

On pose A} := We, (EJIE) (resp. Ap := We, (Er)). On déduit de la prop. 3 que
11; = (;{")HF et Arp = AfF 1l existe un unique relévement 7 € A+ de 7 vérifiant
op(m) = [@] 7 (cf. [2, Lemme 9.3] : on a 7 = lim,_, oo [@"] - {7}, ou 7, € B vérifie
(72)f = m,). Par unicité, on a o(r) = [xr(0)] - 7 pour tout o € G ; en particulier,
T e (AT)Hr = AT

Soit A} := Op[[r]] C Af, et soit Ap I'adhérence de Af[L] dans A; alors Aj,
et Ap sont stables par ¢p et Gr (qui agit a travers I'r), on a A}/w = Ef et
AF/’W = EF.

On dispose d’'un morphisme surjectif d’anneaux 6 : At o Oc, envoyant
S kso @@k} sur 3,5 @Fa}. Le noyau de 0 est principal, et = € Kerf en est un

générateur si et seulement si vg(Z) = 1 (ou T € ET est la réduction de z modulo ).

Par exemple, m € Ker6 (car [@"] - {7’} € Ker pour tout n) et ¢ := 90’717( ; est un
générateur de Ker 0 (car vg(€) = (1 — é)UE(f) = 1), fixe par Hp.
Proposition 4. — Soit K un sous-corps fermé de E, parfait et contenant EF Soit

ﬁ}i{ = 0(We,(0Ok)) C Oc,. Alors K* := ﬁg([%] est un sous-corps perfectoide de C,,
et (K%’ =K.

Démonstration. — Soit z = 2} + wz! + -+ € O%. Si vm(x) =0, on a vg(z) = 0 et
done {x0} + w{x1} + -+ est inversible dans Wg, (Ok) et © € (ﬁg{)*.

Si v (x) > 1, alors vg(xg) > ve(®@), ou @ = 7% . 1l Sensuit que xg = Wy, avec
y € Ok, et donc acg = @fy¥, et comme w /%" est une unité de ﬁﬁw, cela implique que
x est divisible par w dans ﬁ%

Si ve(z) = ¢, on déduit de ce qui précéde que z
ﬁ’}t{, et donc z est inversible dans K¥. Il en résulte que K¥ est un corps, et que ﬁ}i{ est

b = w®u, avec u inversible dans
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I’anneau de ses entiers. Comme ﬁg( est séparé et complet pour la topologie w-adique,
il en résulte que K* est fermé dans C,,.
Le reste de ’énoncé résulte de ce que ﬁg(/w =0Ok/w@. O

Ezemple 5. — (i) Ef = C, (car 6 : At - Oc, est surjective).

(ii) f]uF = Fi. En effet, inclusion 9(:&;) C Op_ résulte de ce que Ap est fixe
par Hp, et 'inclusion dans ’autre sens résulte de ce que ﬁ%F est complet pour v, et
™ = 0(pr" (1)) € ﬁ%F, pour tout n (si u, = @r"(7), on a 8(u,) = O([w] - upt1) =
[@]-0(tn1), et modulo (Ker 8, @), on a 8(u,) = u, = 7/7" = m, ; il n’est pas difficile
d’en déduire que 6(u,) = 7, pour tout n).

2.4. L’isomorphisme. — L’isomorphisme annoncé entre les groupes de Galois
(th. 8) est une conséquence du résultat suivant.

Proposition 6. — Soit K un sous-corps fermé de C,, contenant ﬁoo. Si K° est
algébriquement clos, alors K = C,,.

Remarque 7. — Le seul sous-corps fermé de C,, qui est algébriquement clos est C,,
lui-méme. Par contraste [10], il existe Y € E* tel que le complété K de la cloture
algébrique de kz((Y)) dans E soit strictement inclus dans E. (C’est a partir de ce type
de corps que l'on construit [7] des points x de la courbe de Fargues-Fontaine dont le
corps résiduel x(x) est strictement plus gros que C,, — bien que 0, (,)/w" = O¢, /w",
pour tout n.) Cela ne contredit pas la prop.6 car K n’est pas de la forme L’ avec

L C C, : en effet, 0 est alors injective sur We, (Ok) et We, (Ok)[L] n'est pas un
corps.
Démonstration. — 1l suffit de prouver que K est algébriquement clos et, pour cela, il

suffit de prouver que tout P € Ok |[X], unitaire et irréductible, a une racine dans 0.

Soit donc P(X) = X4+ aq_1 X% ' - 4 ag € Ok[X], irréductible, et soit a € K°
vérifiant vg(a) = é. Soit k£ > 0. Supposons que 'on dispose de y, € Ok tel que
P(yr) € w*0xk. Soit Q(X) = () *P((a*)*X + yi). Alors Q est unitaire par
construction, et vérifie Q(0) = (af) "k P(y;,) € Ok. Par ailleurs, Q est irréductible et
donc son polygone de Newton est un segment; il s’ensuit que @ € Ok[X]. Il existe
Q" € Oy»[X] ayant méme image modulo w. Si & € Oy, est une racine de @Q°, alors
Q(z') € WOk, et donc P(ypy1) € whH1 Ok, ot I'on a posé yri1 := yi + (af)Fzt. Ceci
fournit un algorithme construisant une racine de P. O

On note E la cloture séparable de Er dans E.

Théoréme 8. — E est le complété de E pour vg, et on a un isomorphisme naturel

Attteont (E/Ef) = Ateont (Cp/Fao)
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Démonstration. — Soit K Dadhérence de E dans E (c’est aussi le complété de E
pour vg). Il résulte du théoréme d’Ax que K est algébriquement clos. Son débasculé
K?* est alors complet, et algébriquement clos d’aprés la prop.6 (car (K*)” = K est
algébriquement clos). Comme il est contenu dans C, et qu'il contient ﬁw, ona Kf =
C,, et donc K = E, ce qui prouve le premier énoncé.

Sioe Aut(ﬁ/ﬁp), alors ¢ induit un automorphisme de ET et donc aussi de At
qui laisse stable Ker# puisque son générateur £ est fixe vu qu’on a supposé que o
fixe Ep. Ceci fournit un morphisme de groupes Aut(E/Ep) — Aut(C,/ F.o) qui est
injectif. Réciproquement, comme (ﬁoo)b =E F et E= C;, on dispose d’un morphisme
Aut(Cp/ﬁoo) — Aut(E/Er) qui est injectif car G, qui contient Au‘c((ﬁp/ﬁoo)7 agit
fidélement sur E. La composée de ces deux injections étant l'identité de Aut(C,/ Flo),
on en déduit le résultat. O

3. (p,T')-modules Lubin-Tate

Définition 9. — Un (p,I')-module étale sur Ap est un Ap-module D, de type
fini, muni d’actions semi-linéaires de pp et I'r commutant entre elles, et telles que
I'application naturelle Ar ®,,.(a) ¢r(D) — D soit un isomorphisme.

Exemple 10. — Si L est une extension finie de F', et sin : F* — 07 est un caractére
continu, on note (0 - Ar)(n) le 1, ®¢, Ap-module de rang 1, engendré par un
élément e, tel que pr(e,) = n(w)e, et oq(e,) = n(a)e, sia € 0. Alors (O -Ar)(n)
est un (¢, I')-module étale sur Ap, de rang [L : F]; il est de plus muni d’une action
de 0, commutant a celles de ¢ et T'p.

On note A le complété pour la topologie w-adique de 'extension étale maximale
de A dans A.Ona A/w = E et A est stable par G et or (car Ap Uest). De plus,
A?P=l = Op et AHF = Ap (car E¥F~1 = kp et EffF = Ep).

On a alors le résultat suivant ).

Proposition 11. — Les foncteurs
Vs D(V) = (AR, V)F et D= V(D):=(A®a, D)?r=!

sont inverses l'un de l’autre et induisent une équivalence de catégories entre la caté-
gorie des Op-représentations de G et celle des (¢,I')-modules étales sur Ap, qui est
compatible au produit tensoriel.

3. Ce résultat était connu de Fontaine (dans son article fondateur [3], il ne développe que la
théorie cyclotomique, mais il était bien conscient de la possibilité de développer la théorie Lubin-
Tate — méme si la parenthése “Dans la suite de ce travail...”, p. 251 de [3] est un peu optimiste dans le
cas non commutatif) ; il apparait en filigrane dans la thése de Fourquaux [5, n° 1.4.1], voir aussi [12,
rem. 2.3.1] ; pour des preuves, voir Kisin-Ren [8] et Schneider [11].
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Démonstration. — (esquisse, voir [3] ou [11] pour les détails) — Ce résultat se dé-
montre par dévissage & partir du méme résultat modulo w.

Si V est une kp représentation de G, de dimension d, on a E®y, V = E? comme
représentation de Hp d’apreés le théoréme de Hilbert 90; il s’ensuit que D(V) est un
Ep-module de rang d, que E®g, D(V) =E®, V, et V = (E®g, D(V))#r=L

Si D est un (¢,I') étale sur Ep, de rang d, et si eq,...,eq en est une base, il
existe (a; ;) € GLq(Ep) telle que e; = Z?Zl a;ipr(e;). Siv= Zgzl x;e;, équation
or(v) = v se traduit par le systéme d’équations z! = Z?Zl
L’algebre définie par ce systéme est étale sur Ex (car (a; ;) € GL4(Er)), de degré ¢°.
L’espace V(D) des solutions est donc un kp-module de rang d, et on a E®y,. V(D) =
E®g, D (et donc D = (E®y,. V(D))" 7) car les deux membres ont la méme dimension
sur E et une famille de V(D), liée sur E, l'est déja sur kp (si Adjv1 + -+ Ao, =0
est une relation minimale, on peut diviser par A; et donc supposer \; = 1; appliquer

ajirj, pour 1 < ¢ < d.

o — 1 donne A! — \; = 0 par minimalité, et donc \; € kp pour tout ).
La compatibilité au produit tensoriel, résulte de ce que,

E @k, (Vi ®V2) = (E @y, V1) Ok (E @k, V2)
= (E®g, D1)®r (E®g, D2) =EQ®g, (D1 ® Ds)
si D1, Do correspondent a Vi, V5. O
Remarque 12. — Si L est une extension finie de O, en rajoutant une action de O,
commutant & celles de G (resp. pr et I'r), on obtient une équivalence de catégories

entre entre la catégorie des &', -représentation de G et celle des (o, I')-modules étales
sur Oy, Ko Ar.

4. Frobenius et élévation a la puissance p
Avant de prouver le th. 1, commencons par deux résultats préliminaires. Notons :
O -Ar =01 ¢, Ap, 0O -A:=01Q¢, A
L’anneau O, - A n’est pas nécessairement intégre, contrairement a &, - Ap.

Lemme 13. — L’application x — “”FT(I) induit une suite exacte

07 = (O -A)* — (O - A)* = {1}

Démonstration. — Par dévissage, on est ramené a prouver que :

° ‘PFT(””) est une surjection de (kr ®g, E)* sur lui-méme, de noyau k7,

ez — pp(xz) — x est une surjection de ki, ®p, E sur lui-méme, de noyau k..
La détermination des noyaux est immédiate :

(kp @p, B)?PP= = kp @, BPP= =k @y kp = ki
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Pour la surjectivité, il suffit de prouver le résultat pour ¢ au lieu de pp (car N —1 =
(pr—1) (X' 4---+1)). En prenant N = [ky, : kr], ¢ devient z 29" sur k@, B
(car 2 —gsize kr). Comme kr, ®p, E =2 EV, la surjectivité résulte de celle de
29 1 sur E* et 2 — 29" — 2 sur E. O

Lemme 14. — SiB € (Or-Ap)* est tel qu'il existe X € (Or-Ap)*, avec \P = *OFéﬁ),
alors il existe B € OF et a € (O - Ap)* tels que B = [oaP.

Démonstration. — 1l existe « € (O - A)* tel que ‘pFTm) = )\, et on conclut en

remarquant que % € (O -A)*)er=l = 07x. O

5. L’extension abélienne maximale de F

Nous pouvons maintenant prouver le th. 1. Il s’agit de prouver que tout caractére
d’ordre fini § : G — 07 se factorise a travers O x w? ou, ce qui revient au méme,
que le (¢, T')-module associé est de la forme (Of - Ar)(n) (cf. ex.10), oun: F* — OF
est un caractére (et alors 6 = 7). Comme un caractére non ramifié se factorise a
travers O X w? (et méme wz), on peut multiplier § par un tel caractére, si besoin
est.

On peut supposer que § est d’ordre £™ ou ¢ est un nombre premier. Le cas £ # p
ne pose pas de probléme : dans ce cas, § se factorise a travers le ¢-Sylow du groupe
de Galois de ’extension modérément ramifiée maximale qui est une extension de Z,
par Zy(1), ou 1 € Z; agit (par conjugaison) par multiplication par g sur Z(1);
'abélianisé de ce groupe s’identifie donc au quotient gy (F) x w?¢ de F* (via
oo (F) =Zy(1)/(q — 1)), et ¢ se factorise a travers ce quotient.

Le cas délicat est donc £ = p; comme l'ordre de § est p", L contient p,,.. Soit
D := D(4) le (¢,I')-module Lubin-Tate associé & 4. Si e est une base de D, il existe
A€ (0L - Ap)* tel que pr(e) = Ae. Maintenant, comme 0 est d’ordre p™, le (¢,T')-

module D®P" est trivial; il existe donc § € (Of - Ap)* tel que \P" = “"FT(M.

Il ressort du lemme 14 que 3 = Bya®, et donc que N\ = (“DFT@)’J . Il existe donc
¢ € p, tel que P = (‘pFT(O‘))p, et comme L contient g, il existe n; : F* — O7F,
non ramifié, tel que 7 (w)pw1 = (. Quitte & multiplier § par 7, ce qui multiplie A par
. 1(w), on peut supposer ( = 1. Une récurrence immeédiate montre donc que, quitte
a multiplier § par un caractére non ramifié de F*, on peut trouver o € (0, - Ap)*
tel que \ = “’FT(O‘).

Soit f = ae. Alors f est aussi une base de D, et on a ¢r(f) = f. Par ailleurs, si
a € 0%, onappo, = ogpp. Il s’ensuit que, si o, (f) = n(a)f, avec n(a) € (O -Ar)*,
alors pr(n(a)) = n(a), ce qui implique n(a) € OF. Comme 0,0, = 00,4, 1 €st un
caractére de 0%. Si on étend n & F™* en posant n(w) = 1, on a D = (O - Ap)(n)
puisque pr(f) = f.

Ceci permet de conclure.
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