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Résumé. — Nous utilisons la théorie des (ϕ, Γ)-modules de Fontaine pour établir une cor-
respondance entre d’une part les représentations semi-stables, irréductibles, de dimension 2 de
Gal(Qp/Qp), et d’autre part, des représentations unitaires de GL2(Qp) introduites par Breuil.
Cette correspondance s’obtient via un lien direct entre (le dual de) la représentation de GL2(Qp)

et le (ϕ, Γ)-module associé à la représentation de Gal(Qp/Qp).

Abstract. — We use Fontaine’s theory of (ϕ, Γ)-modules to establish a correspondance between
2-dimensional irreducible semi-stable representations of Gal(Qp/Qp) and a family of unitary re-
presentations of GL2(Qp) introduced by Breuil. This correspondance is obtained by establishing a
direct link between the (dual of the) representation de GL2(Qp) and the (ϕ, Γ)-module attached
to the representation of Gal(Qp/Qp).
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Introduction

0.1. Notations. — On fixe une clôture algébrique Qp de Qp, et on note GQp le groupe de
Galois Gal(Qp/Qp) absolu de Qp. On note χ : GQp → Z∗

p le caractère cyclotomique qui induit
un isomorphisme de Γ = Gal(Qp(µp∞)/Qp) sur Z∗

p .
On se fixe aussi une extension finie L de Qp contenue dans Qp (on peut parfois se permettre

de remplacer L par une extension finie ; L est donc variablement fixe...), et on note R (resp. E †)
l’anneau de Robba à coefficients dans L (resp. le sous corps de R constitué des éléments inversibles
de R auquel on rajoute 0). On a donc R ⊃ E † ⊃ OL[[T ]], et (L ⊗OL

OL[[T ]])[T−1] est dense
dans E † et R pour leurs topologies respectives. On munit OL[[T ]], E † et R d’actions OL-linéaires
continues du frobenius ϕ et de Γ, respectant les structures d’anneaux, en envoyant T sur ϕ(T ) =
(1 + T )p − 1 et γ(T ) = (1 + T )χ(γ) − 1, si γ ∈ Γ. Ces actions commutent entre elles.

0.2. Énoncé des résultats. — Cet article s’inscrit dans le cadre d’une hypothétique cor-
respondance de Langlands p-adique. On établit une bijection naturelle entre, d’une part, les
représentations semi-stables [22] de dimension 2 de GQp , et d’autre part, une famille de repré-
sentations de GL2(Qp) considérée par Breuil [4, 5, 6].

A torsion près par une puissance du caractère cyclotomique (qui permet de supposer qu’un des
poids de Hodge-Tate est nul et l’autre < 0), les L-représentations semi-stables de dimension 2
de GQp sont paramétrées par deux invariants α et L appartenant à L, où 2vp(α) = k est un
entier > 2. Au couple (α,L ), on associe le (ϕ,N)-module filtré Dα,L qui est le L-espace vectoriel
de dimension 2 engendré par e1 et e2, avec ϕ(e1) = αe1, ϕ(e2) = p−1αe2, N(e1) = e2, N(e2) = 0,
muni de la filtration décroissante définie par D0

α,L = Dα,L , D1
α,L = Dk−1

α,L = L · (e1 −L e2) et
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Dk
α,L = 0. Ce (ϕ,N)-module filtré est admissible et on note Vα,L la représentation Vst(Dα,L ) qui

est semi-stable [17], de dimension 2, de poids de Hodge-Tate 0 et 1−k. Si k > 3, la représentation
Vα,L est irréductible.

Les représentations de GL2(Qp) considérées par Breuil sont elles aussi paramétrées par deux
invariants β et L appartenant à L, où k = 2vp(β) + 2 est un entier > 2. L’espace sur lequel
GL2(Qp) opère est un quotient de l’espace B(k) qui s’obtient naturellement comme une com-
plétion du produit tensoriel de la représentation de Steinberg et de la représentation algébrique
Symk−2Q2

p et qui peut se réaliser plus concrètement comme l’espace des fonctions « de classe
C

k−2
2 sur P1(Qp) avec un pôle d’ordre au plus k − 2 en l’infini » modulo celui des polynômes

de degré 6 k − 2, l’action de GL2(Qp) sur B(k) provenant de l’action naturelle de GL2(Qp)
sur P1(Qp) tordue par un caractère tenant compte de β (voir. § 5.3 pour une formule précise).
La représentation de GL2(Qp) ainsi obtenue est loin d’être irréductible : si L ∈ L, on définit le
L-espace vectoriel L(k,L ) des fonctions de la forme `U,L =

∑
u∈U λu(x − au)ju logL (x − au),

où U est un ensemble fini, les ju des entiers appartenant à l’intervalle ]k−2
2 , k − 2], les au des

éléments de Qp, et les λu des éléments de L tels que deg(
∑

u∈U λu(x − au)ju) < k−2
2 (On note

U (k) l’ensemble des U = {u = (λu, ju, au)} vérifiant les conditions précédentes.) ; cet espace est
stable sous l’action de GL2(Qp), ce qui permet de définir la représentation B(β,L ) comme le
quotient de B(k) par l’adhérence de L(k,L ).

Au vu des paramétrisations ci-dessus, il y a une correspondance raisonnable associant Vα,L
et B(β,L ), avec β = pk−1α−1. Notre but est de montrer que cette correspondance est en fait
bien mieux que raisonnable : on dispose de constructions naturelles donnant une description
(cf. th.0.1) du dual B(β,L )∗ de B(β,L ) en terme de Vα,L , si β = pk−1α−1. Ces constructions
utilisent la théorie des (ϕ,Γ)-modules de Fontaine [23, 8] et permettent de démontrer un certain
nombre de résultats conjecturés par Breuil (cor. 0.2). Il est à noter que ces résultats s’étendent
sans grand changement aux représentations cristallines de dimension 2 (cf. [3]) ainsi qu’aux
représentations triangulines (« finite slope ») (cf. [16]) dont les représentations attachées aux
formes modulaires surconvergentes font partie.

La théorie des (ϕ,Γ)-modules de Fontaine établit une équivalence de catégories entre la caté-
gorie des représentations p-adiques de GQp , et la catégorie des E †-espaces vectoriels de dimension
finie munis d’actions semi-linéaires, commutant entre elles, de ϕ et Γ, l’action de ϕ étant étale
(i.e. de pente 0). Un (ϕ,Γ)-module étale est, de plus, naturellement muni d’un inverse à gauche ψ
de ϕ, qui commute à l’action de Γ, et qui joue un rôle très important dans la théorie d’Iwasawa des
représentations de GQp . En particulier, si D est associé à une représentation galoisienne V , alors
Dψ=1 est naturellement isomorphe au groupe(1) H1

Iw(Qp, V ) (Fontaine (non rédigé), cf. [9, 11]).
Si D est un (ϕ,Γ)-module, on note ψ−∞(D) l’ensemble des suites w = (w(n))n∈Z d’éléments
de D, qui sont bornées(2) et telles que ψ(w(n+1)) = w(n) quel que soit n ∈ Z. On notera que
Dψ=1 s’injecte naturellement dans ψ−∞(D). Le module ψ−∞(D) admet une structure naturelle
de P (Qp)-module, où P (Qp) = {(a b

0 1

)
, a ∈ Q∗

p , b ∈ Qp}, cette action étant définie (cf. § 4.9) en

(1)On a H1
Iw(Qp, V ) = Qp ⊗Zp lim

←−
(Qp(µpn), T ), où T est un résau de V invariant par Gal(Qp/Qp), et la limite

projective est prise relativement aux applications de corestriction.
(2)C’est-à-dire incluses dans un OL[[T ]]-module compact
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utilisant les actions de ψ, Γ et la structure de OL[[T ]]-module. Notre résultat principal est alors
le suivant.

Théorème 0.1. — Si k > 3, si vp(α) = k
2 , et si β = pk−1α−1, les P (Qp)-modules B(β,L )∗ et

ψ−∞(D†α,L ) sont naturellement isomorphes.

En utilisant des techniques de (ϕ,Γ)-modules, on en déduit un certain nombre de résultats
conjecturés par Breuil.

Corollaire 0.2. — (i) B(β,L ) 6= 0.
(ii) B(β,L ) est topologiquement irréductible.
(iii) B(β,L ) est admissible.
(iv) B(β′,L ′) ∼= B(β,L ) si et seulement si β = β′ et L = L ′.

Remarque 0.3. — (o) La notion d’admissibilité du (iii) est celle introduite par Schneider et
Teitelbaum [33] : elle signifie que B(β,L )∗ est de type fini sur L⊗OL

[[GL2(Zp)]].
(i) Breuil et Mézard [7] ont démontré les points (i), (ii) et (iii) du cor. 0.2 si k 6 p − 1.

Leur démonstration est totalement différente de celle de cet article ; elle repose sur l’étude de la
réduction modulo p des objets en présence et a l’avantage d’établir une compatibilité entre la
correspondance en caractéristique 0 et celle en caractéristique p. Elle a aussi le bon goût d’être
nettement plus géométrique que celle de cet article, et laisse entrevoir la possibilité d’obtenir
une réalisation géométrique de la correspondance de Langlands locale p-adique analogue à celle
obtenue par Harris et Taylor [25] (cf. aussi [20]) dans le cas classique.

(ii) Breuil [5] a démontré les points (i) et (iv) du cor. 0.2 dans le cas d’une représentation
associée à une forme modulaire f . Il a en fait démontré que la représentation B(β,L ) intervient
dans le morceau correspondant à f dans le complété p-adique de la cohomologie de la tour des
courbes modulaires, si et seulement si β et L sont les invariants correspondant à la représen-
tation(3) de GQp attachée à f via la correspondance ci-dessus, ce qui tend à indiquer que cette
correspondance est compatible avec une correspondance de Langlands p-adique globale qui reste
à définir.

(iii) Le théorème 0.1 a été inspiré par un sous-produit du résultat de Breuil mentionné ci-
dessus. Si f =

∑+∞
n=1 anq

n est une forme primitive de poids k > 3 dont le coefficient ap vaut
p(k−2)/2, la représentation Vf de Gal(Qp/Qp) qui lui est associée est semi-stable de dimension 2
et de poids de Hodge-Tate 0 et 1−k. On peut donc lui associer, par la recette esquissée ci-dessus,
un invariant(4) Lf . Par ailleurs, en utilisant la théorie des symboles modulaires, on sait associer
à f une fonction L p-adique

Lp(f, s) =
∫

Z∗
p

xk/2〈x〉s−k/2 µf , où µf ∈ B(k)∗ est vecteur propre de
(p 0

0 1

)
.

Le théorème de Breuil auquel il a été fait allusion plus haut affirme que µf ∈ B(ap,Lf )∗. Par
ailleurs, Kato a construit un élément zKato(f) dans H1

Iw(Q, Vf ), et a montré, en utilisant une loi

(3)C’est la restriction à GQp de la représentation de GQ construite par Deligne [18].
(4)Cet invariant est l’opposé de celui intervenant dans la conjecture de Mazur-Tate-Teiltelbaum [28]. Un pe-
tit calcul montre que Lp(f, k/2) = 0 et une conjecture de Mazur,Tate et Teitelbaum (démontrée depuis, par
des méthodes diverses et variées, par Stevens, Kato-Kurihara-Tsuji, Orton, Perrin-Riou, Emerton) prédit que
L′p(f, k/2) = −Lf · L(f, k/2).
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de réciprocité explicite [26], que zKato(f) permettait de retrouver µf en utilisant la machine de
Perrin-Riou [29, 30, 10, 12]. En réinterprétant la machine de Perrin-Riou en termes de (ϕ,Γ)-
modules [9, 11], on en déduit [15] le fait que l’élément zKato(f) donne naissance à la distribution
µf quand on utilise l’isomorphisme H1

Iw(Qp, Vf ) ∼= D†(Vf )ψ=1 et la recette expliquée dans la
prop 0.4 ci-dessous pour construire des distributions sur Qp à partir d’éléments de D†(Vf )ψ=1.
Tous les résultats mentionnés ci-dessus sont des résultats globaux qui utilisent des objets globaux,
mais il est possible d’en dégager le principe purement local selon lequel les éléments de (D†α,L )ψ=1

fournissent des éléments de B(β,L )∗ propres sous l’action de
(p 0

0 1

)
. Une analyse plus détaillée

de la situation mène au théorème 0.1.

0.3. Le passage de B(β,L )∗ à ψ−∞(D†α,L ). — La démonstration du théorème 0.1 est une
longue série de traductions avec un petit calcul au milieu faisant intervenir la formule de Leopoldt
pour la valeur en s = 1 des fonctions L p-adiques attachées aux caractères de Dirichlet. Elle est
résumée dans la proposition 0.4 ci-dessous dont l’énoncé va demander un peu de préparation.

Soit µKL la distribution de Kubota-Leopoldt. Cette distribution est à la base de la construction
des fonctions L p-adiques attachées aux caractères de Dirichlet, et sa définition est rappelée
au § 3.3. Soit aussi fj,L (x, y) la fonction de 2 variables définie, si j est un entier > 1, par la
formule

fj,L (x, y) = yj logL x+
j∑

i=1

(
j

i

)
1
i
xiyj−i.

Finalement, si µ ∈ D k−2
2

(Qp), et n ∈ Z, soit(5)

`(n)
µ = lim

m→+∞ p
mψn−m

(
logL T ·

∫

p−mZp

(1 + T )p
mx µ

)
,

où ψ : R[logL T ] → R[logL T ] est l’extension naturelle de l’opérateur ψ : E † → E †.
Pour comprendre l’énoncé qui suit, il faut encore savoir (prop. 2.17) que la restriction à Qp

induit un isomorphisme B(k)∗ ∼= D k−2
2

(Qp), où, si u est un nombre réel > 0, on note Du(Qp)
l’espace des distributions globalement d’ordre u sur Qp, et que l’on a un isomorphisme [1, 2, 14]

R[
1
t
, logL T ]⊗L Dα,L = R[

1
t
, logL T ]⊗E † D

†
α,L

qui permet d’écrire, en utilisant la base e1, e2 de Dα,L , un élément de D†α,L sous la forme
w1

e1
tk−1 + w2

e2
tk−1 , avec w1, w2 ∈ R[logL T ] (cf. prop. 5.16 pour un énoncé plus précis).

Proposition 0.4. — Si µ ∈ D k−2
2

(Qp), les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) µ ∈ B(k,L )∗ ;
(ii)

∫
Qp
`U,L µ = 0 quel que soit U ∈ U (k) ;

(5)L’existence de la limite demande un peu de travail (cf. prop. 1.17 et lemme 5.18).
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(iii) il existe λ ∈ D k
2
(Qp) telle que, quels que soient a ∈ Qp, n1, n2 ∈ Z et 0 6 j 6 k − 2, on

ait (avec D(b, n) = b+ pnZp, si b ∈ Qp et n ∈ Z)

pn1

∫

D(a,n1)
xj λ−pn2

∫

D(a,n2)
xj λ

=
∫

Qp

(
pn1

∫

D(a−y,n1)
fj(x, y)µKL(x)− pn2

∫

D(a−y,n2)
fj(x, y)µKL(x)

)
µ(y).

(iv) il existe λ ∈ D k
2
(Qp) telle que, quel que soit n ∈ N et η ∈ µp∞ − {1}, on ait

∫

p−nZp

ηp
nx(1 + T )p

nx λ ≡ `(n)
µ ((1 + T )η − 1) mod T k−1.

(v) Il existe w = (w(n))n∈Z ∈ ψ−∞(D†α,L ) tel que, si on écrit w(n) sous la forme w(n)
1

e1
tk−1 +

w
(n)
2

e2
tk−1 , alors quel que soit n ∈ Z,

w
(n)
1 = β−n

∫

p−nZp

(1 + T )p
nx µ.

Réciproquement, si w = (w(n))n∈Z ∈ ψ−∞(D†α,L ), il existe µw ∈ D k−2
2

(Qp) et λw ∈ D k
2
(Qp)

vérifiant les propriétés (iv) et (v) et, quel que soit n ∈ Z, on a

w
(n)
2 = β−n

p− 1
pn+1

(
`(n)
µw

(T ) +
∫

p−nZp

(1 + T )p
nx λw

)
.

Remarque 0.5. — (i) L’équivalence entre (i) et (ii) est plus ou moins la définition de B(β,L )∗.
(ii) L’équivalence entre (ii) et (iii) vient de ce que la fonction fj(x, y) est une bonne approxi-

mation (lemme 3.7) de yj logL y. Les intégrales doubles du (iii) qui apparaissent naturellement
au cours du calcul ont sûrement une interprétation conceptuelle ; les intégrales équivalentes dans
le cas cristallin s’interprètent [3] en termes d’opérateurs d’entrelacement. Il est à noter que la
fonction fj(x, y) intervient aussi dans les calculs de Breuil et Mézard.

(iii) L’équivalence entre (iii) et (iv) suit d’un calcul un peu monstrueux dans lequel apparaissent
naturellement, quand on essaie d’expliciter `(n)

µ , des sommes du type
∑

η∈µpn−{1} η
−b logL (η−1).

Le calcul de ces sommes (prop. 3.13) est équivalent à la formule de Leopoldt pour la valeur
en s = 1 des fonctions L p-adiques attachées aux caractères de Dirichlet.

(iv) L’équivalence entre (iv) et (v) repose sur une description « explicite » de D†α,L à l’inté-
rieur de R[1t , logL T ]⊗L Dα,L . Cette description ([15] et prop. 5.15) repose sur les résultats de
Berger [1, 2, 14] qui permettent de retrouver les invariants classiques fournis par la théorie de
Hodge p-adique à partir des (ϕ,Γ)-modules, sans utiliser les anneaux de Fontaine Bcris, Bst, BdR

ou B† intervenant dans la définition de ces objets. Tous les calculs se déroulent à l’intérieur de
l’anneau de Robba qui se révèle, à l’usage, un anneau très sympathique malgré son aspect peu
engageant.

(v) Comme on peut le constater, un élément w de ψ−∞(D†α,L ) et donc, a fortiori, un élément
de (D†α,L )ψ=1, fournit deux distributions µw et λw sur Qp. Si Dα,L est le (ϕ,N)-module filtré
associé à une forme modulaire f , l’élément zKato(f) de Kato nous fournit un élément de wKato

de (D†α,L )ψ=1et donc deux distributions µKato(f) et λKato(f). Comme nous l’avons signalé plus
haut, la distribution µKato(f) est la distribution donnant naissance à la fonction L p-adique de
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f , et qui peut se construire à partir de symboles modulaires. Quelle sont les significations de
la distribution λKato(f) et de la deuxième fonction L p-adique attachée à f qu’elle permet de
définir ?

Pour terminer cette introduction, mentionnons que les calculs effectués pour démontrer la
prop. 0.4 permettent aussi de démontrer la prop. 0.6 ci-dessous, ce qui, en utilisant la construction
de Kato de la fonction L p-adique attachée à une forme modulaire, fournit une démonstration
de la conjecture de Mazur-Tate-Teitelbaum (à l’ordre 1) dans le cas d’un zéro supplémentaire.
Cette démonstration n’est pas franchement différente de celle obtenue par Perrin-Riou [32] (dont
on trouvera une traduction en termes de (ϕ,Γ)-modules dans [15]) ou de celle obtenue par
Emerton [19].

Proposition 0.6. — Si α = p`+1, et si w ∈ (D†α,L )ψ=1 ⊂ ψ−∞(D†α,L ), alors
∫

Z∗
p

y`µw = 0 et
∫

Z∗
p

y` log y µw = −L ·
∫

Zp

y`µw.

0.4. Céoukonfaikoi. — L’article est divisé en cinq chapitres dont trois ont vocation à émigrer
ailleurs. Le premier est un chapitre de rappels et compléments sur l’anneau de Robba avec, en
particulier, une étude un peu poussée de l’action de ψ sur cet anneau. Le second est constitué de
rappels sur les distributions sur Zp et la transformée d’Amice, et d’extensions aux distributions
sur Qp et P1(Qp). Le quatrième chapitre est consacré à une étude approfondie de l’action de ψ
sur un (ϕ,Γ)-module. Il est inutile pour la démonstration du théorème 0.1, mais est indispensable
pour déduire le cor. 0.2 du th. 0.1. Le troisième chapitre est consacré à l’équivalence des points
(i) à (iv) de la proposition 0.4 ci-dessus et le cinquième recueille les fruits du travail préparatoire
effectué dans les autres.

0.5. Remerciements. — L’élément qui a provoqué le déclic menant aux résultats exposés
dans cet article a été la réception de la version préliminaire de [6] lors d’un séjour que j’effectuais
au Tata Institute de Bombay. Je voudrais en profiter pour remercier Christophe Breuil de m’avoir
communiqué ses résultats, le Tata Institute pour les remarquables conditions de travail que j’y
ai trouvées, et le CEFIPRA qui a partiellement financé ce séjour à Bombay.

1. L’anneau de Robba et ses sous-objets

1.1. Séries de Laurent

Soit L une extension finie de Qp. Nous allons définir dans ce chapitre un certain nombre (et
même un nombre certain...) d’anneaux et d’espaces de fonctions analytiques « à valeurs dans
L », dont l’anneau de Robba R des fonctions analytiques sur une couronne infiniment fine de
valuation 0, à l’intérieur duquel vivent la plupart des autres objets (à l’exception notable du corps
E des fonctions analytiques sur une couronne vide de valuation 0). Ces espaces interviendront
naturellement dans les constructions et les démonstrations de la suite de l’article, mais le lecteur
est invité à ignorer ce chapitre qui ne comporte que des résultats purement techniques pas très
éclairants.
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1.1.1. Le corps E . — Soit E l’ensemble des séries de Laurent
∑

k∈Z akT
k, avec ak ∈ L, telles que

la suite (vp(ak))k∈Z soit minorée et vérifie limk→−∞ vp(ak) = +∞. On munit E de la valuation
v{0} définie par v{0}(

∑
k∈Z akT

k) = infk∈Z vp(ak), ce qui fait de E un corps complet pour la
valuation v{0}. On note OE l’anneau des entiers de E qui est donc l’anneau des séries de Laurent∑

k∈Z akT
k, avec ak ∈ OL, telles que la suite vp(ak) vérifie limk→−∞ vp(ak) = +∞. Le corps

résiduel de E est kL((T )).

Il faut faire un peu attention à la topologie que l’on met sur E car il y a deux choix naturels
possibles qui ont chacun leur utilité. La topologie forte donnée par la valuation v{0} rend continue
la réduction OE → kL((T )) modulo mL, si kL((T )) est muni de la topologie discrète.

La topologie faible rend continue la réduction OE → kL((T )) modulo mL, si kL((T )) est muni
de la topologie induite par la valuation vT ; c’est la topologie obtenue en munissant OE de
la base de voisinages de 0 donnée par les pkOE + TnOL[[T ]], pour k, n ∈ N et en munissant
E = ∪m∈Np−mOE de la topologie de la limite inductive.

1.1.2. Fonctions analytiques sur des couronnes. — Si r ∈ R et f =
∑

k∈Z akT
k, on pose

v{r}(f) = infk∈Z vp(ak) + kr ∈ R ∪ {±∞}. Si f converge sur le cercle vp(x) = r, c’est-à-dire si
vp(ak) + kr tend vers +∞ si k tend vers ±∞, alors v{r}(f) = infvp(x)=r vp(f(x)), et on a

v{r}(fg) = v{r}(f) + v{r}(g)

si f et g convergent sur le cercle vp(x) = r.
Si r1 < r2, soient E [r1,r2] ⊂ E (r1,r2] ⊂ E ]r1,r2] les anneaux de séries de Laurent définis par

E [r1,r2] ={fonctions analytiques sur la couronne r1 6 vp(T ) 6 r2},
E (r1,r2] ={fonctions analytiques bornées sur la couronne r1 < vp(T ) 6 r2},
E ]r1,r2] ={fonctions analytiques sur la couronne r1 < vp(T ) 6 r2}.

Si f =
∑

k∈Z akT
k ∈ E (r1,r2], on pose

v[r1,r2] = inf
s∈]r1,r2[

v{s}(f) = min
(

inf
k∈Z

(vp(ak) + r1k), inf
k∈Z

(vp(ak) + r2k)
)
.

Les anneaux E [r1,r2] ⊂ E (r1,r2] sont des anneaux principaux, et v[r1,r2] en fait des anneaux de
Banach. Quant à E ]r1,r2], c’est la limite projective (i.e. l’intersection) des E [s,r2] pour s ∈]r1, r2[ ;
c’est donc algébriquement un anneau de Bézout (tout idéal de type fini est un principal) et to-
pologiquement un anneau de Fréchet comme limite projective dénombrable d’anneau principaux
de Banach.

1.1.3. L’anneau de Robba. — On définit le sous-corps E † des éléments surconvergents de E

comme la réunion des E (0,r] pour r > 0, et l’anneau de Robba R comme la réunion des E ]0,r]

pour r > 0, ce qui en fait un anneau de Bézout. On note E + et R+ les intersections respectives de
E † et R avec L[[T ]]. On a aussi E + = OL[[T ]][1p ] et on aurait pu noter E + et R+ respectivement
E (0,+∞] et E ]0,+∞].

On note O
(0,r]
E l’anneau des entiers de E (0,r] pour la valuation v[0,r]. Alors, OE ∩ E (0,r] =

O
(0,r]
E [ 1

T ]. On définit la topologie faible sur E (0,r] en munissant O
(0,r]
E [ 1

T ] de la topologie induite
par la valuation v{r} pour laquelle il est complet, et on munit E (0,r] = ∪m∈Np−mO

(0,r]
E [ 1

T ] de la
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topologie de la limite inductive. La grande différence entre les topologies forte et faible est que
T k tend, quand k tend vers +∞, vers 0 pour la topologie faible mais pas pour la topologie forte.

Lemme 1.1. — Si x ∈ O
(0,r]
E ∩ piOE , et si s ∈]0, r[, alors

v{s}(x) > i · inf
(1

2
,
r − s

2s

)
.

Démonstration. — Si x =
∑

k∈Z akT
k, les hypothèses se traduisent par

vp(ak) > i et vp(ak) + kr > 0, quel que soit k ∈ Z.

On en déduit les inégalités

vp(ak) + ks >
{
i+ ks > i

2 si k > − i
2s ,

vp(ak) + kr − k(r − s) > i r−s2s si k 6 − i
2s ,

qui permettent de conclure.

1.1.4. éléments d’ordre fini. — Si u > 0, un élément f =
∑

k∈Z akT
k de R est d’ordre fini

s’il existe u > 0 tel que la suite de terme général vp(ak) + u log k
log p , k > 1, soit minorée. Si

f =
∑

k∈Z akT
k est d’ordre fini, et si uf est la borne inférieure de l’ensemble Uf des u > 0

tels que la suite de terme général vp(ak) + u log k
log p , k > 1, soit minorée, on dit que l’ordre ord(f)

de f est uf si uf ∈ Uf et que ord(f) = u+
f si uf /∈ Uf . On remarquera qu’un élément de R

est d’ordre 0 si et seulement s’il appartient à E †, ce qui fournit un moyen de récupérer E † à
l’intérieur de R.

Si u est un réel > 0, on note R+
u l’ensemble des éléments d’ordre 6 u de R+. On munit R+

u

de la valuation vu définie par

vu(
+∞∑

k=0

akT
k) = inf

k∈N

(
vp(ak) + u

log(1 + k)
log p

)
,

ce qui en fait un espace de Banach.

Lemme 1.2. — La valuation vu est équivalente à la valuation v′u définie par

v′u(f) = inf
u

log p
>s>0

(
v{s}(f)− u

log p
log s

)
.

Démonstration. — Si f(T ) =
∑

k∈N akT
k ∈ R+

u , on a

v′u(f) = inf
u

log p
>s>0

(
inf
k∈N

(
vp(ak) + ks− u

log p
log s

))
= inf

k∈N

(
vp(ak) + inf

u
log p

>s>0

(
ks− u

log p
log s

))

La fonction s 7→ ks− u
log p log s atteint son minimum en u

k log p si k > 0. L’expression ci-dessus est
donc aussi égale à

min
(
vp(a0)− u

log p
log

u

log p
, inf
k>1

(
vp(ak) +

u

log p
(1 + log k − log

u

log p
)
))
.

Le résultat s’en déduit.
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Si u > 0 et r > 0, on note E
]0,r]
u ⊂ E ]0,r] l’ensemble des éléments d’ordre 6 u ; on munit cet

espace de la valuation v[0,r]
u définie par

v[0,r]
u (f) = inf

s∈]0,r]

(
v{s}(f)− u

log p
log

s

r

)

qui en fait un espace de Banach.

Lemme 1.3. — Il existe C(u, r) > 0 tel que, si f ∈ R+
u , alors

vu(f)− C(u, r) 6 v[0,r]
u (f) 6 vu(f) + C(u, r).

Démonstration. — Les mêmes arguments que ci-dessus montrent que l’on a

v[0,r]
u (f) = min

(
inf

k6 u
r log p

(
vp(ak) + kr

)
, inf
k> u

r log p

(
vp(ak) +

u

log p
(1 + log k − log

u

r log p
)
))
.

Le résultat s’en déduit.

Lemme 1.4. — Si f =
∑

k∈Z akT
k appartient au sous-espace de O

(0,r]
E des séries sans terme

positif (i.e. ak = 0 si k > 0), alors v[0,r]
u (f) = v[0,r](f) = v{r}(f).

Démonstration. — C’est immédiat.

Corollaire 1.5. — Il existe C ′(u, r) > 0 telle que, si f ∈ E
]0,r]
u et x ∈ O

(0,r]
E ∩ piOE , alors

v[0,r/2]
u (xf) > v[0,r]

u (f) +
i

2
− C ′(u, r).

Démonstration. — Il suffit de revenir à la définition de v[0,r/2]
u , d’utiliser le lemme 1.5 et la formule

v{s}(xf) = v{s}(x) + v{s}(f).

1.2. Les opérateurs ϕ et ψ, et l’action de Γ

On munit les anneaux E et R d’un frobenius ϕ : c’est un endomorphisme de L-algèbres,
continu, envoyant T sur (1 + T )p − 1. On munit aussi E et R d’une action continue de Γ =
Gal(Qp(µp∞)/Qp) respectant les structures de L-algèbres, en envoyant T sur (1+T )χ(γ)− 1, où
χ est le caractère cyclotomique. Les actions de ϕ et Γ commutent entre elles.

Les (1 + T )i, pour 0 6 i 6 p − 1 forment une base de E sur ϕ(E ) et de R sur ϕ(R), ce qui
nous permet de définir un inverse à gauche ψ de ϕ qui commute à l’action de Γ, en posant

ψ
( p−1∑

i=0

(1 + T )iϕ(xi)
)

= x0.

L’application ψ envoie OE dans OE ; elle induit donc un morphisme kL-linéaire ψ : kL((T )) →
kL((T )).

Par ailleurs, comme la trace de (1 + T )i sur ϕ(E ) ou ϕ(R) est égale à p si i = 0 et à 0 si
1 6 i 6 p− 1, on a aussi, si A = E ,R et f ∈ A,

ψ(f) = p−1ϕ−1
(
TrA/ϕ(A)(f)

)
.

De plus, si f ∈ E ]0,1/(p−1)], alors f((1 + T )η − 1) définit un élément de E ]0,1/(p−1)], et on a

ψ(f)
(
(1 + T )p − 1

)
=

1
p

∑
η∈µp

f
(
(1 + T )η − 1

)
.
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Remarque 1.6. — ϕ a tendance à diminuer la couronne de convergence d’un élément de R,
ce qui fait que ψ, qui en est un inverse à gauche, a tendance à améliorer la convergence. Une
illustration frappante de ce phénomène se trouve dans la proposition 1.11. On en verra une autre
manifestation dans le §5.2.

1.2.1. Estimées préliminaires

Lemme 1.7. — Si k > 0, alors ψ(T k) =
∑[ k

p
]

i=0 bk,iT
i avec bk,i ∈ Z et vp(bk,i) > [kp ]− i.

Démonstration. — Soit ` = [kp ]. Écrivons k sous la forme k = p` + r ; on a donc 0 6 r 6 p − 1.
Si 0 6 j 6 k, soit ak,j =

(
k
j

) · 1
p

∑
η∈µp

ηj(η − 1)k−j . On a ak,j = 0 si p` + 1 6 j 6 k et

ak,j = (−1)r
(
p`+r
r

)
est de valuation 0 si j = p`. Par ailleurs, si j 6 k − 1, alors ak,j est la trace

de Qp(µp) à Qp de
(
k
j

) · 1
pη

j(η − 1)k−j qui est de valuation > k−j
p−1 − 1. Comme la valuation de

ak,j est un entier, on en déduit le fait que, si on pose

w(j) =





+∞ si j > p`+ 1,
0 si k − (p− 1) 6 j 6 p`,

i si k − (i+ 1)(p− 1) 6 j 6 k − i(p− 1)− 1,

alors vp(ak,j) > w(j).
Maintenant, si on pose G = ψ(T k), on obtient

G((1 + T )p − 1) =
1
p

∑
η∈µp

((1 + T )η − 1)k =
k∑

j=0

ak,jT
j .

Comme le membre de droite est un polynôme de degré 6 k en 1 +T , cela implique que G est un
polynôme de degré 6 ` et on peut donc l’écrire sous la forme

∑`
i=0 bk,iT

`. Par ailleurs, l’image
du disque vp(T ) > 1

p−1 par l’application T 7→ (1 + T )p − 1 est le disque vp(T ) > p
p−1 ; on en

déduit la suite d’(in)égalités :

vp(bk,i) + i
p

p− 1
> inf
vp(X)> p

p−1

∑̀

i=0

bk,iX
i = inf

vp(T )> 1
p−1

k∑

j=0

ak,jT
j

= inf
06j6k

vp(ak,j) +
j

p− 1
> inf

06j6k
w(j) +

j

p− 1
=

k

p− 1
− 1.

Finalement, cela implique que vp(bk,i) est supérieure ou égale au plus petit entier > k−ip
p−1 − 1.

Maintenant, si i 6 `− 1 = [kp ]− 1, on a

k − ip

p− 1
− 1 >

k − ([kp ]− 1)

p− 1
− i− 1 > [

k

p
]− i+

1
p− 1

− 1,

ce qui permet de conclure si i 6 ` − 1, et comme bk,` = (−1)r
(
p`+r
r

)
est de valuation 0, cela

termine la démonstration du lemme.

Lemme 1.8. — Si k 6 −1, alors ψ(T k) =
∑[ k

p
]

i=k bk,iT
i, avec bk,i ∈ Z et vp(bk,i) > k

p−1−1− p
p−1 i.
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Démonstration. — On a

1
p

∑
η∈µp

1
(1− (1 + T )η)k

=
1
p

∑
η∈µp

(
∑p−1

i=0 Ai(η)T
i)k

(1− (1 + T )p)k
,

avec
p−1∑

i=0

Ai(η)T i = 1 + (1 + T )η + · · · (1 + T )p−1ηp−1 =
∏

ζ∈µp−{η}
(1− ζ − ζT ).

La première de ces formules montre que Ai ∈ Z[X], et la seconde, en utilisant la minoration
vp(ζ − 1) > 1

p−1 , que vp(Ai(η)) > 1 − i
p−1 . On peut donc écrire (

∑p−1
i=0 Ai(η)T

i)k sous la forme
∑k(p−1)

i=0 Ak,i(η)T i avec Ak,i ∈ Z[X] et vp(Ak,i(η)) > k − i
p−1 . Soit alors ak,i = 1

p

∑
η∈µp

Ak,i(η).
Il résulte de ce qui précède que

ak,i ∈ Z et vp(ak,i) > k − [
i

p− 1
]− 1.

Par ailleurs, le polynôme
∑k(p−1)

i=0 ak,iT
i étant invariant par T 7→ (1 + T )η − 1 si η ∈ µp, il

peut s’écrire sous la forme
∑[

k(p−1)
p

]

j=0 ck,j((1 + T )p − 1)j . En comparant, comme au cours de la
démonstration du lemme 1.7 la norme du sup. de ces deux polynômes sur le disque vp(T ) > 1

p−1 ,
on en déduit la minoration

vp(ck,j) > inf
06i6k(p−1)

vp(ak,i) +
i

p− 1
− j

p

p− 1
> k − j

p

p− 1
− 1.

Comme ψ(T−k) =
∑[

k(p−1)
p

]

j=0 ck,jT
j−k =

∑[−k
p

]

i=−k b−k,i, avec

b−k,i = ck,i+k et vp(b−k,i) > k − (i+ k)
p

p− 1
− 1 =

−k
p− 1

− 1− p

p− 1
i,

cela permet de conclure.

1.2.2. Amélioration de la convergence par ψ
Lemme 1.9. — Si x ∈ kL((T )) vérifie vT (x) 6 −2, alors vT (ψ(x)) > vT (x).

Démonstration. — Soit n0 = vT (x) 6 −2. On peut donc écrire x sous la forme x =
∑+∞

n=n0
xnT

n,
avec xn ∈ kL si n > n0 et xn0 6= 0. On a alors ψ(x) =

∑+∞
n=n0

xnψ(Tn). Écrivant n sous la forme
n = pm + a avec 0 6 a 6 p − 1, on obtient ψ(Tn) = ψ(T pm((1 + T ) − 1)a) = (−1)aTm. En
particulier, si n > n0, alors vT (ψ(Tn)) > vT (ψ(Tn0)) = [n0

p ] > n0 car n0 6 −2. Ceci permet de
conclure.

Proposition 1.10. — Si α ∈ L vérifie vp(α) 6 0 et si x ∈ R est tel que ψ(x)−αx ∈ R+, alors
x ∈ R+ (resp. x ∈ R+ ⊕ L · 1

T ) si α 6= 1 (resp. si α = 1).

Démonstration. — Écrivons x sous la forme
∑

k∈Z akT
k et posons y =

∑
k6−2 akT

k ∈ E †. Si
y 6= 0, on peut s’arranger, quitte à multiplier x par un élément de L pour que infk6−2 vp(ak) = 0.
Comme ψ(T−1) = T−1 et ψ(T k) ∈ R+ si k > 0, on voit que

y−α−1ψ(y) = α−1(αx−ψ(x))+(α−1−1)a0T
−1+

∑

k>0

ak(α−1ψ(T k)−T k) ∈ OE †∩T−1R+ = T−1OL[[T ]].
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En réduisant le tout modulo mL, on en déduit l’inégalité vT (y − αψ(y)) > 1, ce qui est en
contradiction avec le lemme précédent et le fait que vT (y) 6 −2. On en déduit la nullité de y et
le résultat.

Proposition 1.11. — Si α ∈ L vérifie vp(α) 6 0 et si (xn)n∈N est une suite bornée d’éléments
de E ]0,r] telle que l’on ait ψ(xn+1) = αxn quel que soit n ∈ N, alors on a xn ∈ R+ (resp.
xn ∈ R+ ⊕ L · 1

T ) si vp(α) < 0 (resp. si vp(α) = 0), quel que soit n ∈ N.

Démonstration. — Écrivons xn sous la forme
∑

k∈Z an,kT
k et posons yn =

∑
k6−1 an,kT

k ∈ E †.
Comme ψ(T k) ne fait intervenir que des puissances positives (resp. strictement négatives) de T
si k > 0 (resp. si k 6 −1), il existe r > 0 tel que la suite (yn)n∈N soit une suite bornée d’éléments
de E (0,r] vérifiant ψ(yn+1) = αyn quel que soit n ∈ N. Soit C la borne inférieure des vp(an,k) pour
n ∈ N et k 6 −2. Comme la suite (yn)n∈N est bornée, C n’est pas égal à −∞ et, si C 6= +∞,
il existe k0 6 −2 tel que l’on ait vp(an,k) > C si k < k0, et n0 ∈ N tel que vp(an0,k0) = C. Le
lemme 1.8, la relation ψ(xn+1) = αxn et le fait k0 6 −2 nous fournissent les inégalités

C = vp(an0,k0) > −vp(α) + vp(an0+1,k0) > C,

ce qui conduit à une contradiction. On a donc an,k = 0 quels que soient n ∈ N et k 6 −2, ce
qui, au vu de la formule ψ(T−1) = T−1, permet de conclure.

1.2.3. Action de ψ sur les éléments surconvergents

Soit s : R+ → R+ la fonction définie par s(r) = r + 1 si r > 1
p−1 et s(r) = pr si r 6 1

p−1 .

Proposition 1.12. — Si r > 0, alors ψ induit un morphisme de E (0,r] sur E (0,s(r)], continu
pour la topologie faible, et on a v{s(r)}(ψ(f)) > v{r}(f)− 1 si f ∈ O

(0,r]
E .

Démonstration. — Si k > 0, alors v{r}(T k) = v{r}(ψ(T k)) = 0 quel que soit r > 0 comme on le
constate aisément en utilisant le lemme 1.7. Par ailleurs, il résulte du lemme 1.8 que, si k 6 −1,

v{s(r)}(ψ(T k)) > inf
k6i6[ k

p
]

k

p− 1
− 1− p

p− 1
i+ s(r)i.

• si r > 1
p−1 , alors s(r) > p

p−1 et le maximum est atteint pour i = k et vaut−1+kr = v{r}(T k)−1.
• si r 6 1

p−1 , alors s(r) = pr 6 p
p−1 et le maximum est atteint pour i = [kp ] et vaut

k

p− 1
− 1 + (pr − p

p− 1
)[
k

p
] > k

p− 1
− 1 + (pr − p

p− 1
)
k

p
= v{r}(T k)− 1.

Ceci permet de conclure.

Si b ∈ Z, notons τ6b l’application g =
∑

k∈Z akT
k 7→ τ6b(g) =

∑
k6b akT

k. La restriction de
τ6b à E (0,r] est un endomorphisme continu pour la topologie faible.

Lemme 1.13. — Si r > 0, il existe b 6 −1 tel que, quel que soit f ∈ O
(0,r]
E , on ait v{r}(τ6b ◦

ψ(f)) > v{r}(f).

Démonstration. — On a v{r}(τ6b ◦ψ(T k)) = +∞ si k > b et, si k 6 b, le lemme 1.8 nous fournit
la minoration

v{r}(τ6b ◦ ψ(T k)) > inf
k6i6inf(b,[ k

p
])

k

p− 1
− 1− pi

p− 1
+ ri.
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• Si r > p
p−1 , ce minimum est atteint en i = k et est > rk quel que soit b 6 −1. On a donc

v{r}(τ6b ◦ ψ(T k)) > v{r}(T k) quel que soit k ∈ Z et on peut prendre b = −1.
• Si r 6 p

p−1 , ce minimum est atteint en i = inf(b, [kp ]) est est supérieur ou égal à

rk + sup
(
r
1− p

p
k − 1,

k

p− 1
− 1− rk +

(
r − p

p− 1

)
b
)
.

Il suffit alors de prendre b assez petit pour que ( p
p−1 − r)b 6 k( 1

p−1 − r)− 1 si k ∈ [− p
r(p−1) ,−1]

pour que l’on ait v{r}(τ6b ◦ ψ(T k)) > v{r}(T k) quel que soit k ∈ Z. Ceci permet de conclure.

Proposition 1.14. — Si f ∈ E (0,r], alors la suite ψn(f), n ∈ N, est bornée dans E (0,r] pour la
topologie faible.

Démonstration. — Écrivons ψn(f) sous la forme
∑

k∈Z an,kT
k. Quitte à multiplier f par un

élément de L, on peut supposer que a0,k ∈ OL quel que soit k ∈ Z. On a alors an,k ∈ OL quels
que soient k ∈ Z et n ∈ N. En particulier, si on fixe b, la suite

∑
k>b an,kT

k, n ∈ N, est bornée
dans E (0,r], et il suffit de prouver qu’il en est de même de la suite

∑
k6b an,kT

k, n ∈ N. Or on a∑
k6b an,kT

k = τ6b ◦ ψn(f), et, si b 6 −1, τ6b ◦ ψ = τ6b ◦ ψ ◦ τ6b car ψ(T k) ne fait intervenir
que des T i avec i > b si k > b (cf. lemme 1.8). Ceci permet d’écrire

∑
k6b an,kT

k sous la forme
(τ6b ◦ ψ)n(f) et le lemme 1.13 permet de conclure.

1.2.4. Action de ψ sur les éléments d’ordre fini
Proposition 1.15. — La restriction de ψ à R+

u est un endomorphisme continu de R+
u et il

existe C(u) ∈ R tel que l’on ait vu(ψn(f)) > vu(f) − nu − C(u) quels que soient f ∈ R+
u et

n ∈ N.

Démonstration. — Soit A > sup(1
p ,

u
log p). La valuation vu,A définie par

vu,A(
+∞∑

k=0

akT
k) = inf

k∈N
vp(ak) + a

log(A+ k)
log p

est équivalente à vu car k 7→ log(A+ k)− log(1 + k) est bornée.
En reprenant les notations du lemme 1.7, on obtient, si k ∈ N,

vu,A(ψ(T k)) = inf
i6[ k

p
]
vp(bk,i) + a

log(A+ i)
log p

> inf
i6[ k

p
]
[
k

p
]− i+ a

log(A+ i)
log p

.

La fonction x 7→ −x+a log(A+x)
log p est décroissante pour x > u

log p−A et donc le minimum ci-dessus
est atteint en i = [kp ] puisque

u
log p −A < 0 par hypothèse. On obtient donc

vu,A(ψ(T k))− vu,A(T k) > u

log p
·
log(A+ [kp ])

log(A+ k)
= −a+

u

log p
·
log(pA+ p[kp ])

log(A+ k)
> −a

car pA + p[kp ] > A + k puisque A > 1
p par hypothèse. Ceci implique que l’on a vu,A(ψ(f)) >

vu,A(f)− a quel que soit f ∈ R+
u et une récurrence immédiate montre que l’on a

vu,A(ψn(f)) > vu,A(f)− na

quel que soit f ∈ R+
u . La valuation vu étant équivalente à vu,A, ceci permet de conclure.
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Proposition 1.16. — Soit u > 0. Si f ∈ E
]0,r]
u et si β ∈ L vérifie vp(β) > u, la suite de terme

général βnψn(f) tend vers 0 dans E
]0,r]
u et g =

∑+∞
n=0 β

nψn(f) est un élément de E
]0,r]
u vérifiant

g − βψ(g) = f .

Démonstration. — Si f =
∑

k∈Z akT
k, soit f1 =

∑
k6−1 akT

k ∈ E (0,r] et f2 =
∑

k>0 akT
k ∈ R+

u .
La suite ψn(f1) est bornée dans E (0,r] muni de la topologie faible d’après la prop. 1.14 ; elle l’est
donc aussi dans E

]0,r]
u d’après le lemme 1.4, ce qui implique que βnψn(f1) tend vers 0 dans E

]0,r]
u

puisque vp(β) > u > 0. Par ailleurs, vu(ψn(f2)) > vu(f2) − nu − C(u) d’après la prop. 1.15, ce
qui implique, puisque vp(β) > a, que βnψn(f1) tend vers 0 dans R+

u et donc aussi dans E
]0,r]
u

d’après le lemme 1.3. On en déduit le résultat.

1.3. L’anneau R[1t , log T ]

Soit t = log(1 + T ). C’est un élément de R+ vérifiant ϕ(t) = pt et γ(t) = χ(γ)t si γ ∈ Γ. Les
actions de ϕ, Γ et ψ s’étendent donc naturellement à l’anneau R[1t ].

On étend l’action de ϕ et Γ sur R à R[log T ] par les formules

ϕ(log T ) = logϕ(T ) = p log T + log
ϕ(T )
T p

et γ(log T ) = log γ(T ) = log T + log
γ(T )
T

,

ces formules ayant un sens car la série définissant log ϕ(T )
T p converge dans E † et celle définissant

log γ(T )
T dans R vers un élément d’ordre 1. On munit aussi R[log T ] de l’unique R-dérivation N

telle que N(log T ) = − p
p−1 . L’opérateur ψ s’étend lui aussi de manière unique à R[log T ] en un

inverse à gauche de ϕ : si f ∈ R et k ∈ N, alors

ψ(f · (p log T )k) =ψ
(
f · ( logϕ(T )− log

ϕ(T )
T p

)k)

=
k∑

i=0

(−1)k−i
(
k

i

)
(log T )iψ

(
f · ( log

ϕ(T )
T p

)k−i)
.

On définit l’ordre ord(f) d’un élément f =
∑k

i=0 t
−aifi(log T )i de R[1t , log T ] par la formule

ord(f) = sup
06i6k

(ord(fi) + i− ai).

Comme ord(tf) = ord(f) + 1 si f ∈ R, cette définition ne dépend pas des choix des fi et ai
intervenant dans la décomposition de f .

Proposition 1.17. — Soit u > 0. Si F = (F (n))n∈N est une suite d’éléments de R+
u vérifiant

(i) ψ(F (n+1)) = F (n), si n ∈ N,
(ii) il existe C ∈ R tel que vu(F (n)) > nu+ C quel que soit n ∈ N,

alors pmψm−n(F (m) log T ) tend, quand m tend vers +∞, vers une limite `L (F )(n) vérifiant, quel
que soit n ∈ N,

ψ(`L (F )(n+1)) = `L (F )(n) et `L (F )(n) − pnF (n) log T ∈ E ]0,1]
u .
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Démonstration. — Par définition, si G ∈ R, on a

pψ(G log T ) =ψ(G logϕ(T ))− ψ(G log
ϕ(T )
T p

)

=ψ(G) log T − ψ(G log
ϕ(T )
T p

).

On en déduit la formule

pm+1ψm+1−n(F (m+1) log T )− pmψm−n(F (m) log T ) = pmψm−n(F (m+1) log
ϕ(T )
T p

).

Comme log ϕ(T )
T p ∈ E (0,1/p], on en déduit, en utilisant les prop. 1.12 et 1.15, ainsi que la minoration

vu(F (m)) > mu + C, l’appartenance de ψ(F (m) log ϕ(T )
T p ) à E

]0,1]
u et la convergence vers 0 de

pmψm(F (m+1) log ϕ(T )
T p ). Le résultat s’en déduit via la formule

pm+1ψm+1−n(F (m+1) log T ) =pnF (n) log T +
m−n∑

k=0

pn+kψk(pψ(F (n+k+1) log T )− F (n+k) log T )

=pnF (n) log T +
m−n∑

k=0

pn+kψk(F (n+k+1) log
ϕ(T )
T p

)

2. Distributions sur Zp et P1(Qp)

L’objet de ce chapitre est de fournir une « description » de l’espace B(k)∗ des distributions
d’ordre 6 k−2

2 sur P1(Qp) avec un zéro d’ordre au moins k − 2 en l’infini et qui s’annule sur les
polynômes de degré 6 k − 2. Une telle distribution est complètement déterminée (cf. prop 2.17)
par sa restriction à Qp, et comme Qp = ∪p−nZp, on peut décrire les éléments de B(k)∗ comme
une famille de distributions sur Zp vérifiant des conditions de recollement et une condition de
croissance à l’infini. Il n’est donc pas très difficile de traduire les résultats classiques (prop. 2.1,
2.2 et 2.3 dues à Mahler, Amice, Barsky, Vishik... et dont on peut trouver les démonstrations
dans [13] par exemple) dont on dispose pour les distributions sur Zp, en une description de
B(k)∗.

Soit n ∈ Z. Si a ∈ Qp, on note D(a, n) la boule a+pnZp et D(∞, n) = {∞}∪{x ∈ Qp, vp(x) 6
−n} de telle sorte que D(∞, n) est l’image de D(a, n) par x 7→ 1

x−a .

2.1. Espaces de fonctions

2.1.1. Fonctions de classe C u. — On note C 0(Zp) l’espace des fonctions continues à valeurs
dans L. Muni de la valuation vC 0 définie par

vC 0(φ) = inf
x∈Zp

vp(φ(x)),

cet espace est un espace de Banach.
Si φ ∈ C 0 et k ∈ N, on définit le k-ième coefficient de Mahler de φ par

ak(φ) =
k∑

i=0

(−1)i
(
k

i

)
φ(k − i).
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Proposition 2.1. — Si φ ∈ C 0, alors
(i) limk→+∞ ak(φ) = 0 ;
(ii) φ(x) =

∑+∞
k=0 ak(φ)

(
x
k

)
;

(iii) vC 0(φ) = infk∈N vp(ak(φ)).

Si u > 0, on définit l’ensemble des fonctions de classes C u sur Zp comme l’ensemble des
fonctions φ dont les coefficients de Malher sont tels que limk→+∞ vp(ak(φ)) − u log(1+k)

log p = +∞.
Muni de la valuation vC u définie par

vC u(φ) = inf
k∈N

vp(ak(φ))− u
log(1 + k)

log p
,

cet espace est un espace de Banach. La terminologie est justifiée par le résultat suivant.

Proposition 2.2. — Si u ∈ N, alors φ est de classe C u si et seulement si la fonction de u+ 1
variables

φ(x, h1, . . . , hu) =
1

h1 · · ·hu
( ∑

I⊂{1,...,u}
(−1)u−|I|φ

(
x+

∑

i∈I
hi

))

se prolonge en une fonction continue sur Zu+1
p , auquel cas la fonction φ(x, 0, . . . , 0) est la dérivée

u-ième de φ au sens usuel.

2.1.2. Fonctions localement analytiques. — Si h ∈ N, soit LAh(Zp) l’espace des fonctions de Zp
dans Qp analytiques sur a + phZp quel que soit a ∈ Zp. Si φ ∈ LAh(Zp), alors, quel que soit
x0 ∈ Zp, on peut développer φ sous la forme

φ(x) =
+∞∑

k=0

ak(x0)
(x− x0

ph
)k
,

où ak(x0) est une suite d’éléments de Qp tendant vers 0 quand k tend vers +∞. On munit
LAh(Zp) de la valuation vLAh

définie par la formule

vLAh
(φ) = inf

x0∈Zp,k∈N
vp(ak(x0)),

ce qui en fait un espace de Banach p-adique. Si S est un système de représentants de Zp modulo
phZp, alors vLAh

(φ) = infx0∈S,k∈N vp(ak(x0)). Par ailleurs, on peut décrire vLAh
(Zp) en utilisant

les coefficients de Mahler de φ :

Proposition 2.3. — Si φ ∈ LAh(Zp) et si φ =
∑

k∈N ak(φ)
(
x
k

)
est le développement de Mahler

de φ, alors

vLAh
(φ) = inf

k∈N
vp(ak(φ))− vp([

k

ph
]!).

On note LA(Zp) l’espace des fonctions localement analytiques sur Zp. Comme Zp est compact,
c’est la réunion des LAh(Zp) pour h ∈ N, et on munit LA(Zp) de la topologie de la limite
inductive.

Proposition 2.4. — Si u > 0, il existe C(u) tel que, quel que soit h ∈ N et φ ∈ LAh(Zp), on
ait

vC u(φ) > vLAh
(φ)− uh− C(u).
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Démonstration. — En utilisant la prop. 2.3, on obtient la minoration

vC u(φ)− vLAh
(φ) > inf

k∈N
vp([

k

ph
]!)− u

log(1 + k)
log p

.

Comme vp(a!) = a−Sp(a)
p−1 , si Sp(a) est la somme des chiffres du développement de a en base p,

on en déduit la minoration vp(a!) > a
p−1 − log(a+1)

log p , et écrivant k sous la forme k = pha+ b, avec
0 6 b 6 ph − 1, la minoration

vp([
k

ph
]!)− u

log(1 + k)
log p

=vp(a!)− u
log(pha+ b+ 1)

log p

> a

p− 1
− log(a+ 1)

log p
− uh− u

log(a+ 1)
log p

,

ce qui montre que l’on peut prendre pour C(u) le minimum de a
p−1 − (1 + u) log(a+1)

log p pour a > 0.

2.1.3. La fonction logarithme. — Si L ∈ L, on note logL : C∗
p → Cp l’unique fonction locale-

ment analytique dont la dérivée est x−1 et qui vérifie les équations fonctionnelles

logL (xy) = logL x+ logL y quels que soient x, y ∈ C∗
p et logL p = L .

Lemme 2.5. — Si j ∈ N, la fonction 1ph−1Z∗
p
·xj logL x est localement analytique modulo phZp

et on a
vLAh

(1ph−1Z∗
p
· xj logL x) > j(h− 1) + inf(0, vp(L )).

Démonstration. — Si a ∈ Z∗
p , la restriction de cette fonction à ph−1a+ phZp est égale à

pj(h−1)
(
a+ p(

x− ph−1a

ph
)
)j(

logL ph−1a+
+∞∑

i=1

(−1)i−1

i
· p

i

ai
(
x− ph−1a

ph
)i

)
,

ce qui permet de conclure compte tenu du fait que (−1)i−1pi

i ai ∈ Zp et tend vers 0 quand i tend
vers +∞.

Corollaire 2.6. — Si u > 0 et j est un entier > u, alors
(i) xj logL x est de classe C u sur Zp ;
(ii) si α ∈ L, vp(α) = u, la suite de fonctions αn1pnZp · (p−nx)j logL x, n ∈ N, est bornée

dans C u(Zp).

Démonstration. — Il suffit d’écrire 1pnZp · xj logL x sous la forme
∑

h>n+1 1ph−1Z∗
p
· xj logL x et

d’utiliser les minorations du lemme 2.5 et de la proposition 2.4 pour conclure.

2.2. Distributions sur Zp

2.2.1. Transformée d’Amice. — Une distribution sur Zp est une forme linéaire continue sur
LA(Zp). On note D(Zp) l’espace des distributions sur Zp. Comme LA(Zp) est la limite inductive
des LAh(Zp) qui sont des Banach, D(Zp) est la limite projective des duaux des LAh(Zp) ; c’est
donc un espace de Fréchet.

Si µ ∈ D(Zp) et φ ∈ LA(Zp), on note indifféremment
∫

Zp

φµ =
∫

Zp

φ(x)µ =
∫

Zp

φ(x)µ(x)
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la valeur de la forme linéaire µ sur φ.

A une distribution µ, on associe sa transformée d’Amice Aµ(T ) qui est une série formelle
définie par

Aµ(T ) =
+∞∑

n=0

(∫

X

(
x

n

)
µ
)
· Tn =

∫

X
(1 + T )x µ.

Proposition 2.7. — L’application µ 7→ Aµ(T ) induit un isomorphisme d’espaces de Fréchet de
D(Zp) sur R+.

Démonstration. — C’est une traduction de la proposition 2.3.

2.2.2. Exemples de distributions

• Masses de Dirac. Si a ∈ Zp, on note δa la masse de Dirac en a ; elle est définie par :
∫

Zp

φ δa = φ(a) et donc Aδa(T ) = (1 + T )a.

• Dérivée dµ d’une distribution µ ; elle est définie par :∫

Zp

φ(x) dµ =
∫

Zp

φ′(x)µ et donc Adµ(T ) = log(1 + T ) ·Aµ(T ).

• Convolée λ ∗ µ de deux distributions λ et µ ; elle est définie par :∫

Zp

φ λ ∗ µ =
∫

Zp

(∫

Zp

φ(x+ y) λ(x)
)
µ(y) et on a Aλ∗µ = AλAµ.

• Action de Z∗
p . On fait agir a ∈ Z∗

p sur une distribution µ par :
∫

Zp

φ(x)µ ? a =
∫

Zp

φ(ax)µ et on a Aµ?a = γa(Aµ), si γa ∈ Γ est tel que χcycl(γa) = a.

• Multiplication par une fonction localement analytique. Si f ∈ LA(Zp), la distribution fµ est
la forme linéaire φ 7→ ∫

Zp
fφµ.

• Multiplication par x. Elle se traduit au niveau des transformées d’Amice, par la formule

Axµ = ∂Aµ, avec ∂ = (1 + T )
d

dT
.

• Division par x. Le résultat n’est bien défini qu’à addition d’un multiple de la masse de Dirac
en 0. La transformée d’Amice de x−1µ est alors une primitive de (1 + T )−1Aµ(T ), le choix de la
constante d’intégration correspondant à l’indétermination mentionnée ci-dessus.
• Restriction à un ouvert compact : c’est la multiplication par la fonction caractéris-
tique de l’ouvert compact. Si n ∈ N et b ∈ Zp, la fonction caractéristique de D(b, n) est
x 7→ p−n

∑
ηpn

=1 η
−bηx. Cela se traduit, au niveau des transformées d’Amice, par la formule

AResD(b,n)(µ)(T ) = p−n
∑
η∈µpn

η−bAµ((1 + T )η − 1).

• Si k > 1 et F ∈ R+, notons ∂−kF une solution G de l’équation différentielle ∂kG = F , ce
qui fait que ∂−kF n’est bien déterminé qu’à addition près d’un polynôme de degré 6 k − 1 en
log(1 + T ).
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Proposition 2.8. — Soient n ∈ N, b ∈ Zp et k ∈ Z. On a alors
∫

D(b,n)
xk µ = p−n

∑
η∈µpn

η−b∂kAµ(η − 1),

si k > 0 ou si k 6 −1 et b /∈ pnZp.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate des discussions précédentes. Si k 6 −1,
l’indépendance du membre de droite par rapport au choix de ∂kAµ suit de ce que log η = 0 si
η ∈ µpn et de ce que

∑
η∈µpn

η−b = 0 si b /∈ pnZp.
• L’opérateur ψ. Si µ est une distribution sur Zp, on note ψ(µ) la distribution sur Zp définie par

∫

Zp

φ(x)ψ(µ) =
∫

pZp

φ(p−1x)µ et on a Aψ(µ) = ψ(Aµ).

2.2.3. Distributions tempérées. — Si u > 0, une distribution est dite d’ordre u s’il existe C ∈ R
telle que, quels que soient a ∈ Zp, n ∈ N et j ∈ N, on ait

vp

(∫

D(a,n)
(x− a)j µ

)
> C + n(j − u).

On note Du(Zp) l’espace des distributions d’ordre u. Muni de la valuation vDu définie par

vDu(µ) = inf
a∈Zp, n,j∈N

vp

(∫

D(a,n)
(x−a)j µ

)
−n(j−u) = inf

h∈N
inf

f∈LAh(Zp)
vp

(∫

Zp

f µ
)
−vLAh

(f)+uh,

Du(Zp) est un espace de Banach qui s’identifie naturellement au dual de C u(Zp). Autrement dit,
on peut étendre une distribution d’ordre u en une forme linéaire continue sur C u(Zp). En termes
de transformées d’Amice, cela se traduit de la manière suivante.

Proposition 2.9. — L’application µ 7→ Aµ induit un isomorphisme d’espaces de Banach (mais
pas forcément une isométrie) de Du(Zp) muni de la valuation vDu sur R+

u muni de la valuation vu.

Finalement, le résultat suivant est très utile pour construire des distributions d’ordre u.

Proposition 2.10. — Si h est un entier > u− 1, et si µ est une forme linéaire à valeurs dans
L sur les fonctions localement polynomiales de degré 6 h telle qu’il existe une constante C telle
que, quels que soient a ∈ Zp et n ∈ N, on ait

vp

( ∫

D(a,n)
(x− a)h µ

)
> C + n(h− u),

alors µ s’étend de manière unique en une distribution d’ordre u sur Zp et il existe C(h, u) tel
que l’on ait

vDu(µ)− C(h, u) 6 inf
a∈Zp, n∈N

vp

(∫

D(a,n)
(x− a)h µ

)
− n(h− u) 6 vDu(µ) + C(h, u).
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2.3. Distributions sur Qp

2.3.1. Distributions sur Qp et familles de distributions sur Zp. — Une distribution µ sur Qp est
un élément du dual D(Qp) de l’espace LAc(Qp) des fonctions localement analytiques à support
compact dans Qp. Si µ est une telle distribution, et si n ∈ N, on note µ(n) l’élément de D(Zp)
défini par ∫

Zp

φµ(n) =
∫

D(0,−n)
φ(pnx)µ,

si φ ∈ LA(Zp). Il n’est pas difficile de vérifier que l’on a ψ(µ(n+1)) = µ(n) si n ∈ N. Récipro-
quement, si (µn)n∈N est une famille de distributions sur Zp vérifiant ψ(µn+1) = µn si n ∈ N,
alors il existe une unique distribution µ sur Qp telle que l’on ait µ(n) = µn quel que soit n ∈ N :
si φ ∈ LAc(Qp) est à support dans D(0,−n), alors

∫
Qp
φ(x)µ =

∫
Zp
φ(p−nx)µn, la relation

ψ(µn+1) = µn permettant de montrer que
∫
Zp
φ(p−nx)µn ne dépend pas du choix de n tel que

φ soit à support dans D(0,−n). On note A
(n)
µ la transformée d’Amice de µ(n), et on définit la

transformée d’Amice Aµ de µ par la formule Aµ = (A (n)
µ )n∈N.

Proposition 2.11. — L’application µ 7→ Aµ qui, à une distribution sur Qp associe sa transfor-
mée d’Amice induit une bijection de D(Qp) sur l’ensemble des suites F = (F (n))n∈N d’éléments
de R+ vérifiant ψ(F (n+1)) = F (n) quel que soit n ∈ N.

Démonstration. — C’est une simple traduction du résultat correspondant sur Zp.

On munit D(Qp) d’une action de P (Qp) = {(a b

0 1

)
, a ∈ Q∗

p , b ∈ Qp} en posant
∫

Qp

φ(x)
(a b

0 1

)
? µ =

∫

Qp

φ(ax+ b)µ.

Si n ∈ N est tel que pna ∈ Zp et pnb ∈ Zp, et si φ est une fonction à support dans Zp, on a
∫

D(0,−n)
φ(pnx)

(a b

0 1

)
? µ =

∫

D(0,−n−vp(a))
φ(pnax+ pnb)µ,

ce qui, appliqué à φ(x) = (1 + T )x, nous donne

A
(n)(
a b

0 1

)
?µ

(T ) = (1 + T )p
nbA

(n+vp(a))
µ ((1 + T )p

−vp(a)a − 1), si n > sup(−vp(a),−vp(b)).

On remarquera que, si µ ∈ D(Qp), et si n ∈ Z, alors µ(n) est aussi donné par la formule

µ(n) =
(pn 0

0 1

)
? (ResD(0,−n)µ) = ResZp(

(pn 0

0 1

)
? µ).

Proposition 2.12. — Si µ est une distribution sur Qp, si b ∈ Qp et si m ∈ Z, alors quel que
soit n ∈ N tel que bpn ∈ Zp et n+m ∈ N, on a

pm
∫

D(−b,m)
(x+ b)j µ = p−(j+1)n

∑
η∈µpn+m

∂j((1 + T )bp
n
A (n)
µ (T ))|T=η−1

.
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Démonstration. — On a

pm
∫

D(−b,m)
(x+ b)j µ =p−(j+1)npn+m

∫

D(−bpn,m+n)
(x+ pnb)j µ(n)

=p−(j+1)npn+m

∫

D(0,m+n)
xj µ(n) ∗ δbpn

=p−(j+1)n
∑

η∈µpn+m

∂j((1 + T )bp
n
A (n)
µ (T ))|T=η−1

.

2.3.2. Distributions tempérées sur Qp. — Une distribution µ sur Qp est d’ordre u si µ(n) est
d’ordre u quel que soit n ∈ N ; elle est globalement d’ordre u si elle est d’ordre u et s’il existe
Cu(µ) ∈ R telle que, quel que soit n ∈ N, on ait vDu(µ(n)) > nu + Cu(µ). On note Du(Qp)
l’espace des distributions globalement d’ordre u sur Qp que l’on munit de la valuation vDu(µ)
définie par

vDu(µ) = inf
n∈N

vDu(µ(n))− nu,

ce qui en fait un espace de Banach. On a aussi

vDu(µ) = inf
a∈Qp, n∈Z, 06i6N

(
vp

(∫

D(a,n)
(x− a)i µ

)
− (i− u)n

)
quel que soit l’entier N > u− 1.

On en déduit la formule

vDu(
(pm 0

0 1

)
? µ) = vDu(µ) +mu quel que soit m ∈ Z.

Lemme 2.13. — Si µ est une distribution globalement d’ordre u sur Qp, si n ∈ Z, si i ∈ Z et
si a, b ∈ L, alors

vp

(∫

D(∞,n)−D(∞,n+1)
xi µ

)
> (u− i)n+ vDu(µ)− u,

vp

(∫

D(∞,n)−D(∞,n+1)
xi logL (x)µ

)
> (u− i)n+ vDu(µ)− u+ inf(0, vp(L )).

Démonstration. — On a D(∞, n)−D(∞, n+ 1) = p−nZ∗
p et donc

∫

D(∞,n)−D(∞,n+1)
xi(a logL (x) + b)µ =

∫

Z∗
p

(p−nx)i(a logL (p−nx) + b)
(pn 0

0 1

)
? µ

=p−in
∫

Z∗
p

xi(a logL x+ (b− anL ))
(pn 0

0 1

)
? µ.

On en déduit les minorations

vp

(∫

D(∞,n)−D(∞,n+1)
xi µ

)
> −in+ vDu(

(pn 0

0 1

)
? µ) + vLA1(1Z∗

p
· xi)− u

vp

(∫

D(∞,n)−D(∞,n+1)
xi logL (x)µ

)
> −in+ vDu(

(pn 0

0 1

)
? µ) + vLA1(1Z∗

p
· xi(logL x− nL ))− u,

et le résultat suit de ce que vDu(
(pn 0

0 1

)
? µ) = vDu(µ) + nu et

vLA1(1Z∗
p
· xi) > 0 et vLA1(1Z∗

p
· xi logL x) > inf(0, vp(L )).
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2.3.3. Extensions à Qp de vecteurs propres de l’opérateur ψ. —

Proposition 2.14. — Soit α ∈ L∗ avec vp(α) > 0. Si µ est une distribution sur Zp vérifiant
l’équation fonctionnelle ψ(µ) = α−1µ, alors il existe une unique distribution µ̃ sur Qp dont la
restriction à Zp est µ et qui vérifie l’équation fonctionnelle

(p 0

0 1

)
? µ̃ = αµ̃. De plus, si µ est

d’ordre vp(α), alors µ̃ est globalement d’ordre vp(α).

Démonstration. — Commençons par constater que, si µ̃ est une distribution sur Qp dont la
restriction à D(0, 1) ⊂ Zp est nulle et qui vérifie

(p 0

0 1

)
? µ̃ = αµ̃, alors

ResD(0,−n)µ̃ =
(

p−n−1 0

0 1

)
? ResD(0,1)(

(
pn+1 0

0 1

)
? µ̃)) = αn+1

(
p−n−1 0

0 1

)
? ResD(0,1)µ̃ = 0,

ce qui implique que µ̃ est identiquement nulle. On en déduit l’unicité d’une distribution µ̃ vérifiant
les conditions de la proposition. Passons à son existence.

Si n ∈ N, soit µn = αnµ. Comme ψ(µn+1) = µn, il existe une unique distribution µ̃ sur Qp

telle que l’on ait µ̃(n) = µn quel que soit n ∈ N. Par construction, la restriction de µ̃ à Zp est
µ0 = µ, et on a, quel que soit n ∈ N,

ResD(0,−n)(
(p 0

0 1

)
? µ̃− αµ̃) =

(
p−n 0

0 1

)
? ResZp(

(pn 0

0 1

)
? (

(p 0

0 1

)
? µ̃− αµ̃))

=
(

p−n 0

0 1

)
? (µ̃(n+1) − αµ̃(n)) =

(
p−n 0

0 1

)
? (αn+1µ− αn+1µ) = 0.

Ceci prouve que
(p 0

0 1

)
? µ̃ − αµ̃ est identiquement nulle et donc que µ̃ vérifie les conditions

demandées.
Finalement, si u = vp(α) et si µ est d’ordre u, alors vDu(µ̃(n))−nu = vDu(αnµ)−nu = vDu(µ),

ce qui prouve que µ̃ est globalement d’ordre u sur Qp.

2.4. Distributions sur P1(Qp)

Une fonction φ sur P1(Qp) est méromorphe à l’infini s’il existe n ∈ Z tel que la restriction de
φ à D(∞, n) soit de la forme φ(x) = P (x) +

∑−1
i=−∞ aix

i, où P est un polyôme et
∑−1

i=−∞ aix
i

converge sur D(∞, n). On dit que φ a un pôle d’ordre 6 k si P est de degré 6 k. Si k ∈ N, on
note LA(P1(Qp)(k)) l’espace des fonctions sur P1(Qp) qui sont localement analytiques sur Qp

et sont méromorphes avec un pôle d’ordre 6 k à l’infini.

On note D(P1(Qp)(k)) le dual de LA(P1(Qp)(k)). Si µ ∈ D(P1(Qp)(k)), on note µ1 la
restriction de µ à Zp et µ2 la distribution sur Zp définie par

∫

Zp

φ(x)µ2 =
∫

D(∞,0)
xkφ(1/x) µ.

On note aussi ιk l’involution de D(Z∗
p) définie par

∫

Z∗
p

φ(x) ιk(µ) =
∫

Z∗
p

xkφ(1/x) µ.

On a alors ResZ∗
p
(µ2) = ιk(ResZ∗

p
(µ1)), et réciproquement, si on part de deux distributions

µ1, µ2 sur Zp dont les restrictions à Z∗
p vérifient la condition ci-dessus, alors on peut recoller µ1

et µ2 en un élément de D(P1(Qp)(k)). Par contre, il n’est en général pas possible d’étendre une
distribution sur Qp en un élément de D(P1(Qp)(k)) ; il y a une condition de croissance à l’infini.
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2.4.1. Distributions tempérées sur P1(Qp). — On dit que µ ∈ D(P1(Qp)(k)) est d’ordre 6 u

si les distributions µ1 et µ2 ci-dessus appartiennent à Du(Zp). On note Du(P1(Qp)(k)) l’en-
semble des éléments d’ordre6 u de D(P1(Qp)(k)), et on munit Du(P1(Qp)(k)) de la valuation
vDu(P1(Qp)) définie par

vDu(P1(Qp))(µ) = inf(vDu(µ1), vDu(µ2))

qui en fait un espace de Banach. On peut aussi voir Du(P1(Qp)(k)) comme le dual de
C u(P1(Qp)(k)) des fonctions de classe C u avec un pôle d’ordre au plus k en l’infini, i.e. des
fonctions φ sur P1(Qp) dont la restriction à Zp est de classe C u et telles que la restriction à
Zp − {0} de x 7→ xkφ(1/x) se prolonge par continuité en une fonction de classe C u sur Zp.

Proposition 2.15. — Si µ est une distribution globalement d’ordre u sur Qp, l’intégrale∫

Qp

φµ = lim
n→+∞

∫

D(0,−n)
φµ

converge si φ est une fonction méromorphe sur P1(Qp) avec un pôle d’ordre < u. De plus, si
i < u est un entier, alors

∫
Qp
xi µ = 0.

Démonstration. — Pour montrer que l’intégrale converge, il s’agit de vérifier que si
∑

i<u aix
i

converge sur D(∞, n0) et donc si vp(ai)− in0 tend vers +∞ quand i tend vers −∞, alors la série
double

∑
n>n0

∑
i<u

∫
D(∞,n)−D(∞,n+1) aix

i µ converge, ce qui est une conséquence immédiate de
la minoration du lemme 2.13. Maintenant, si i ∈ N, on a vp(

∫
D(0,−n) x

iµ) > vDu(µ)+(i−u)(−n)
qui tend vers l’infini quand n tend vers +∞ si i < u ; on en déduit la nullité de

∫
D(0,−n) x

iµ, ce
qui conclut la démonstration de la proposition.

Proposition 2.16. — Si u > 0, si µ est une distribution globalement d’ordre u sur Qp et si
k ∈ N, alors µ a un unique prolongement µ(k) ∈ D(P1(Qp)(k)) tel que l’on ait

(a)
∫
P1(Qp) φµ(k) = limn→+∞

∫
D(0,−n) φ(x)µ si φ ∈ LA(P1(Qp)(k)) a un pôle d’ordre < u à

l’infini ;
(b)

∫
P1(Qp) x

i µ(k) = 0 si 0 6 i 6 k.
De plus, µ(k) est d’ordre 6 u′ = sup(u, k − u) et on a vDu′ (P1(Qp))(µ(k)) > vDu(Qp)(µ)− u.

Démonstration. — L’existence et l’unicité de µ(k) sont des conséquences directes de la prop. 2.15.
Pour calculer l’ordre de µ(k), il s’agit de calculer celui de la distribution µ′ sur Zp définie par

∫

Zp

φ(x)µ′ =
∫

D(∞,0)
xkφ(1/x)µ(k),

et pour ce faire, il s’agit de minorer vp(
∫
D(a,n)(

x−a
pn )iµ′), pour a ∈ Zp, n ∈ N et i ∈ N. Il y a

deux cas.
• n > vp(a). Dans ce cas, on a

∫

D(a,n)
(
x− a

pn
)iµ′ =

∫

Qp

φa,n,i µ, avec φa,n,i(x) = 1D(a−1,n−2vp(a))(x) · xk−i(
1− ax

pn
)i.

On a φa,n,i ∈ LAn−2vp(a)(Qp), et écrivant xk−i et (1−ax
pn )i sous la forme

xk−i = ai−k
(
1 + (pn−2vp(a)a)

x− a−1

pn−2vp(a)

)k−i
et (

1− ax

pn
)i = aip−2ivp(a)(

x− a−1

pn−2vp(a)
)i,



REPRÉSENTATIONS SEMI-STABLES ET LANGLANDS p-ADIQUE 25

on obtient la minoration

vLAn−2vp(a)
(φa,n,i) > (i− k)vp(a) + ivp(a)− 2ivp(a) = −kvp(a).

On en déduit la minoration

vp

(∫

D(a,n)
(
x− a

pn
)iµ′

)
>vDu(Qp)(µ) + vLAn−2vp(a)

(φa,n,i)− u(n− 2vp(a))

>vDu(Qp)(µ)− un+ (2u− k)vp(a)

>vDu(Qp)(µ)− sup(u, k − u)n.

• n 6 vp(a). On a alors D(a, n) = D(0, n) et donc
∫

D(a,n)
(
x− a

pn
)iµ′ =

∫

D(∞,n)
xk−i(

1− ax

pn
)i µ(k) =

i∑

j=0

(
i

j

)
(
−a
pn

)j
∫

D(∞,n)
xk−j µ(k).

On en déduit la minoration

vp

(∫

D(a,n)
(
x− a

pn
)iµ′

)
> inf

06j6i
vp

( ∫

D(∞,n)
xk−j µ(k)

)
.

Par ailleurs, on déduit du lemme 2.13, si i < 0 et n > 0, la minoration

vp

(∫

D(∞,n)
xi µ(k)

)
> (u− i)n+ vDu(Qp)(µ)− u > (u− k)n+ vDu(Qp)(µ)− u.

Finalement, si 0 6 i 6 k, on a
∫
D(∞,n) x

i µ(k) = − ∫
D(0,1−n) x

i µ et donc

vp

( ∫

D(∞,n)
xi µ(k)

)
> (1− n)(i− u) + vDu(Qp)(µ) > (u− k)n+ vDu(Qp)(µ)− u.

Ce qui précède permet de montrer que µ′ est d’ordre 6 u′ = sup(u, k−u) et vDu′ (P1(Qp))(µ′) >
vDu(Qp)(µ)− u, ce qui permet de conclure.

2.5. L’espace B(k) et son dual

2.5.1. Définition. — Soit k un entier > 2. Soit B(k) le quotient de l’espace de C
k−2
2 (P1(Qp)(k−

2)) par l’espace des polynômes de degré 6 k− 2. Le dual B(k)∗ de B(k) est donc l’ensemble des
µ ∈ D k−2

2
(P1(Qp)(k − 2)) vérifiant

∫
P1(Qp) x

i = 0 si 0 6 i 6 k − 2.

Proposition 2.17. — Si µ ∈ B(k)∗, alors ResQp(µ) ∈ D k−2
2

(Qp) et l’application µ 7→ ResQp(µ)
induit un isomorphisme d’espaces de Banach de B(k)∗ sur D k−2

2
(Qp).

Démonstration. — Comme d’habitude, si µ ∈ D k−2
2

(P1(Qp)(k−2)), on note µ1 la restriction de µ

à Zp et µ2 la distribution sur Zp définie par
∫
Zp
φ(x)µ2 =

∫
D(∞,0) x

k−2φ(1/x), ce qui fait de µ1 et
µ2 des éléments de D k−2

2
(Zp). Les calculs à faire pour démontrer que ResQp(µ) est globalement

d’ordre k−2
2 sur Qp sont identiques à ceux effectués pour démontrer la proposition 2.16. Ces

calculs nous fournissent, si 0 6 i 6 k − 2, a ∈ Qp et n ∈ N, les minorations

vp

(∫

D(a,n)

(x− a

pn
)i
µ
)

>





vD k−2
2

(µ1)− nk−2
2 si a ∈ Zp et n > 0,

vD k−2
2

(µ2)− nk−2
2 si a /∈ Zp et n > vp(a),

vD k−2
2

(µ2)− nk−2
2 − k−2

2 si n < 0 et n 6 vp(a).
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On en déduit le fait que µ 7→ ResQp(µ) est une application linéaire de B(k)∗ dans D k−2
2

(Qp).
D’après la proposition 2.16, cette application linéaire est bijective et son inverse est continue, ce
qui permet de conclure.

2.5.2. Action de GL2(Qp). — On fait agir g =
(a b

c d

) ∈ GL2(Qp) sur D(P1(Qp)(k− 2)) par la
formule ∫

P1(Qp)
φ(x) g ?k µ =

∫

P1(Qp)
(cx+ d)k−2φ

(ax+ b

cx+ d

)
µ.

Comme x 7→ (cx+d)k−2φ
(
ax+b
cx+d

)
appartient à C

k−2
2 (P1(Qp)(k−2)) si φ ∈ C

k−2
2 (P1(Qp)(k−2)),

cela implique que cette action de GL2(Qp) laisse stables D k−2
2

(P1(Qp)(k − 2)) et B(k)∗.

Proposition 2.18. — Il existe C > 0 tel que, pour tous µ ∈ B(k)∗ et g ∈ GL2(Qp) on ait

vD k−2
2

(P1(Qp))(g ?k µ) > vD k−2
2

(P1(Qp))(µ)− C +
k − 2

2
vp(det g).

Démonstration. — Il est clair sur la définition de vD k−2
2

(P1(Qp)) que vD k−2
2

(P1(Qp))

((0 1

1 0

)
?k µ

)
=

vD k−2
2

(P1(Qp))(µ) si µ ∈ D k−2
2

(P1(Qp)(k − 2)). Par ailleurs, un calcul immédiat montre que l’on
a

vD k−2
2

(Qp)

((a b

0 d

)
?k µ

)
= vD k−2

2
(Qp)(µ) +

k − 2
2

vp(ad),

si µ ∈ D k−2
2

(Qp). Ceci permet de conclure car, d’une part, µ 7→ ResQp(µ) est un isomor-
phisme d’espaces de Banach (prop 2.17) de B(k)∗ sur D k−2

2
(Qp) et, d’autre part, tout élément

de GL2(Qp) s’écrit comme un produit d’au plus trois éléments de la forme
(a b

0 d

)
ou

(0 1

1 0

)
.

Corollaire 2.19. — Si µ ∈ B(k)∗, alors

vB(k)∗(µ) = inf
g∈GL2(Qp)

vD k−2
2

(P1(Qp))(g ?k µ)− k − 2
2

vp(det g)

est fini. De plus, vB(k)∗ est une valuation sur B(k)∗, équivalente à la valuation vD k−2
2

(P1(Qp)) et,

si µ ∈ B(k)∗ et g ∈ GL2(Qp), on a

vB(k)∗(g ?k µ) = vB(k)∗(µ) +
k − 2

2
vp(det g).

Il est, en général, assez difficile de décrire la transformée d’Amice de ResQp(g ?k µ), mais cela
ne pose pas de problème si g est de la forme

(a b

0 1

)
car l’action ?k coïncide avec celle introduite

au § 2.3.

3. Une description de l’espace B(k,L )∗

Ce chapitre est consacré à la démonstration de l’équivalence des points (i), (ii), (iii) et (iv)
de la prop. 0.4 de l’introduction (c’est une combinaison des prop. 3.4, 3.12, 3.19, 3.20, et du
cor. 3.21). Le point crucial est le calcul de la prop. 3.19 qui repose sur la formule de Leopoldt
(prop. 3.13).
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3.1. Préliminaires

Une fonction φ sur P1(Qp) est logL -méromorphe à l’infini s’il existe n ∈ Z tel que la restriction
de φ à D(∞, n) soit de la forme φ(x) = φ0(x) +Q(x) logL x, où φ0 est méromorphe à l’infini et
Q est un polynôme. On dit que φ a un pôle d’ordre 6 k si φ0 a un pôle d’ordre 6 k et Q est
de degré 6 k. Si k ∈ N, on note LA(P1(Qp)(k,L )) l’espace des fonctions sur P1(Qp) qui sont
localement analytiques sur Qp et sont logL -méromorphes avec un pôle d’ordre 6 k à l’infini.

Proposition 3.1. — Soit u > 0. Si µ ∈ Du(Qp), l’intégrale∫

Qp

φµ = lim
n→+∞

∫

D(0,−n)
φµ

converge si φ est une fonction logL -méromorphe sur P1(Qp) avec un pôle d’ordre < u.

Démonstration. — Compte-tenu de la prop. 2.15, il suffit de prouver que, si i < u, alors la
série

∑
n>n0

∫
D(∞,n)−D(∞,n+1) x

i logL (x)µ converge, ce qui est une conséquence immédiate de
la minoration du lemme 2.13.

Remarque 3.2. — Si i est un entier < u, et si φ(x) = xi logL x, alors, d’après le cor. 2.6,
la restriction à Zp de φ′(x) = xkφ(1/x) = −xk−i logL x est de classe C k−u. En particulier, si
k > 2u, alors φ ∈ C u(P1(Qp)(k)) et, si µ ∈ Du(Qp), alors

∫
P1(Qp) φµ(k) est bien défini. Par

ailleurs, toujours d’après le cor. 2.6, la fonction 1Zp · φ′ est somme de la série
∑+∞

n=0(1D(0,n) −
1D(0,n+1)) · φ′(x) dans C k−u(Zp), ce qui permet de montrer que l’on a

∫

P1(Qp)
φµ(k) = lim

n→+∞

∫

D(0,−n)
φµ =

∫

Qp

φµ.

En d’autre termes, les deux définition naturelles pour
∫
φµ coïncident si µ ∈ Du(Qp), si k > 2u,

et si φ ∈ LA(P1(Qp))(k,L ) a un pôle d’ordre < u.

3.2. Une première caractérisation de B(k,L )∗

Lemme 3.3. — Les fonctions 1D(∞,0) · xj logL x, pour 0 6 j < k−2
2 et 1D(∞,0) · (x −

pa)k−2 logL (x − pa), a ∈ {0, 1, . . . , k − 1 + [−k
2 ]}, forment une base d’un supplémentaire de

LA(P1(Qp)(k − 2)) dans LA(P1(Qp)(k − 2,L )).

Démonstration. — Exercice.

Soit µ ∈ B(k)∗. La fonction 1pZp · (x − a)k−2 logL (x − a) est de classe C
k−2
2 quel que soit

a ∈ Zp. On note µL l’extension de µ à LA(P1(Qp)(k − 2,L )) définie par
∫

D(∞,0)
xj logL x µL = lim

n→+∞

∫

D(0,−n)−D(0,1)
xj logL x µ, si 0 6 j <

k − 2
2

,
∫

D(0,∞)
(x− pa)k−2 logL (x− pa) µL =−

∫

D(0,1)
(x− pa)k−2 logL (x− pa) µ si a ∈ {0, 1, . . . , k − 1 + [−k

2
]}.

L’existence et l’unicité(6) d’une telle extension est assurée par le lemme 3.3.

(6)Cette unicité est un peu illusoire puisque µ(k,L ) dépend de la base d’un supplémentaire de LA(P1(Qp)(k))

dans LA(P1(Qp)(k, L )) que l’on a choisie ; en particulier, µ(k,L ) n’a rien de naturel sauf si
R
P1(Qp)

`U,L µ(k) = 0

quel que soit U ∈ U (k). Comme c’est justement le cas qui nous intéresse, cela n’est pas très grave.
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Proposition 3.4. — Si µ ∈ B(k)∗, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i)

∫
Qp
`U,L µ = 0 quel que soit U ∈ U (k)0 = {U ∈ U (k), PU = 0}.

(ii)
∫
Qp
`U,L µ = 0 quel que soit U ∈ U (k). (i.e. µ ∈ B(k,L )∗.)

(iii)
∫
P1(Qp)(x− a)j logL (x− a) µL = 0 quels que soient a ∈ Qp et j > r.

Démonstration. — Commençons par prouver l’implication (i)⇒(ii). On a

PU (X) =
k−2∑

i=0

bU,i
Xi

i!
, avec bU,i =

∑

u∈U
λu

(
ju
i

)
(−au)ju−i.

L’appartenance de U à U (k) se traduit par la nullité des bU,i pour i > k−2
2 , et la linéarité

de l’intégration couplée avec le fait que
∫
Qp
`U,L µ = 0 quel que soit U ∈ U (k)0, nous donne

l’existence d’éléments βi(µ), i < k−2
2 tels que l’on ait

∫
Qp
`U,L µ =

∑
i< k−2

2
βi(µ)bU,i quel que

soit U ∈ U (k). De plus, on montre en prenant un nombre fini de fonctions de la forme `U,L
engendrant un supplémentaire de l’espace engendré par les `U,L , pour U ∈ U (k)0, qu’il existe
C ∈ R tel que l’on ait vp(βi(µ)) > C + vB(k)∗(µ) quel que soient i et µ. Par ailleurs, comme∫
P1(Qp) P (x)µ = 0 si P est un polynôme de degré 6 k, on a

∫

P1(Qp)
`U,L (y)µ =

∫

P1(Qp)
`U,L (p−ny)

(pn 0

0 1

)
?k µ =

∫

P1(Qp)
`Un,L (y)

(pn 0

0 1

)
?k µ

où Un = {(pnau, ju, p−njuλu), u ∈ U}. Un petit calcul montre que bUn,i = p−nibU,i, ce qui nous
fournit la relation βi(µ) = p−niβi(

(pn 0

0 1

)
?k µ) et donc la minoration

vp(βi(µ)) = −in+vp(βi(
(pn 0

0 1

)
?kµ)) > −in+C+vB(k)∗(

(pn 0

0 1

)
?kµ) = (

k − 2
2

−i)n+C+vB(k)∗(µ).

Il n’y a plus qu’à faire tendre n vers +∞ pour faire tendre cette quantité vers +∞ et démontrer
la nullité de βi(µ) si i < k−2

2 . On en déduit l’implication (i)⇒(ii).
L’implication (ii)⇒(iii) suit de ce que l’on a imposé à µL de s’annuler sur un supplémentaire

de l’espace engendré par les `U,L , pour U ∈ U (k)0.
Finalement, l’implication (iii)⇒(i) étant une trivialité, ceci permet de conclure.

3.3. La distribution de Kubota-Leopoldt

Soit µKL la distribution sur Zp dont la transformée d’Amice est T−1 logL (1+T )+logL (1+T ) ;
c’est une distribution d’ordre 1.

Proposition 3.5. — ψ(µKL) = p−1µKL.

Démonstration. — Il suffit de prouver l’énoncé correspondant sur les transformées d’Amice, et
celui-ci découle des identités suivantes

1
p

∑
η∈µp

( logL ((1 + T )η)
(1 + T )η − 1

+ logL ((1 + T )η)
)

= logL (1 + T )
(1
p

∑
η∈µp

( 1
(1 + T )η − 1

+ 1
))

=
1
p

logL (1 + T )p
( 1

(1 + T )p − 1
+ 1

)
.

On note encore µKL l’unique distribution (cf. prop. 2.14) sur Qp dont la restriction à Zp est µKL

et qui vérifie l’équation fonctionnelle
(p 0

0 1

)
?µKL = p µKL. Elle est globalement d’ordre 1, et c’est
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ce que l’on peut imaginer de plus ressemblant à la mesure de Haar comme le montre le lemme
suivant.

Lemme 3.6. — Si n ∈ Z et b ∈ Qp, alors
∫
D(b,n) µKL = p−n.

Démonstration. — Si b ∈ Zp et n ∈ N, on a
∫

D(b,n)
µKL = p−n

(
1 +

∑

η∈µ∗
pn

η−b
( logL η

η − 1
+ logL η

))
= p−n

puisque logL η = 0 quel que soit η ∈ µ∗
p∞ . Ceci permet de conclure si b ∈ Zp et n ∈ N ; le cas

général s’en déduit via l’équation fonctionnelle
(p 0

0 1

)
? µKL = p µKL qui implique que l’on a

∫

pmX
φ(p−mx)µKL = p−m

∫

X
φµKL

quels que soient X ouvert compact de Qp, m ∈ Z et φ de classe C 1 sur X.

On étend µKL en une forme linéaire sur LA(Qp)⊕ L · 1Zp(x) logL x en posant
∫

Zp

logL xµKL = γp,L , avec γp,L = γp +
L

p− 1
et γp =

p

p− 1

∫

Z∗
p

logL xµKL.

On a alors

p

∫

pZp

logL (p−1x)µKL =− p

∫

pZp

L µKL + p

∫

Zp

logL xµKL − p

∫

Z∗
p

logL xµKL

=−L + p
(
γp +

L

p− 1

)
− p

p− 1
p

γp = γp +
L

p− 1
=

∫

Zp

logL xµKL.

L’équation fonctionnelle
∫
pmX φ(p−mx)µKL = p−m

∫
X φµKL s’étend donc à LA(Qp) ⊕ L ·

1Zp(x) logL x.

3.4. Convergence d’intégrales

Rappelons que, si j est un entier > 1, on a défini la fonction fj,L par

fj,L (x, y) = yj logL x+
j∑

i=1

(
j

i

)
1
i
xiyj−i.

Soit J = Z[1p ] ∩ [0, 1[ ; c’est un système de représentants de Qp/Zp. Si a ∈ Qp, si b ∈ J , si
j ∈ N et si µ est une distribution sur Qp, on note JL (µ, j, b, a) la valeur de l’intégrale

∫

D(b+a,0)

(
(y − a)j logL (y − a)−

∫

D(a−y,0)
fj,L (x, y − a)µKL(x)

)
µ(y)

quand celle-ci est définie.

Lemme 3.7. — Si j > 1 et vp(x+ y) > vp(y), alors

fj,L (x, y)− yj logL y = −
+∞∑

m=1

y−m
(x+ y)j+m

j +m
.
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Démonstration. — On a

log(1− u) +
j∑

i=1

1
i

(
j

i

)
(u− 1)i = −

+∞∑

m=j+1

um

m
,

comme on le constate aisément en dérivant les deux membres. Il suffit alors de poser u = x+y
y et

de multiplier les deux membres par yj .

Lemme 3.8. — Si j ∈ N, il existe une constante C1(j) telle que l’on ait

vp(JL (µ, j, b, a)) > −vp(b) + vB(k)∗(µ) + C1(j),

quels que soient a ∈ Qp, b ∈ J − {0} et µ ∈ B(k)∗.

Démonstration. — On a JL (µ, j, b, a) = JL (
(1 −a

0 1

)
?k µ, j, b, 0) et vB(k)∗(

(1 −a

0 1

)
?k µ) =

vB(k)∗(µ), ce qui permet de se ramener au cas a = 0. ar ailleurs, le lemme 3.7 montre que
l’on a

JL (µ, j, b, 0) =
+∞∑

m=1

(j +m)−1cm,j avec cm,j =
∫

(x,y)∈D(−b,0)×D(b,0)
y−m(x+ y)j+m µKL(x)µ(y).

En écrivant (x+ y)j+m sous la forme

(x+ b+ y − b)j+m =
j+m∑

i=0

(
j +m

i

)
(x+ b)j+m−i(y − b)i,

et y−m sous la forme

y−m = (b+ y − b)−m = b−m
( +∞∑

`=0

(−m
`

)(y − b

b

)`)
,

on obtient

y−m = b−m
( +∞∑

`=0

j+m∑

i=0

b−`
(
j +m

i

)(−m
`

)
(x+ b)j+m−i(y − b)`+i

)
.

On en déduit, en utilisant la minoration vp(b−`
(
j+m
i

)(−m
`

)
) > −`vp(b) > −`, la convergence de

la série
( +∞∑

`=0

j+m∑

i=0

b−`
(
j +m

i

)(−m
`

)∫

(x,y)∈D(−b,0)×D(b,0)
(x+ b)j+m−i(y − b)`+i µKL(x)µ(y),

et la minoration
vp(cm,j) > vD1(µKL) + vD k−2

2

(ResQp(µ))−mvp(b).

On en déduit la convergence de la série
∑+∞

m=1(j +m)−1cm,j ainsi que la minoration

vp(JL (µ, j, b, 0)) >vD1(µKL) + vD k−2
2

(ResQp(µ)) + inf
m>1

(−mvp(b)− vp(m+ j))

>− vp(b) + vD k−2
2

(ResQp(µ)) +
(
vD1(µKL) + inf

m>1
(m− 1− vp(m+ j))

)
.

Comme infm>1(m − 1 − vp(m + j)) est fini, on déduit l’existence de C1(j) de l’équivalence des
valuations vB(k)∗ et vD k−2

2

◦ ResQp sur B(k)∗ (cf. th. 2.17 et cor. 2.19).
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Lemme 3.9. — Si µ ∈ B(k)∗ et si j > k−2
2 , alors JL (µ, j, 0, a) existe quel que soit a ∈ Qp et

il existe C0(j) tel que l’on ait

vp(JL (µ, j, 0, a)) > vB(k)∗(µ) + C0(j)

quels que soient a ∈ Qp et µ ∈ B(k)∗.

Démonstration. — On peut se ramener au cas a = 0 comme dans la démonstration du lemme 2.12.
On se retrouve donc à intégrer sur Zp×Zp la fonction φj(x, y) = yj logL y− fj,L (x, y) contre la
distribution µKL(x)µ(y), et il existe une constante Ck(φj) telle que l’on ait vp(I(0)) > C(φj) +
vB(k)∗(µ) ; on peut donc prendre C0(j) = Ck(φj).

Proposition 3.10. — Si µ ∈ B(k)∗, si j > k−2
2 , si n ∈ Z et si a ∈ Qp, l’intégrale

IL (µ, j, n, a) =
∫

Qp

(
(y − a)j logL (y − a)− pn

∫

D(a−y,n)
fj,L (x, y − a)µKL(x)

)
µ(y)

converge, et, si C(j) = inf(C1(j), C0(j)), alors

vp(IL (µ, j, n, a)) > (j − k − 2
2

)n+ C(j) + vB(k)∗(µ).

Démonstration. — On a IL (µ, j, 0, a) =
∑

b∈J JL (µ, j, b, a), et les lemmes 3.8 et 3.9 montrent
que la série converge et que la minoration à démontrer est valable si n = 0. Par ailleurs, on a

zj logL z − pn
∫

D(−z,n)
fj,L (x, z)µKL =pn

∫

D(−z,n)
(zj logL z − fj,L (x, z))µKL

=
∫

D(−zp−n,0)
(zj logL z − fj,L (xpn, z))µKL,

et comme

vj logL v − fj,L (u, v) = pjn
(
(vp−n)j logL (vp−n)− fj,L (up−n, vp−n)

)
,

on en déduit la formule

IL (µ, j, n, a) = pjnIL (
(

p−n 0

0 1

)
?k µ, j, 0, p−na)

qui permet, en utilisant la relation vB(k)∗(
(

p−n 0

0 1

)
?k µ) = vB(k)∗(µ) − nk−2

2 , de déduire le cas
général du cas n = 0.

3.5. La distribution `L (µ)

Si k ∈ N et u > 0, on note C u(P1(Qp)(k,L )) l’espace des fonctions sur P1(Qp) qui sont
somme d’un élément de LA(P1(Qp)(k,L )) et d’un élément de C u(P1(Qp)(k)).

Soit µ ∈ B(k)∗, et soit µL son extension à C
k−2
2 (P1(Qp)(k− 2,L )) définie au § 3.2 (cf. aussi

la remarque 3.2).
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Lemme 3.11. — (i) Si a ∈ Qp, si n ∈ Z et si m est un entier 6 vp(a), les trois termes de la
somme ∫

D(0,m)

(∫

D(a−y,n)
fj(x, y)µKL(x)

)
µL (y)

− lim
n→+∞

∫

D(0,−n)−D(0,m)

(
p−nyj logL (y − a)−

∫

D(a−y,n)
fj(x, y)µKL(x)

)
µL (y)

+
∫

D(∞,1−m)
p−nyj logL (y − a)µL (y),

sont bien définis et le résultat ne dépend pas du choix de m.
(ii) Il existe une unique distribution algébrique `L (µ) sur les fonctions à support compact dans

Qp, localement polynomiales de degré 6 k−2, telle que, si a ∈ Qp, si n ∈ Z et j ∈ {0, 1, . . . , k−2},
on ait ∫

D(a,n)
xj `L (µ) =

∫

P1(Qp)

( ∫

D(a−y,n)
fj(x, y)µKL(x)

)
µL (y),

le membre de droite étant défini comme la somme apparaissant dans le (i).

Démonstration. — Dans les deux premiers termes, on aurait pu remplacer µL par µ, et la
proposition 3.10 montre que la limite définissant le second de ces termes existe ; l’existence des
deux autres termes ne pose pas de problème et l’indépendance par rapport au choix de m suit de
la linéarité de µL . Finalement, on a

∑p−1
j=0 1D(a+pnj−y,n+1) = 1D(a−y,n), ce qui permet de vérifier

la linéarité de `L (µ).

Proposition 3.12. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) `L (µ) se prolonge en une distribution globalement d’ordre k

2 sur Qp ;
(ii)

∫
P1(Qp)(x− a)j logL (x− a)µL = 0 quels que soient a ∈ Qp et j > k−2

2 .
(iii) µ ∈ B(k,L )∗.

Démonstration. — L’équivalence entre (ii) et (iii) a déja été établie (prop. 3.4) ; établissons celle
entre (i) et (ii). La proposition 3.10 nous fournit la minoration

vp

(∫

P1(Qp)
p−n(y− a)j logL (y− a)µL −

∫

D(a,n)
(x− a)j`L (µ)

)
> vB(k)∗(µ) +C(j) + (j − k

2
)n,

quels que soient a ∈ Qp, n ∈ Z et k−2
2 < j 6 k− 2. En particulier, si

∫
P1(Qp)(x− a)k−2 logL (x−

a)µL = 0 quel que soit a ∈ Qp, alors

vp

(∫

D(a,n)
(x− a)k−2 `L (µ)

)
> vB(k)∗(µ) + C(k − 2) + (k − 2− k

2
)n,

quels que soient a ∈ Qp et n ∈ Z, et comme k − 2 > k
2 , cela implique que `L (µ) est d’ordre k

2

d’après la proposition 2.10.
Réciproquement, si `L (µ) est d’ordre k

2 , alors quel que soit n ∈ N,

vp

(∫

P1(Qp)
(y − a)j logL (y − a)µL

)
> (j − k − 2

2
)n+ inf(vB(k)∗(µ) + C(j), vD k

2

(`L (µ))),

et il suffit de faire tendre n vers +∞ pour en déduire la nullité de
∫
P1(Qp)(y−a)j logL (y−a)µL

quand j > k−2
2 .
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3.6. La formule de Leopoldt

Proposition 3.13. — Si b ∈ Zp, alors∫

D(b,n)
logL xµKL = p−n

(
γp,L +

∑

η∈µ∗
pn

η−b logL (η − 1)
)
.

Démonstration. — Si b ∈ pnZp, on a
∫

D(b,n)
logL xµKL =

∫

D(0,n)
logL xµKL = p−n

∫

Zp

logL (pnx)µKL = p−n(γp,L + nL ),

∑

η∈µ∗
pn

η−b logL (η − 1) =
∑

η∈µ∗
pn

logL (η − 1) = logL

( ∏

η∈µ∗
pn

(η − 1)
)

= logL pn = nL ,

ce qui permet de démontrer la formule souhaitée dans ce cas.
Supposons maintenant b ∈ Zp − pnZp. Si a ∈ Z∗

p , soit λa la distribution dont la transformée
d’Amice est a

(1+T )a−1 − 1
T ; c’est en fait une mesure, et un petit calcul de transformées d’Amice

montre que l’on a
µKL ? a− µKL = dλa.

On en déduit la formule∫

D(b,n)
logL x (µKL ? a− µKL) =

∫

D(b,n)
x−1 λa.

Par ailleurs, la transformée d’Amice de x−1λa est, à constante près, égale à logL ((1+T )a−1)−
logL T − (a− 1) logL (1 + T ) et donc

∫

D(b,n)
x−1 λa = p−n

(
logL a+

∑

η∈µ∗
pn

η−b(logL (ηa − 1)− logL (η − 1))
)
.

Maintenant, si on revient à la définition de l’opération µ 7→ µ ? a, on obtient
∫

D(b,n)
logL x (µKL ? a− µKL) =

logL a

pn
+

∫

D(a−1b,n)
logL xµKL −

∫

D(b,n)
logL xµKL.

En comparant les deux formules ci-dessus pour
∫
D(b,n) logL x (µKL ? a − µKL), on en déduit le

fait qu’il existe une constante C(n, k), pour 0 6 k 6 n− 1 telle que l’on ait
∫

D(b,n)
logL xµKL = p−n

(
C(n, k) +

∑

ηpn=1, η 6=1

η−b logL (η − 1)
)

si b ∈ Zp et vp(b) = k.

Fixant alors k et sommant sur un système de représentants de pkZ∗
p modulo pnZp, on obtient

∫

pkZ∗
p

logL xµKL = p−n
(
(p− 1)pn−k−1C(n, k) +

∑

η∈µ∗
pn

logL (η − 1)
∑

b∈pkZ∗
p/p

nZp

η−bi
)
.

Comme

∑

b∈pkZ∗
p/p

nZp

η−b =





0 si η /∈ µpk+1 ;
−pn−k−1 si η ∈ µpk+1 − µpk ;
pn−k − pn−k−1 si η ∈ µpk ,
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on obtient
∑

η∈µ∗
pn

logL (η − 1)
∑

b∈(pkZ∗
p)/pnZp

η−b =pn−k
∑

η∈µ∗
pk

logL (η − 1)− pn−k−1
∑

η∈µ∗
pk+1

logL (η − 1)

=pn−k logL pk − pn−k−1 logL pk+1 = pnL (kp−k − (k + 1)p−(k+1)),

et comme par ailleurs,
∫

pkZ∗
p

logL xµKL =
∫

D(0,k)
logL xµKL−

∫

D(0,k+1)
logL xµKL = (p−k−p−(k+1))γp,L +L (kp−k−(k+1)p−(k+1)),

on en déduit C(n, k) = γp,L , ce qui permet de conclure.

Proposition 3.14. — Soient c0,L =
∫
Zp

logL xµKL et, si i > 1, ci,L =
∫
Zp

xi

i µKL. Alors, si
n ∈ N et b ∈ Zp,

ci,L +
∑

η∈µ∗
pn

η−b∂i logL (η − 1) =

{
pn

∫
D(b,n) logL xµKL si i = 0 ;

pn
∫
D(b,n)

xi

i µKL si i > 1.

Démonstration. — Si i = 0, c’est une réécriture de la prop. 3.13. Si i > 1, on a

pn
∫

D(b,n)

xi

i
µKL −

∫

Zp

xi

i
µKL =

1
i

∑

η∈µ∗
pn

η−b∂i
(
T−1 logL (1 + T ) + logL (1 + T )

)
|T=η−1

.

Or, si η ∈ µ∗
pn , ∂j logL (1 + T )|T=η−1

vaut 0 si j 6= 1 et 1 si i = 1. On en déduit, en utilisant la
formule de Leibnitz, l’identité

∂i
(
T−1 logL (1 + T ) + logL (1 + T )

)
|T=η−1

= i∂i−1(T−1 + 1)|T=η−1
= i∂i logL (η − 1),

ce qui permet de conclure.

Remarque 3.15. — La distribution µKL est intimement liée à la fonction zêta de Kubota-
Leopoldt et aux fonctions L p-adiques des caractères de Dirichlet de conducteur une puissance
de p. Un petit calcul montre que, si χ : (Z/pnZ)∗ → Q∗

p est un tel caractère et si k ∈ N, alors
∫

Z∗
p

χ(x)xk µKL = (−1)k−1kL{p}(χ, 1− k),

où L{p}(χ, s) est la fonction L complexe de χ privée de son facteur d’Euler en p. En particulier,
si χ est un caractère pair, alors la fonction L p-adique Lp(χ, s) associée à χ est donnée par la
formule

Lp(χ, s) =
1

s− 1

∫

Z∗
p

χ(x)〈x〉1−s µKL,

et la proposition 3.13 est équivalente à la formule de Leopoldt pour Lp(χ, 1).

Si j ∈ N, définissons la fonction hj,L ,m(z), pour z ∈ Zp, par la formule

hj,L ,m(z) =
j∑

i=0

(
j

i

)
zj−i

(
ci,L +

∑

η∈µ∗
pm

ηz∂i logL (η − 1)
)
,
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Proposition 3.16. — Si m ∈ N, si y ∈ p−mZp, et si n ∈ Z vérifie n+m > 0, alors

p−jmhj,L ,m+n(pmy) = mL yj + pn
∫

D(−y,n)
fj,L (x, y)µKL(x).

Démonstration. — On déduit de la proposition 3.14 la formule

hj,L ,m+n(z) =pm+n

∫

D(−z,m+n)
fj,L (x, z)µKL(x) = pn

∫

D(−p−mz,n)
fj,L (pmx, z)µKL(x),

et comme
p−jmfj,L (pmu, pmv) = fj,L (u, v) +mL vj ,

on a

p−jmhj,L ,m+n(pmy) =pn
∫

D(−y,n)
p−jmfj,L (pmx, pmy)µKL(x)

=pn
∫

D(−y,n)

(
fj,L (x, y) +mL yj

)
µKL(x)

=mL yj + pn
∫

D(−y,n)
fj,L (x, y)µKL(x).

3.7. La transformée d’Amice de la distribution `L (µ)

Soit µ ∈ B(k)∗. Si n ∈ N, soit µ(n) la distribution sur Zp défini par

µ(n) = ResZp(
(pn 0

0 1

)
?k µ).

Lemme 3.17. — Si F (n)
µ est la transformée d’Amice de µ(n), alors la suite de terme général

pmψm−n(F (m)
µ logL T ) a une limite `L (Fµ)(n) dans R[logL T ] et `L (Fµ)(n) ∈ pnF (n) logL T +

E
]0,1]
k
2

.

Démonstration. — On a ψ(µ(n+1)) = µ(n) et donc ψ(F (n+1)
µ ) = F

(n)
µ quel que soit n ∈ N. De

plus, comme µ est globalement d’ordre k−2
2 , il existe C0 tel que l’on ait vD k−2

2

(µ(n)) > nk−2
2 +C,

ce qui implique que F (n)
µ ∈ R+

k−2
2

et qu’il existe C ∈ R tel que l’on ait v k−2
2

(F (n)
µ ) > nk−2

2 + C

quel que soit n ∈ N. La proposition 1.17 permet de conclure.

Remarque 3.18. — L’appartenance de `L (Fµ)(n) à pnF (n) logL T + E
]0,1]
k
2

implique que

`L (Fµ)(n) est analytique autour de T si 0 < vp(T ) 6 1 ; en particulier, `L (Fµ)(n) peut se
développer en série entière autour de η − 1 si η ∈ µ∗

p∞ .

Proposition 3.19. — Si b ∈ Qp, si n1 > n2 ∈ Zp et si n ∈ N est tel que bpn ∈ Zp et
n+ n1, n+ n2 ∈ N, alors

p−(1+j)n
∑

η∈µ
pn+n1−µ

pn+n2

∂j((1 + T )bp
n
`L (Fµ)(n))|T=η−1

=pn1

∫

D(−b,n1)
(x+ b)j`L (µ)− pn2

∫

D(−b,n2)
(x+ b)j`L (µ).
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Démonstration. — Comme `L (Fµ)(n) = limm→+∞ pmψm−n(F
(m)
µ logL T ), et comme ψ∂ = p∂ψ,

on a

∂j((1 + T )bp
n
`L (Fµ)(n))|T=η−1

= lim
m→+∞ p

m∂j
(
ψm−n

(
(1 + T )bp

m
F (m)
µ logL T

))
|T=η−1

=pn lim
m→+∞ p

(1−j)(m−n)ψm−n
(
∂j

(
(1 + T )bp

m
F (m)
µ logL T

))
|T=η−1

=pn lim
m→+∞ p

−j(m−n)
∑

ζpm−n
=η

∂j
(
(1 + T )bp

m
F (m)
µ logL T

)
|T=ζ−1

,

ce qui nous donne

p−(1+j)n
∑

η∈µ
pn+n1−µ

pn+n2

∂j((1 + T )bp
n
`L (Fµ)(n))|T=η−1

= lim
m→+∞ p

−jm ∑
η∈µ

pm+n1−µ
pm+n2

∂j
(
(1 + T )bp

m
F (m)
µ logL T

)
|T=η−1

.

On a aussi

∂j
(
(1 + T )bp

m
F (m)
µ logL T

)
|T=η−1

=
j∑

i=0

(
j

i

)
∂i logL (η − 1)∂i((1 + T )bp

m
F (m)
µ )|T=η−1

=
∫

Zp

( j∑

i=0

(
j

i

)
∂i logL (η − 1)xj−iηx

)
µ(m) ∗ δbpm .

Rappelons que l’on a introduit la fonction hj,L ,m définie, pour z ∈ Zp, par

hj,L ,m(z) =
j∑

i=0

(
j

i

)
zj−i

(
ci,L +

∑

η∈µ∗
pm

ηz∂i logL (η − 1)
)
.

Ceci nous permet de réécrire la somme apparaissant ci-dessus sous la forme

p−jm
∑

η∈µ
pm+n1−µ

pm+n2

∂j((1 + T )bp
m
F (m)
µ logL T )|T=η−1

= p−jm
∫

Zp

(hj,L ,m+n1(y)− hj,L ,m+n2(y))µ
(m) ∗ δbpm

=
∫

D(0,−m)
p−jm(hj,L ,m+n1

(
pm(y + b))− hj,L ,m+n2(p

m(y + b))
)
µ

=
∫

D(0,−m)

(
pn1

∫

D(−b−y,n1)
fj,L (x, y + b)µKL(x)− pn2

∫

D(−b−y,n2)
fj,L (x, y + b)µKL(x)

)
µ(y),

la dernière égalité se déduisant de la proposition 3.16. En regroupant les formules que nous venons
de démontrer et en passant à la limite quand m→ +∞, on en déduit l’identité

p−(1+j)n
∑

η∈µ
pn+n1−µ

pn+n2

∂j((1 + T )bp
n
`L (Fµ)(n))|T=η−1

=
∫

Qp

(
pn1

∫

D(−b−y,n1)
fj,L (x, y + b)µKL(x)−pn2

∫

D(−b−y,n2)
fj,L (x, y + b)µKL(x)

)
µ(y).

qui permet de conclure au vu de la définition de la distribution `L (µ).
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Proposition 3.20. — Soient k > 2 et µ ∈ B(k)∗.
(i) Si `L (µ) se prolonge en une distribution globalement d’ordre k

2 sur Qp, et si G = (G(n))n∈N
est la transformée d’Amice de `L (µ), alors

(a) ψ(G(n+1)) = G(n) quel que soit n ∈ N,
(b) G(n) ∈ R+

k
2

et il existe C ∈ R tel que v k
2
(G(n)) > C + k

2n quel que soit n ∈ N,

(c) G(n)((1+T )η−1) ≡ `L (Fµ)(n)((1+T )η−1) mod. T k−1 quels que soient n ∈ N et η ∈ µ∗
p∞.

(ii) Réciproquement, s’il existe une suite G = (G(n))n∈N d’éléments de R+
k
2

vérifiant les condi-

tions (a), (b) et (c) ci-dessus, alors `L (µ) se prolonge en une distribution globalement d’ordre k
2

sur Qp et G est la transformée d’Amice de `L (µ).

Démonstration. — Supposons que `L (µ) se prolonge en une distribution globalement d’ordre k
2

sur Qp, et soit G = (G(n))n∈N la transformée d’Amice de `L (µ). Alors G vérifie les conditions
(a) et (b). Par ailleurs, en regroupant les propositions 2.8 et 3.19, on montre que

∑
η∈µ

pn+n1−µ
pn+n2

∂j
(
(1 + T )bp

n
(`L (Fµ)(n) −G(n))

)
|T=η−1

= 0

quels que soient 0 6 j 6 k − 2, b ∈ Qp, n1 > n2 ∈ Z et n ∈ Z tels que n + n1, n + n2 ∈ N et
bpn ∈ Zp. Soit a ∈ Zp et m ∈ N. Appliquant ce qui précède à n2 = −m, b = ap−n et n1 = m−n,
on en déduit que ∑

η∈µ∗
pm

∂j
(
(1 + T )a(`L (Fµ)(n) −G(n))

)
|T=η−1

= 0

quels que soient 0 6 j 6 k− 2, a ∈ Qp et n,m ∈ N. On en déduit, par récurrence sur j, que l’on
a ∂j

(
`L (Fµ)(n)−G(n)

)
|T=η−1

= 0 quel que soient n ∈ N, η ∈ µ∗
p∞ et 0 6 j 6 k− 2. Ceci termine

la démonstration du (i).
Passons à celle du (ii). Les deux premières conditions satisfaites par G se traduisent par

l’existence d’une distribution µG, globalement d’ordre k
2 sur Qp, dont G est la transformée

d’Amice. Quant à la troisième, elle se traduit, en utilisant les propositions 2.8 et 3.19, par le fait
que l’on a

pn1

∫

D(a,n1)
(x−a)jµG−pn2

∫

D(a,n2)
(x−a)jµG = pn1

∫

D(a,n1)
(x−a)j`L (µ)−pn2

∫

D(a,n2)
(x−a)j`L (µ)

quels que soient a ∈ Qp, 0 6 j 6 k − 2 et n1, n2 ∈ Z. Cette dernière condition est équivalente à

pn
∫

D(a,n)
(x− a)jµG −

∫

D(0,0)
(x− a)jµG = pn

∫

D(a,n)
(x− a)j`L (µ)−

∫

D(0,0)
(x− a)j`L (µ)

quels que soient a ∈ Qp, 0 6 j 6 k−2 et n ∈ Z, comme on peut le montrer en utilisant l’identité
(
pn1D(a,n)(x)− 1D(0,0)(x)

)
(x− a)j =

(
pn1D(a,n)(x)−pm1D(a,m)(x)

)
(x− a)j

+
j∑

i=0

(
j

i

)
(−a)j−i(pm1D(0,m)(x)− 1D(0,0)(x)

)
xi

valable si m 6 vp(a) de telle sorte que D(a,m) = D(0,m). On en déduit, si U ∈ U (k)0, la
formule ∑

u∈U
λu

∫

D(au,n)
(x− au)ju µG =

∑

u∈U
λu

∫

D(au,n)
(x− au)ju `L (µ).
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Maintenant, le fait que µG est globalement d’ordre k
2 nous fournit la minoration

vp

( ∑

u∈U
λu

∫

D(au,n)
(x− au)ju µG

)
> vD k

2

(µG) + inf
u∈U

(vp(λu)) + n inf
u∈U

(ju − k

2
),

tandis que la proposition 3.10 nous fournit la minoration

vp

(
p−n

∫

Qp

`U,L µ−
∑

u∈U
λu

∫

D(au,n)
(x−au)ju `L (µ)

)
> vB(k)∗(µ)+ inf

u∈U
(vp(λu))+ inf

u∈U
(C(ju)+(ju−k2 )n).

On en déduit, quel que soit n ∈ N, la minoration

vp

(∫

Qp

`U,L µ
)

> n inf
u∈U

(ju − k − 2
2

) + inf
u∈U

(vp(λu)) + inf(vD k
2

(µG), vB(k)∗(µ) + inf
u∈U

C(ju)).

Comme infu∈U (ju − k−2
2 ) > 0, Il n’y a plus qu’à faire tendre n vers +∞ pour faire tendre le

membre de droite vers +∞ et en déduire la nullité de
∫
Qp
`U,L µ si U ∈ U (k)0. Ceci permet de

montrer, en utilisant les prop. 3.4 et 3.12, que `L (µ) se prolonge en une distribution globalement
d’ordre k

2 sur Qp.
Finalement, on déduit du (i) que, siH = (H(n))n∈N est la transformée d’Amice de `L (µ), alors

H(n)−G(n) est un élément de R+ d’ordre k
2 s’annulant à l’ordre k−1 en tous les éléments de µ∗

p∞ .
La seconde de ces propriétés se traduit par la divisibilité de H(n)−G(n) par (T−1 log(1+T ))k−1

qui est donc d’ordre > k − 1 ou est nul. Comme k
2 < k − 1, on en déduit H(n) − G(n) = 0

quel que soit n ∈ N, ce qui montre que G est la transformée d’Amice de `L (µ) et termine la
démonstration de la proposition.

Corollaire 3.21. — Si µ ∈ B(k)∗, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) µ ∈ B(k,L )∗.
(ii) Il existe une suite G = (G(n))n∈N d’éléments de R+

k
2

vérifiant les conditions

(a) ψ(G(n+1)) = G(n) quel que soit n ∈ N,
(b) il existe C ∈ R tel que v k

2
(G(n)) > C + k

2n quel que soit n ∈ N,

(c) G(n)((1+T )η−1) ≡ `L (Fµ)(n)((1+T )η−1) mod. T k−1 quels que soient n ∈ N et η ∈ µ∗
p∞.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate des propositions 3.12 et 3.20.

4. (ϕ,Γ)-modules

Ce chapitre est consacré à l’étude de l’action de ψ sur un (ϕ,Γ)-module, et en particulier, à la
définition des modules D] et ψ−∞(D) qui jouent un rôle primordial dans cet article. Beaucoup
des résultats qui suivent étaient connus de Fontaine (non rédigé) et Herr [24].

4.1. Réseaux et treillis

Définition 4.1. — Si A est un anneau complet pour une valuation discrète, d’idéal maximal m,
et si D est un A-module de type fini, on définit la dimension dimAD de D sur A par la formule

dimAD = dimA/mD/mD.
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Si D est libre de rang d sur A, alors dimAD = d, et dans le cas général, le théorème de structure
des modules sur les anneaux principaux montre que, si dimAD = d, alors il existe r ∈ {0, . . . , d},
kr+1, . . . , kd ∈ N− {0} et e1, . . . , ed ∈ D, tels que

D = Ae1 ⊕ · · · ⊕Aer ⊕ (A/mkr+1)er+1 · · · ⊕ (A/mkd)ed.

Définition 4.2. — (i) Si D est un kL((T ))-(resp. un E )-espace vectoriel de dimension finie d,
un réseau de D est un sous-kL[[T ]]-(resp. OE )-module de type fini de D contenant une base de
D ; comme kL[[T ]] (resp. OE ) est un anneau de valuation discrète, un réseau de D est libre de
rang d sur kL((T )) (resp. sur E ).

(ii) Si D est un OE -module de type fini, un treillis M de D est un sous-OL[[T ]]-module fermé
de D dont l’image de M dans D/pD est un réseau et celle dans D/pkD est de type fini sur
OL[[T ]] quel que soit k ∈ N.

(iii) Si D est un E -espace vectoriel de dimension finie, alors un treillis de D est un treillis d’un
réseau de D.

Remarque 4.3. — SiM est un treillis deD, alors l’application naturelle deM dans lim←−M/(M∩
pkD) est un isomorphisme, et comme M/(M ∩ pkD) est un OL[[T ]] module de type fini, cela
implique que M , muni de la topologie induite par la topologie faible sur OE , est compact comme
limite projective de compacts.

Exemple 4.4. — SiM est un treillis de OE , il existe des suites strictement croissantes d’entiers
(ai)i∈N et (bi)i∈N avec a0 = 0, telles que l’on ait

M =
+∞∑

i=0

paiT−biOL[[T ]].

Lemme 4.5. — Si D est un OE -module de torsion, et si M ⊂ N sont des treillis de D, alors
N/M est un OL-module de longueur finie.

Démonstration. — Exercice.

Lemme 4.6. — Soit D un OE -module de type fini, et soient M ⊃ N des treillis de D. Si
f : M → M est OL-linéaire, surjective, avec f(N) ⊂ N , alors f induit une bijection de M/N

sur lui-même.

Démonstration. — Comme M et N sont des treillis, on a M/N = lim←−M/(N + pkM) et chacun

des M/(N + pkM) est un OL-module de type fini sur lequel f induit une surjection OL-linéaire
et donc une bijection. Ceci permet de conclure.

Proposition 4.7. — Si D et D′ sont des E -espaces vectoriels de dimension finie, si M est un
treillis d’un OE -réseau de D, et si h : M → D′ est un morphisme continu de OL[[T ]]-modules,
alors h s’étend de manière unique en un morphisme de E -espaces vectoriels de D dans D′.

Démonstration. — Soit d la dimension de D. CommeM est un treillis de D, il existe e1, . . . , ed ∈
M formant une base de D sur E , tels que M soit inclus dans N = OE e1 ⊕ · · · ⊕OE ed. L’unicité
d’un prolongement de h à D est immédiate car on doit avoir h(x1e1+· · ·+xded) = x1h(e1)+· · ·+
xdh(ed) si x1, . . . , xd ∈ E . Pour montrer l’existence d’un tel prolongement, il suffit de montrer
que l’on a h(x) = x1h(e1) + · · ·+ xdh(ed) si x = x1e1 + · · ·+ xded ∈M .
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Soit N ′ le sous-OE -module de D′ engendré par h(M). Comme M est compact et h continue,
N ′ est inclus dans un OE -réseau de D′. Maintenant, comme OE /(pkOE + OL[[T ]]) est de T -
torsion, il existe n ∈ N tel que l’on ait Tnxi = yi + zi avec yi ∈ OL[[T ]] et zi ∈ pkOE . Posons
y =

∑d
i=1 yiei et z =

∑d
i=1 ziei. Comme h est OL[[T ]]-linéaire, on a Tnh(x) = h(Tnx) =

h(y) + h(z) = h(z) +
∑d

i=1 yih(ei). Par ailleurs, comme OE /(pkOE + OL[[T ]]) est de T -torsion,
il en est de même de (M ∩ pkN)/pkM et il existe m ∈ N tel que Tmz ∈ pkM , ce qui implique
h(z) = T−mh(Tmz) ∈ pkN ′. On a donc

h(x)−
∑

i=1

xih(ei) = T−n
(
h(z)−

d∑

i=1

zih(ei)
)
∈ pkN ′.

Comme ceci est vrai pour tout k ∈ N et comme N ′ est séparé pour la topologie p-adique, c’est
donc que h(x)−∑

i=1 xih(ei) = 0, ce qu’il fallait démontrer.

4.2. Résidus et dualité

Si D est un OE -module de type fini, on note D∨ le OE -module D∨ = HomOE
(D,E /OE ). Si

D est de torsion, alors D∨ est aussi de type fini et l’application naturelle de D dans (D∨)∨

est un isomorphisme. (Si D n’est pas de torsion, alors D∨ n’est plus de type fini, mais est
une limite inductive de OE -modules de torsion de type fini et l’application naturelle de D dans
HomOE

((D∨),E /OE ) est encore un isomorphisme.)
Si D est un E -espace vectoriel de dimension finie, on note D∗ = HomE (D,E ) le dual de D.
Si M est un OL-module topologique, on note M∧ l’ensemble des applications OL-linéaires

continues de M dans L/OL.

Si x =
∑

k∈Z akT
k ∈ E , on pose

Res(x dT ) = a−1 ∈ L.
L’application Res envoie OE dans OL et donc induit une application Res : E /OE → L/OL.

On note [ , ] : D∨ ×D → L/OL la forme bilinéaire donné par la formule

[x, y] = Res
(
〈x, y〉 dT

1 + T

)
.

Lemme 4.8. — Si D est un module de torsion sur OE , alors l’application x 7→ (y 7→ [x, y])
induit un isomorphisme de D∨ sur D∧.

Démonstration. — Comme OE est de valuation discrète, il suffit de traiter le cas D = OE /p
kOE .

Soit ek : OE → E /OE le morphisme de OE -modules envoyant 1 sur p−k. Alors ek ∈ D∨ et
D∨ = (OE /p

kOE ) · ek. Maintenant, si f : D → L/OL est OL-linéaire continue, il existe m0 ∈ N
tel que l’on ait f(Tm) = 0 sim > m0. Ceci implique que la série (1+T )

(∑
m∈Z T

−m−1f(Tm)
)·ek

converge dansD∨. La somme y de cette série est l’unique élément deD∨ vérifiant [y, Tm] = f(Tm)
quel que soit m ∈ Z, et par continuité, c’est aussi l’unique élément de D∨ vérifiant [y, x] = f(x)
quel que soit x ∈ D. Ceci permet de conclure.

Proposition 4.9. — Si D est OE -module de type fini, alors l’application naturelle D → (D∨)∧

est un iomorphisme.
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Démonstration. — Il suffit de traiter les cas D = OE /p
kOE et D = OE . Le cas de OE /p

kOE est
une conséquence directe du lemme 4.8 ; le cas de OE s’en déduit par passage à la limite :

(O∨E )∧ =
(
lim−→ p−kOE /OE

)∧ = lim←−
(
p−kOE /OE

)∧ = lim←− OE /p
kOE = OE .

Définition 4.10. — Si D est un OE -module de torsion, et si M est un treillis de D, on note
M∗ le sous-OL-module de D∨ constitués des x ∈ D∨ tels que [x, y] = 0 quel que soit y ∈M .

Lemme 4.11. — Si D est un OE -module de torsion, et si M est un treillis de D, alors M∗ est
un treillis de D∨.

Démonstration. — Écrivons D sous la forme D = ⊕di=1(OE /p
kiOE )fi. Comme M est un treillis

de D, il existe a > b ∈ Z tels que

⊕di=1T
aOL[[T ]] · fi ⊂M ⊂ ⊕di=1T

bOL[[T ]] · fi.
Soit f∨i ∈ D∨ l’homomorphisme envoyant fi sur p−ki et fj sur 0 si j 6= i. On a alors D∨ =
⊕di=1(OE /p

kiOE )f∨i . Maintenant, Res(xy dT
1+T ) = 0 quel que soit y ∈ (OL/p

kOL)[[T ]] si et seule-
ment si x ∈ (OL/p

kOL)[[T ]] ; on en déduit les inclusions

⊕di=1T
−bOL[[T ]] · f∨i ⊂M ⊂ ⊕di=1T

−aOL[[T ]] · f∨i .
Finalement, comme [x, ay] = [ax, y], si a ∈ OL[[T ]], cela implique queM∗ est un OL[[T ]]-module,
et donc un treillis de D au vu des inclusions ci-dessus. Ceci permet de conclure.

Lemme 4.12. — Si D est un OE -module de torsion, et siM est un treillis de D, alors ι : D∨ →
D∧ induit un isomorphisme de M∗ sur Hom(D/M,L/OL).

Démonstration. — Par définition de M∗, la restriction de ι à M∗ se factorise en une application
injective ιM : M∗ → Hom(D/M,L/OL). Maintenant,M étant un treillis de D et D étant de tor-
sion,M est ouvert dans D, et D/M est un OL-module discret, ce qui fait que Hom(D/M,L/OL)
s’identifie naturellement au sous-ensemble des x ∈ D∧ tels que [x, y] = 0 quel que soit y ∈ M .
La surjectivité de ι permet de conclure à celle de ιM

Lemme 4.13. — Si D est un OE -module de torsion, si I est un ensemble fini, et si Mi, i ∈ I
sont des treillis de D, alors il existe un treillis M ′ de D, contenant les Mi, i ∈ I, tel que
D/Mi = D/M ′ ⊕M ′/Mi quel que soit i ∈ I.
Démonstration. — Écrivons D sous la forme D = ⊕dj=1(OE /p

kjOE )fj . Il existe alors b ∈ Z tel
que Mi ⊂ ⊕dj=1T

bOL[[T ]] · fj , et on peut prendre M ′ = ⊕dj=1T
bOL[[T ]] · fj .

Proposition 4.14. — Si D est un OE -module de torsion, et si M1 ⊂M2 sont des treillis de D,
alors

lgOL
(M∗

1 /M
∗
2 ) = lgOL

(M2/M1).

Démonstration. — Choisissons un treillisM ′ de D contenantM1 etM2, tel que D/M1 = D/M ′⊕
M ′/M1 et D/M2 = D/M ′ ⊕M ′/M2. En utilisant le lemme 4.12, on voit que l’on est ramené à
prouver que

lgOL
(Hom(M ′/M1, L/OL)/Hom(M ′/M2, L/OL)) = lgOL

(M2/M1),
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ce qui est clair puisque tous les modules en présence sont de longueur finie sur OL qui est un
anneau de valuation discrète.

4.3. ϕ-modules

Rappelons que l’on a muni OE et E d’une action continue d’un frobenius ϕ, respectant la
structure de OL-algèbre de OE , et envoyant T sur (1 + T )p − 1. En particulier, l’action induite
sur kL((T )) est kL-linéaire et envoie T sur T p.

Définition 4.15. — (i) Un ϕ-module D sur OE est un OE -module de type fini muni d’une
action semi-linéaire de ϕ. Un ϕ-module D sur OE tué par p est aussi appelé un ϕ-module sur
kL((T )). Un tel module est étale si ϕ(D) engendre D comme OE -module ; l’action de ϕ est alors
injective.

(ii) Un ϕ-module D sur E est un E -espace vectoriel de dimension finie muni d’une action
semi-linéaire de ϕ. Un tel module est étale s’il possède un réseau stable par ϕ qui est étale.

Remarque 4.16. — (i) Un ϕ-module D sur kL((T )) est étale si et seulement si, pour une (et
donc pour toute) base e1, . . . , ed de D sur kL((T )), la matrice de ϕ(e1), . . . , ϕ(ed) dans cette base
appartient à GLd(kL((T ))).

(ii) Un ϕ-module D sur E est étale si et seulement si il existe une base e1, . . . , ed de D sur E

telle que la matrice de ϕ(e1), . . . , ϕ(ed) dans cette base appartienne à GLd(OE ).

Lemme 4.17. — Soient a0, . . . , an−1 ∈ mL, et soit D un ϕ-module étale sur OE .
(i) Si P = 1 + an−1X + · · · a0X

n, alors DP (ϕ)=0 = 0.
(ii) Si P = Xn + an−1X

n−1 + · · · a0, alors DP (ϕ)=0 = 0.

Démonstration. — Dans le premier cas, l’injectivité de P (ϕ) suit de ce que P (ϕ) = 1 mod. m

et donc que P (ϕ) est injectif sur mkD/mk+1D quel que soit k ∈ N. Dans le second cas, cette
injectivité est une conséquence de la congruence P (ϕ) = ϕn mod. m et de ce que D est étale, ce
qui implique que ϕn est injectif sur mkD/mk+1D quel que soit k ∈ N.

Lemme 4.18. — Si P ∈ OL[X] a une image non nulle dans kL[X], alors P peut s’écrire de
manière unique sous la forme P = uP+P 0P−, où u ∈ O∗

L, et

P+(X) =Xk + ak−1X
k−1 + · · ·+ a0 avec ai ∈ mL si 0 6 i 6 k − 1,

P 0(X) =X` + b`−1X
`−1 + · · ·+ b0 avec bi ∈ OL, si 0 6 i 6 `− 1, et b0 ∈ O∗

L

P−(X) =1 + cm−1X + · · ·+ c0X
m avec ci ∈ mL si 0 6 i 6 m− 1.

Démonstration. — C’est parfaitement classique : si P est de degré n et α1, . . . , αn sont les racines
de P , alors

P+(X) =
∏

vp(αi)>0

(X − αi), P 0(X) =
∏

vp(αi)=0

(X − αi), et P−(X) =
∏

vp(αi)<0

(1− α−1
i X).

Corollaire 4.19. — Si D est un ϕ-module étale sur OE , si P ∈ OL[X] a une image non nulle
dans kL[X], et si P 0 est le polynôme défini ci-dessus, alors DP (ϕ)=0 = DP 0(ϕ)=0

Lemme 4.20. — Si M un treillis de D stable par ϕ, et si P ∈ OL[X] vérifie P (0) ∈ O∗
L, alors

l’application naturelle MP (ϕ)=0 → (M/TM)P (ϕ)=0 est un isomorphisme.
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Démonstration. — L’injectivité suit de ce que ϕ est topologiquement nilpotent sur TM et
de l’hypothèse P (0) ∈ O∗

L. Pour montrer la surjectivité, décomposons M/TM sous la forme
M/TM = N1 ⊕N2, où N1, N2 sont stables sous l’action de ϕ qui agit de manière nilpotente sur
N1 et de manière bijective sur N2. Soit α l’inverse de ϕ sur N2, et soit s : N2 → M une section
OL-linéaire de la réduction modulo T . Si x ∈ N2, et n ∈ N, on a

ϕn+1(s(αn+1(x)))− ϕn(s(αn(x))) = ϕn(ϕ(s(αn+1(x)))− s(αn+1(ϕ(x))) ∈ ϕn(T )M,

ce qui montre que la suite de terme général ϕn(s(αn(x))) converge dans M vers une limite ι(x)
dont la réduction modulo T est x. Par ailleurs, ι est OL-linéaire et un passage à la limite montre
que l’on a ϕ◦ ι = ι◦ϕ. Ceci montre queM contient un sous-OL-module, stable par ϕ, isomorphe
à N2 en tant que ϕ-module. On en déduit le résultat.

Lemme 4.21. — Soit D un ϕ-module étale sur OE , et soit P ∈ OL[X] dont l’image dans kL[X]
n’est pas nulle. Alors, si dimOE

D = r, alors dimOL
DP (ϕ)=0 6 r.

Démonstration. — Quitte à remplacer P par P 0, ce qui, d’après le cor. 4.19, ne change pas
DP (ϕ)=0, on peut supposer que P est unitaire et P (0) ∈ O∗

L. Commençons par supposer que
D est de torsion tué par pk. Comme OL[X]/(P, pk) est un anneau fini, et comme X en est
une unité (grâce à la condition P (0) ∈ O∗

L), il existe un entier n > 0 tel que P divise Xn − 1
dans (OL/p

kOL)[X]. Soit N = Dϕn=1. On a alors DP (ϕ)=0 ⊂ M , et il suffit de prouver que
dimOL

M 6 r. Soit e1, . . . , es une famille d’éléments de M tels qu’il existe une relation du type∑s
i=1 xiei = 0, avec xi ∈ OE , et au moins un des xi ∈ O∗

E . On peut supposer que la relation
ci-dessus est minimale et, quitte à renuméroter les ei, que x1 = 1. En appliquant ϕn à la relation
ci-dessus, et en utilisant la minimalité de cette relation, on en déduit l’appartenance de ϕn(xi)−xi
à mLOE si i > 2. En notant xi l’image de xi dans kL((T )), cette appartenance se traduit par
celle de xi à kL((T ))ϕ

n=1 = kL. On voit donc que les images de e1, . . . , es dans M/mLM sont
liées sur kL, ce qui permet de conclure car, si s > r, alors il existe une relation du type ci-dessus
si dimOE

D = r.

Corollaire 4.22. — Soit P ∈ OL[X] non nul.
(i) Si D est un ϕ-module étale, libre de rang d sur OE , alors DP (ϕ)=0 est un OL-module, libre

de rang 6 d.
(i) Si D est un ϕ-module étale, de dimension d sur E , alors DP (ϕ)=0 est un L-espace vectoriel

de dimension 6 d.

4.4. L’opérateur ψ

Soit D un ϕ-module étale sur OE . Comme les (1 + T )i, 0 6 i 6 p− 1 forment une base de OE

sur ϕ(OE ), on peut écrire tout élément x de D de manière unique sous la forme

x =
p−1∑

i=0

(1 + T )iϕ(xi),

ce qui nous permet de définir un opérateur ψ : D → D par la formule ψ(x) = x0 ; c’est un inverse
à gauche de ϕ (i.e. ψ(ϕ(x)) = x) qui va jouer un rôle primordial dans la suite.

Remarque 4.23. — Si x =
∑p−1

i=0 (1 + T )iϕ(xi), alors xi = ψ((1 + T )−ix). En particulier,
x ∈ ϕ(D) si et seulement si ψ((1 + T )−ix) = 0 si 1 6 i 6 p− 1.
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Proposition 4.24. — Si x ∈ E , alors

Res
(
ψ(x)

dT

1 + T

)
= Res

(
x
dT

1 + T

)
.

Démonstration. — Si ∂ = (1 + T ) d
dT , on a ψ ◦ ∂ = p∂ ◦ ψ. Ceci implique que, si x = ∂y, alors

x dT
1+T = dy et ψ(x) dT

1+T = pdψ(y). On en déduit la formule

Res
(
ψ(x)

dT

1 + T

)
= Res

(
x
dT

1 + T

)
= 0

si x = (1 + T )−1T k−1, et k ∈ Z − {0}. Comme par ailleurs, ψ(T−1) = T−1, cela permet de
conclure.

Lemme 4.25. — (i) Si D est un ϕ-module sur OE , et x, y ∈ D, alors ψ(ϕ(x)y) = xψ(y).
(ii) Si D1, D2 sont des ϕ-modules sur OE , si x ∈ D1 et si y ∈ D2, alors ψ(ϕ(x)⊗y) = x⊗ψ(y).
(iii) Si D est un ϕ-module sur OE , si D∨ = HomOE

(D,E /OE ), si x ∈ D∨ et y ∈ D, alors
ψ(〈ϕ(x), y〉) = 〈x, ψ(y)〉.

Démonstration. — La démonstration étant la même dans les trois cas, nous nous contenterons
de traiter le (ii). Si y =

∑p−1
i=0 ϕ(yi)(1 + T )i, alors ϕ(x)⊗ y =

∑p−1
i=0 ϕ(x⊗ yi)(1 + T )i et donc

ψ(ϕ(x)⊗ y) = x⊗ y0 = x⊗ ψ(y).

Corollaire 4.26. — Si x ∈ D∨ et y ∈ D, alors

[x, ϕ(y)] = [ψ(x), y].

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la prop. 4.24 et du lemme 4.25.

4.5. Le module D]

Lemme 4.27. — Soit D un ϕ-module étale et de torsion sur OE , et soit M un treillis de D.
Alors

(i) ψ(M) est un OL[[T ]]-module ;
(ii) si ϕ(M) ⊂M , alors ψ(M) ⊃M ;
(iii) si le OL[[T ]]-module engendré par ϕ(M) contient M , alors ψ(M) ⊂M ;
(iv) si ψ(M) ⊂ M , alors ψ(T−1M) ⊂ T−1M et, quel que soit x ∈ D, il existe n(x,M) ∈ N

tel que ψn(x) ∈ T−1M si n > n(x,M).

Démonstration. — Le (i) suit de ce que ϕ(a) ∈ OL[[T ]] si a ∈ OL[[T ]] et de ce que aψ(x) =
ψ(ϕ(a)x). Le (ii) est une conséquence de l’identité ψ(ϕ(x)) = x. Pour démontrer le (iii), consi-
dérons une famille génératrice e1, . . . , ed de M sur OL[[T ]]. L’hypothèse selon laquelle le OL[[T ]]-
module engendré par ϕ(M) contient M signifie que l’on peut écrire tout élément x de M sous la
forme x1ϕ(e1)+· · ·+xdϕ(ed), avec x1, . . . , xd ∈ OL[[T ]]. On a alors ψ(x) = ψ(x1)e1+· · ·+ψ(xd)ed
et comme ψ(OL[[T ]]) ⊂ OL[[T ]], cela montre que ψ(x) ⊂ M , ce qui prouve le (iii). Passons au
(iv). Si y ∈M et si k est un entier > 1, on a ψ(ϕk(T )−1y) = ϕk−1(T )−1ψ(y), ce qui montre que
ψ(ϕk(T )−1M) ⊂ ϕk−1(T )−1M si k > 1. Comme de plus ψ(T−1M) ⊂ ψ(ϕ(T )−1M) ⊂ T−1M et
comme D = ∪k∈Nϕk(T )−1M , cela permet de conclure.
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Lemme 4.28. — Si D est un ϕ-module étale et de torsion sur OE , il existe des treillis N0, N1

de D vérifiant
ϕ(N0) ⊂ N0 ⊂ N1 ⊂ OL[[T ]] · ϕ(N1).

Démonstration. — Soient e1, . . . , ed ∈ D dont les images modulo p forment une base de D/pD
sur kL((T )). Alors e1, . . . , ed et ϕ(e1), . . . , ϕ(ed) sont des familles génératrices de D sur OE .
Si D est tué par pk, il existe des matrices A = (ai,j)16i,j6d et B = (bi,j)16i,j6d, éléments de
GLd(OE /p

kOE ) telles que l’on ait

ϕ(ei) =
d∑

j=1

ai,jej et ei =
d∑

j=1

bi,jϕ(ej), si 1 6 i 6 d.

On peut alors trouvers n ∈ N tel que (ϕ(T )/T )np
k
A et (ϕ(T )/T )np

k
B soient à coefficients dans

OL[[T ]]/pkOL[[T ]], et il suffit de prendre pour N0 (resp. N1) le OL[[T ]]-module engendré par
Tnp

k
e1, . . . T

npk
ed (resp. par T−npk

e1, . . . T
−npk

ed).

Proposition 4.29. — Si D est un ϕ-module étale sur OE , Il existe un unique treillis D] de D
vérifiant les propriétés suivantes :

(i) quels que soient x ∈ D et k ∈ N, il existe n(x, k) ∈ N tel que ψn(x) ∈ D] + pkD si
n > n(x, k) ;

(ii) ψ induit une surjection de D] sur lui-même.
De plus,

(iii) si N est un treillis de D et k ∈ N, il existe n(N, k) tel que ψn(N) ⊂ D] si n > n(N, k) ;
(iv) si N est treillis de D stable par ψ tel que ψ induise une surjection de N sur lui-même,

alors N ⊂ D] et D]/N est tué par T .

Démonstration. — Commençons par établir l’unicité d’un tel module. SiM1 etM2 sont deux tels
modules, alors M1 +M2 en est un autre, ce qui permet, quitte à remplacer M1 par M1 +M2, de
supposer M1 ⊃M2. Mais alors l’application induite par ψ sur M1/M2 est OL-linéaire, surjective
d’après la propriété (i) et nilpotente d’après la propriété (ii). CommeM1/M2 est de type fini sur
OL, cela implique M1 = M2 ; d’où l’unicité.

Passons à la démonstration de l’existence de D]. Commençons par supposer que D est de
torsion, et choisissons (cf. lemme 4.28) deux treillis N0, N1 de D vérifiant ϕ(N0) ⊂ N0 ⊂ N1 ⊂
OL[[T ]] · ϕ(N1). Si n ∈ N, soit Mn = ψn(N0). C’est un sous-OL[[T ]]-module de D d’après le (i)
du lemme 4.27. Par ailleurs, comme ϕ(N0) ⊂ N0, le (ii) du lemme 4.27 montre que la suite Mn

est croissante. La combinaison des (a) et (c) ci-dessus et du (ii) du lemme 4.27 montrant que
l’on a Mn ⊂ N1 quel que soit n ∈ N, la suite Mn est stationnaire et sa limite M∞ est un treillis
de D vérifiant ψ(M∞) = M∞.

Soit M ′n = ψn(T−1M∞). Il résulte du (iv) du lemme 4.27 que la suite M ′n est une suite
décroissante de treillis de D contenant M∞ ; sa limite M ′∞ est donc un treillis de D contenant
M∞ et vérifie ψ(M ′∞) = M ′∞ par construction. Comme de plus, le (iv) du lemme 4.27 dit que,
si x ∈ D, il existe n(x) ∈ N tel que l’on ait ψn(x) ∈ T−1M∞ si n > n(x), et comme il existe
m ∈ N tel que M ′m = M ′∞, on a ψm+n(x) ∈ M ′∞ quel que soit n > n(x). Tout ceci montre que
M ′∞ vérifie les propriétés (i) et (ii) requises pour D].

On a donc établi l’existence et l’unicité de D] ; reste à établir les propriétés (iii) et (iv). Pour
la (iii), il suffit de remarquer que, si M est un treillis de D, il existe k ∈ N tel que M soit
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inclus dans ϕk(T )−1D], que ϕk(T )−1D] est stable par ψ, et que ψ est nilpotente sur le OL-
module ϕk(T )−1D]/D] qui est de longueur finie. Pour la (iv), on commence par remarquer que,
si ψ(N) = N , alors N +D] vérifie les propriétés (i) et (ii) et donc que N +D] = D], ou encore
N ⊂ D]. Finalement, l’unicité de D] et les arguments permettant de le construire à partir de
M∞ (cf. ci-dessus), montrent que, si N est un treillis de D vérifiant ψ(N) = N , alors la suite
ψn(T−1N) est décroissante et D] en est la limite, ce qui montre que D] ⊂ T−1N et permet de
conclure dans le cas où D est de torsion.

Maintenant, si D est un ϕ-module étale sur OE , et si k ∈ N, on peut appliquer ce qui précède
à Dk = D/pkD. L’application naturelle Dk+1 → Dk induit alors une application naturelle
D]
k+1 → D]

k. Celle-ci est surjective car d’une part l’image de D]
k+1 est un treillis de Dk stable

par ψ sur lequel ψ est surjectif et donc D]
k/Im(D]

k+1) est tué par T et donc de type fini sur
OL, et d’autre part, ψ est surjective sur D]

k/Im(D]
k+1) (car elle l’est sur D]

k) et nilpotente (car
elle est nilpotente sur Dk+1/D

]
k+1). Soit alors Mk l’ensemble des x ∈ D dont l’image dans Dk

appartient à D]
k, et soit M = ∩k∈NMk. La discussion précédente montre queM est un treillis de

D vérifiant (M + pkD)/pkD = D]
k quel que soit k ∈ N, ce qui permet de montrer que M vérifie

les propriétés (i)-(iv) demandées, et conclut la démonstration.

Remarque 4.30. — Si k ∈ N, alors (D/pkD)] = D]/(D] ∩ pkD) comme le montre la fin de la
démonstration de la proposition. On fera attention au fait qu’en général l’application naturelle
D]/pkD] → (D/pkD)] n’est pas un isomorphisme (i.e. n’est pas injective).

Lemme 4.31. — Si x ∈ D, alors il existe un treillis M de D contenant tous les ψn(x), pour
n ∈ N.

Démonstration. — Si k ∈ N, alors pkD + D] contient tous les ψn(x), pour n > n(x, k), ce qui
montre que M = D] +

∑
n∈N OL[[T ]]ψn(y) est un treillis de D.

Exemple 4.32. — (i) Si D = OE , alors D] = T−1OL[[T ]].
(ii) Si D = E , alors on peut décomposer D] sous la forme D] = L ·T−1⊕D0(Zp), en identifiant

D0(Zp) à OL[[T ]][1p ] grâce à la transformée d’Amice.

Démonstration. — Le (ii) est une conséquence immédiate du (i) et de la théorie d’Amice. Pour
démontrer le (i), constatons que OL[[T ]] est un treillis de OE stable par ψ et par ϕ, ce qui
implique que ψ : OL[[T ]] → OL[[T ]] est surjective. D’après la proposition 4.29, ceci implique que
OL[[T ]] ⊂ O]

E ⊂ T−1OL[[T ]], et comme ψ(T−1) = T−1, cela permet de conclure.

4.6. ϕ-modules surconvergents

Définition 4.33. — (i) Un ϕ-module D, libre de rang d sur OE est surconvergent s’il existe
r(D) ∈]0, 1

p−1 [ et une base e1, . . . , ed de D sur OE telle que la matrice de ϕ(e1), . . . , ϕ(ed) dans

cette base appartienne à GLd(O
(0,r(D)/p]
E [ 1

T ]).
(ii) Un ϕ-module D sur E est surconvergent s’il possède un réseau D0 stable par ϕ qui est

surconvergent. Tout réseau stable par ϕ est alors surconvergent.

Remarque 4.34. — Un ϕ-module surconvergent est en particulier étale.
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Proposition 4.35. — (i) Si D est un ϕ-module surconvergent sur OE , si e1, . . . , ed est une
base de D sur OE telle que la matrice de ϕ(e1), . . . , ϕ(ed) dans cette base appartienne à
GLd(O

(0,r(D)/p]
E [ 1

T ]), et si r ∈]0, r(D)], le sous-O(0,r]
E [ 1

T ]-module D(0,r] de D engendré par
e1, . . . , ed est le plus grand sous-O(0,r]

E [ 1
T ]-module M de type fini de D, tel que ϕ(M) soit inclus

dans le sous-O(0,r/p]
E [ 1

T ]-module engendré par M ; en particulier, il ne dépend pas de la base
e1, . . . , ed.

(ii) Si D est un ϕ-module surconvergent sur E , si r ∈]0, r(D)], alors D(0,r] = L⊗OL
D

(0,r]
0 ne

dépend pas choix du réseau D0 de D stable par ϕ.

Définition 4.36. — Un ϕ-module étale D sur E † est un E †-espace vectoriel de dimension finie
muni d’une action semi-linéaire de ϕ telle que le ϕ-module E ⊗E † D soit étale sur E .

Remarque 4.37. — L’application D 7→ E ⊗E † D induit une équivalence de catégorie de la
catégorie des ϕ-modules étales sur E † sur celle des ϕ-modules surconvergents sur E , le foncteur
inverse étant D 7→ ∪r>0D

(0,r].

Proposition 4.38. — Si D est un ϕ-module étale surconvergent sur OE , il existe une base
f1, . . . , fd de D(0,r(D)] sur O

(0,r(D)]
E [ 1

T ] telle que le sous-module M engendré par f1, . . . , fd sur
O

(0,r(D)]
E vérifie la condition ψ(M) ⊂M .

Démonstration. — Soit r = r(D). Soit e1, . . . , ed une base de D(0,r] sur O
(0,r]
E [ 1

T ]. Par définition de
r(D), il existe (ai,j)16i,j6d ∈ GLd(O

(0,r]
E [ 1

T ]) telle que l’on ait ei =
∑d

j=1 ai,jϕ(ej), si 1 6 i 6 d.
Soit b ∈ N tel que v[0,r](ai,j) + (p− 1)br > 1 quels que soient 1 6 i, j 6 d, et soit fi = T−bfi. On
a alors

fi =
d∑

j=1

bi,jϕ(fj), avec bi,j = (T−1ϕ(T ))bai,j ,

et v(0,r/p](bi,j) = bv[0,r](T−1ϕ(T )) + vp(ai,j) = (p − 1)br + vp(ai,j) > 1. Montrons que les fi,
1 6 i 6 d que nous venons de construire conviennent. Soit M le sous-module qu’ils engendrent
sur l’anneau des entiers de O

(0,r]
E . Si x ∈M , on peut écrire x sous la forme

x =
d∑

i=1

xifi =
d∑

j=1

yjϕ(fj), avec yj =
d∑

i=1

bi,jxi,

et xi ∈ O
(0,r]
E vérifie v(0,r](xi) > 0 et donc yj ∈ O

(0,r/p]
E vérifie v(0,r/p](yj) > 1. Ceci nous donne

ψ(x) =
∑d

j=1 ψ(yj)fj et, d’après la prop. 1.12, ψ(yj) ∈ O
(0,r]
E vérifie v(0,r](ψ(yj)) > 0. On en

déduit l’inclusion ψ(M) ⊂M qui permet de conclure.

Corollaire 4.39. — Si D est un ϕ-module étale surconvergent sur OE , libre de rang d, il existe
un sous-O(0,r(D)]

E -module M de D(0,r(D)], libre de rang d, tel que M ⊃ D].

Démonstration. — Soient r = r(D) et f1, . . . , fd ∈ D(0,r] fournis par la proposition 4.38, et soit
M ′ le sous-O(0,r]

E -module de D(0,r] par f1, . . . , fd. Alors M ′ est un treillis de D contenu dans
D(0,r], tel que ψ(M ′) ⊂ M ′. Comme D] est un treillis de D, si k ∈ N, il existe n(M ′, k) tel que
D] ⊂ ϕn(M ′,k)(T )−1M ′ + pkD. En appliquant ψn(M ′,k) à cette inclusion, on en déduit, quel que
soit k ∈ N, l’inclusion D] ⊂ T−1M ′ + pkD, ce qui montre que l’on peut prendre M = T−1M ′.
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4.7. L’action de ψ sur D]

Lemme 4.40. — L’application naturelle ι : D]/P (ψ)D] → lim←−k
(D/pkD)]/P (ψ)(D/pkD)] est

un isomorphisme.

Démonstration. — D’après la remarque 4.30, on a (D/pkD)] = D]/(D] ∩ pkD), et donc

(D/pkD)]/P (ψ)(D/pkD)] = D]/((D] ∩ pkD) + P (ψ)D]).

Comme D] est complet, on en déduit la surjectivité de ι. Maintenant, si x ∈ D] est dans le noyau
de ι, alors, quel que soit k ∈ N, on peut écrire x sous la forme x = pkyk + P (ψ)zk, avec yk ∈ D
et zk ∈ D]. Comme D] est compact, on peut extraire de la suite zk une sous-suite convergeant
vers z ∈ D], et un passage à la limite montre que l’on a x = P (ψ)z. On en déduit l’injectivité
de ι, ce qui permet de conclure.

Lemme 4.41. — Soient a0, . . . , an−1 ∈ mL, et soit D un ϕ-module étale sur OE .
(i) Si P = 1 + an−1X + · · · a0X

n, alors D/P (ψ)D = D]/P (ψ)D] = 0.
(ii) Si P = Xn + an−1X

n−1 + · · · a0, alors D/P (ψ)D = D]/P (ψ)D] = 0.

Démonstration. — Soit (bi)i∈N la suite d’éléments de OL définie par

(1 + an−1X + · · · a0X
n)

( +∞∑

i=0

biX
i
)

= 1 dans OL[[X]].

Comme vp(ai) > 0 si 0 6 i 6 n − 1, cela implique que vp(bi) tend vers +∞ quand i tend vers
+∞. On en déduit le fait que

∑+∞
i=0 biψ

i est un inverse de P (ψ) sur D et D], ce qui démontre la
surjectivité dans le premier cas.

Dans le second, en écrivant P (ψ) sous la forme P (ψ) = ψn(1 + an−1ϕ + · · · + a0ϕ
n), on voit

que P (ψ) est un inverse à gauche de Θ = ϕn
∑+∞

i=0 biϕ
i sur D ; on en déduit la surjectivité de

P (ψ) sur D.
Soit maintenant M un treillis de D stable par ϕ. (on a donc M ⊂ D] d’après la prop. 4.29).

Comme M est stable par ϕ, on en déduit les inclusions Θ(M) ⊂ M et P (ψ)M ⊃ M . Soit
N = D]/P (ψ)D]. C’est un quotient de D]/M et donc un OL-module compact. Par ailleurs, ψ
est surjectif sur N car il l’est sur D], et topologiquement nilpotent car N est tué par P (ψ) et les
racines de P sont de valuation > 0. On en déduit la nullité de N , ce qui permet de conclure.

Corollaire 4.42. — Si D est un ϕ-module étale sur OE , si P ∈ OL[X] a une image non nulle
dans kL[X], et si P 0 est le polynôme défini dans le lemme 4.18, alors

D/P (ψ)D = D/P 0(ψ)D et D]/P (ψ)D] = D]/P 0(ψ)D].

Proposition 4.43. — Si D est un ϕ-module étale sur OE , et si P ∈ OL[X] a une image non
nulle dans kL[X], l’inclusion D] ⊂ D induit un isomorphisme D]/P (ψ)D] ∼= D/P (ψ)D.

Démonstration. — Le corollaire 4.42 montre que les deux OL-modules considérés ne changent pas
si on remplace P par P 0, ce qui permet de se ramener au cas où P est unitaire et P (0) ∈ O∗

L. On
peut alors, quel que soit n ∈ N, écrire X sous la forme X = PQn+XnRn, avec Qn, Rn ∈ OL[X].

Si x ∈ D, on peut écrire x sous la forme x = zn + P (ψ)yn, avec zn = Rn(ψ) · (ψn(x)) et
yn = (Qn(ψ)(x). Comme le sous-OL[[T ]]-module deD engendré par les ψn(x), n ∈ N, est contenu
dans un treillis de D (cf. lemme 4.31), on peut extraire de (zn, yn) une sous-suite convergeant
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vers (z, y) ∈ D2, et on a x = z + P (ψ)y. Par ailleurs, si k est fixé, on a ψn(x) ∈ D] + pkD et
donc zn ∈ D] + pkD si n est assez grand. On en déduit l’appartenance de z à D] + pkD quel
que soit k ∈ N, ce qui implique que z ∈ D] et termine la démontration de la surjectivité de
D]/P (ψ)D] → D/P (ψ)D.

Soit x ∈ D] ∩ P (ψ)D. Soit y ∈ D tel que x = P (ψ)y. Si P = Xk + · · · + a0, soit M +D] +
OL[[T ]]y + · · ·+ OL[[T ]]ψk−1(y). Par construction, M est un treillis de D, contenant D], stable
par ψ car P (ψ)y ∈ D]. De plus, ψ est surjectif sur M car, si z ∈ D] vérifie ψk(z) = x, on a

y = −a−1
0 = ψ(a1y + a2ψ(y) + · · ·+ ψk−1(y)− z).

Par construction de D], ceci implique M = D]. On en déduit l’appartenance de y à D] et
l’injectivité de D]/P (ψ)D] → D/P (ψ)D, ce qui permet de conclure.

Lemme 4.44. — Si D est un ϕ-module étale sur OE , et si P ∈ OL[X] a une image non nulle
dans kL[X], alors

TD] ⊂ P (ψ)D] ⊂ D].

Démonstration. — L’inclusion P (ψ)D] ⊂ D] est immédiate. Pour démontrer l’inclusion TD] ⊂
P (ψ)D], le cor. 4.42 permet de se ramenener au cas où P est unitaire et P (0) ∈ O∗

L. Soit alors
(bi)i∈N la suite d’éléments de OL définie par

XdegPP (1/X)
(∑

k=0

bkX
k
)

= 1 (dans OL[[X]]).

Commençons par suposer que D est de torsion. Soit x ∈ D], et soit n ∈ N tel que ϕ(ϕn(T )D]) =
ϕn+1(T )ϕ(D]) ⊂ Tϕn(T )D]. Comme ψ : D] → D] est surjectif, on peut trouver y ∈ D] tel que
x = ψn(y) et on a Tx = ψn(ϕn(T )y). La série

∑+∞
k=0 bkϕ

k+degP (ϕn(T )y) converge alors dans D]

(et même dans ϕn(T )D]) et sa somme z vérifie P (ψ)z = ϕn(T )y. On a donc Tx = P (ψ)(ψn(z)),
ce qui permet de conclure, si D est de torsion.

Dans le cas général, il résulte de ce qui précède que, si x ∈ TD], et si k ∈ N, il existe yk ∈ D]

et zk ∈ D tels que l’on ait x = P (ψ)yk + pkzk. On peut alors extraire de yk une sous-suite
convergent vers y ∈ D], et un passage à la limite dans D montre que x = P (ψ)y, ce qui permet
de conclure.

Proposition 4.45. — Si D est un ϕ-module étale de torsion sur OE , et si P ∈ OL[X] a une
image non nulle dans kL[X], alors

lgOL
D]/P (ψ)D] 6 lgOL

(D∨)P (ϕ)=0.

Démonstration. — Quitte à remplacer P par P 0 ce qui ne change pas les objets considérés, on
peut supposer que P est unitaire et P (0) ∈ O∗

L. Notons M1 et M2 respectivement les treillis D]

et P (ψ)D] de D. D’après le lemme 4.44, on a T−1M2 ⊃M1 ⊃M2. Si i = 1, 2, soit M∗
i le treillis

de D∨ défini par : « x ∈ M∗
i si et seulement si [x, y] = 0 quel que soit y ∈ Mi ». On a donc

M∗
2 ⊃M∗

1 ⊃ TM∗
2 .

Comme [ϕ(x), y] = [x, ψ(y)], la surjectivité de ψ : Mi → Mi entraine la stabilité de M∗
i sous

l’action de ϕ. Par ailleurs, comme [x, P (ψ)y] = [P (ϕ)x, y] et P (ψ)M1 = M2, on voit que, si
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x ∈M∗
2 , alors [P (ϕ)x, y] = 0 quel que soit y ∈M1 et donc que P (ϕ) tue M∗

2 /M
∗
1 . On en déduit

les inégalités

lgOL
M1/M2 = lgOL

M∗
2 /M

∗
1 6 lgOL

(M∗
2 /TM

∗
2 )P (ϕ)=0 = lgOL

(M∗
2 )P (ϕ)=0 6 lgOL

(D∨)P (ϕ)=0,

la première (in)égalité provenant de la prop. 4.14, la seconde provenant de ce queM∗
2 /M

∗
1 est un

quotient deM∗
2 /TM

∗
2 tué par P (ϕ), (En posant A = M∗

1 /TM
∗
2 , B = M∗

2 /TM
∗
2 et C = M∗

2 /M
∗
1 ,

on a la suite exacte 0 → A→ B → C → 0, d’où l’on déduit la suite exacte

0 → AP (ϕ)=0 → BP (ϕ)=0 → CP (ϕ)=0 → A/P (ϕ)A,

et les inégalités

lgOL
BP (ϕ)=0 = lgOL

AP (ϕ)=0 + lgOL
CP (ϕ)=0 − lgOL

(Im
(
CP (ϕ)=0 → A/P (ϕ)A

))

> lgOL
AP (ϕ)=0 + lgOL

C − lgOL
A/P (ϕ)A = lgOL

C.)

la troisième suivant du lemme 4.20, et la dernière étant une évidence. Ceci permet de conclure.

Théorème 4.46. — Si D est un ϕ-module étale sur OE , et si P ∈ OL[X] a une image non nulle
dans kL[X], alors l’application ι : D → (D∨)∧ induit des isomorphismes

DP (ψ)=0 ∼= (D∨/P (ϕ)D∨)∧ et D/P (ψ)D ∼= ((D∨)P (ϕ)=0)∧.

Démonstration. — Le OL-module (D∨/P (ϕ)D∨)∧ s’identifie, via ι−1 au sous-ensemble des élé-
ments x de D tels que l’on ait [x, P (ϕ)y] = 0 quel que soit y ∈ D∨. Comme [x, P (ϕ)y] =
[P (ψ)x, y], cet ensemble est aussi l’ensemble des x ∈ D tel que, quel que soit y ∈ D∨, on ait
[P (ψ)x, y] c’est-à-dire DP (ψ)=0. On en déduit le premier isomorphisme.

Comme [x, P (ϕ)y] = [P (ψ)x, y], la restriction de ι(x) à (D∨)P (ϕ)=0 est nulle si x ∈ P (ψ)D, et
donc ι induit une application kL-linéaire de D/P (ψ)D dans ((D∨)P (ϕ)=0)∧. Si D est de torsion,
le OL-module (D∨)P (ϕ)=0 est de longueur finie d’après le lemme 4.21 et cette application est sur-
jective d’après la prop. 4.9, et la surjectivité de l’application naturelle (D∨)∧ → ((D∨)P (ϕ)=0)∧.
Comme par ailleurs, lgOL

D/P (ψ)D = lgOL
D]/P (ψ)D] 6 lgOL

(D∨)P (ϕ)=0 d’après les proposi-
tions 4.43 et 4.45, on en déduit le second isomorphisme, ce qui termine la démonstration dans le
cas d’un OE -module de torsion. Le cas général s’en déduit par passage à la limite comme dans
la démonstration de la prop. 4.9

Proposition 4.47. — Si D est un ϕ-module étale sur OE , si M est un treillis de D stable par
ψ, et si ψ : M →M est surjective, alors D]/M est un OL-module de dimension 6 dimOE

D.

Démonstration. — Si D est de torsion, alors D]/M est un OL-module de type fini puisque D]

et M sont des treillis de D. Il existe donc P ∈ OL[X] dont l’image dans kL[X] n’est pas nulle
tel que P (ψ) soit identiquement nul sur D]/M . Ceci implique que D]/M est un quotient de
D]/P (ψ)D], et comme la dimension sur OL de D]/P (ψ)D] est égale à celle de DP (ϕ)=0 d’après
le th. 4.46, le cor. 4.22 permet de conclure, si D est de torsion. Le cas général s’en déduit par
passage à la limite en utilisant l’isomorphisme

D]/M = lim←−D
]/(M + (pkD ∩D])) = lim←− (D/pkD)]/(M/(pkD ∩M)).
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4.8. Le module ψ−∞(D)

Si D est un ϕ-module sur OE ou E , une suite w = (w(n))n∈N d’éléments de D est bornée s’il
existe un treillis de D contenant tous les w(n), n ∈ N. On note ψ−∞(D) l’ensemble des suites
bornées w = (w(n))n∈N d’éléments de D vérifiant ψ(w(n+1)) = w(n) quel que soit n ∈ N. Plus
généralement, si M ⊂ D, on note ψ−∞(M) l’ensemble des suites d’éléments w = (w(n))n∈N de
ψ−∞(D) telles que l’on ait w(n) ∈ M quel que soit n ∈ N. On déduit de la propriété (iii) de
D] que si w = (w(n))n∈N ∈ ψ−∞(D), alors w(n) ∈ D] quel que soit n ∈ N. Autrement dit,
ψ−∞(D) = ψ−∞(D]).

Remarque 4.48. — Le module Dψ=1 s’identifie naturellement à un sous-OL-module de
ψ−∞(D). Rappelons que ce module joue un rôle très important en théorie d’Iwasawa.

Si D est un ϕ-module étale sur OE , on munit ψ−∞(D) de la topologie de la limite projective
(induite par la topologie produit), D] étant muni de la topologie induite par la topologie faible
sur OE , ce qui fait de ψ−∞(D) un OL-module compact. Si D est un ϕ-module étale sur E , et si
D0 est un réseau de D stable par ϕ, alors ψ−∞(D) = L⊗OL

ψ−∞(D0) et on munit ψ−∞(D) =
∪n∈Np−nψ−∞(D0) de la topologie de la limite inductive, ce qui en fait un L-espace vectoriel
complet pour une topologie localement convexe.

Exemple 4.49. — Comme ψ(T−1) = T−1, on peut voir T−1 comme un élément de ψ−∞(E ).
L’isomorphisme E ] ∼= L · T−1 ⊕ D0(Zp) de l’exemple 4.32 nous fournit un isomorphisme de L-
espaces vectoriels topologiques ψ−∞(E ) ∼= L ·T−1⊕D0(Qp), où D0(Qp) est muni de la topologie
de la convergence faible.

Proposition 4.50. — Si D un ϕ-module étale sur OE , et si D = D/mLD, alors la suite de
OL-modules ci-dessous est exacte :

0 → mLψ
−∞(D) → ψ−∞(D) → ψ−∞(D) → 0.

Démonstration. — La seule chose non évidente est la surjectivité de l’application ψ−∞(D) →
ψ−∞(D). Soit donc w = (w(n))n∈Z ∈ ψ−∞(D). Choisissons une base e1, . . . , ed de D sur OE dont
les images e1, . . . , ed forment une base de D] sur kL[[T ]], et notons M le sous-OL[[T ]]-module
de D engendré par e1, . . . , ed. Finalement, choisissons une section s : kL[[T ]] → OL[[T ]] de la
réduction modulo mL. Nous allons construire, par récurrence sur k une suite d’entiers mk et une
suite wk = (w(n)

k )n∈Z d’éléments de D vérifiant les conditions suivantes pour tout k ∈ N et tout
n ∈ Z.
• w(n)

k ∈M + mLT
−m1M + · · ·+ mk

LT
−mkM ;

• ψ(w(n+1)
k )− w

(n)
k ∈ mk

LD,
• w(n)

k+1 − w
(n)
k ∈ mk

LD,
• w(n)

k a pour image w(n) dans D.
Il suffira alors de poser w(n) = limk→+∞w

(n)
k pour construire un élément de ψ−∞(D) dont l’image

dans ψ−∞(D) est w. Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 4.51. — Si m ∈ N et u = (un)n∈N est une suite d’éléments de T−mD], alors il existe
une suite v = (vn)n∈N d’éléments de T−mD] telle que un = ψ(vn+1)− vn quel que soit n ∈ N.



52 PIERRE COLMEZ

Démonstration. — On a ψk(T−mD]) ⊂ ψk(T−mpk
D]) = T−mD] quel que soit k ∈ N et, par

ailleurs, il existe k ∈ N tel que ψk(T−mD]) ⊂ D] d’après le (iii) de la proposition 4.29. Comme
ψ induit une surjection de D] sur lui-même, on peut construire par récurrence sur n une suite
v′ = (v′n)n∈N d’éléments de D] vérifiant v′0 = 0 et ψ(v′n+1) = ψk(un+k)+ v′n si n ∈ N. Si on pose
alors

vn = v′n − (un + ψ(un+1) + · · ·+ ψk−1(un+k−1)),

on a vn ∈ T−mD] quel que soit n ∈ N, et

ψ(vn+1)− vn = ψ(v′n+1)− v′n − (ψk(un+k)− un) = un,

ce qui montre que la suite vn ainsi construite convient.

Revenons à la démonstration de la prop. 4.50. Pour construire w0, il suffit d’écrire w(n) sous la
forme w(n) =

∑d
i=1 aiei, avec ai ∈ kL[[T ]] puisque w(n) ∈ D], et de poser w(n)

0 =
∑d

i=1 s(ai)ei ∈
M .

Supposons wk construite. Choisissons une uniformisante $L de L. On note u(n)
k ∈ D l’image

de $−kL (ψ(w(n+1)
k ) − w

(n)
k ). La suite wk étant bornée, la suite uk = (u(n)

k )n∈Z est une suite
bornée d’éléments de D. Par suite, il existe mk ∈ N tel que u(n)

k ∈ T−mkD
] quel que soit

n ∈ N. D’après le lemme 4.51, il existe vk = (v(n)
k )k∈Z une suite d’éléments de T−mkD

] telle
que ψ(v(n+1)

k ) − v
(n)
k = u

(n)
k quel que soit n ∈ Z. Il ne reste plus qu’à écrire v(n)

k sous la forme
v

(n)
k = T−mk

∑d
i=1 a

(n)
i ei, avec a

(n)
i ∈ kL[[T ]] si 1 6 i 6 d, et à poser

w
(n)
k+1 = w

(n)
k +$k

LT
−mk

d∑

i=1

s(a(n)
k )ei,

pour construire une suite wk+1 = (w(n)
k+1)n∈Z avec les propriétés voulues. Ceci permet de conclure.

4.9. (ϕ,Γ)-modules

Rappelons que l’on a aussi muni OE d’une action continue de Γ = Gal(Qp(µp∞)/Qp), respec-
tant la structure de OL-algèbre de OE et faisant agir γ ∈ Γ sur T par T 7→ γ(T ) = (1+T )χ(γ)−1.

Définition 4.52. — Un (ϕ,Γ)-module sur kL((T )), OE ou E est un ϕ-module qui est en plus
muni d’une action semi-linéaire de Γ commutant à celle de ϕ. Un tel module est étale s’il l’est
en tant que ϕ-module.

Proposition 4.53. — Si D est un (ϕ,Γ)-module étale sur OE ou E , alors D est surconvergent
et, si r ∈]0, r(D)], alors D(0,r] est stable par Γ.

Lemme 4.54. — Si D est un (ϕ,Γ)-module, alors ψ commute à l’action de Γ.

Proposition 4.55. — Soient D et D′ deux (ϕ,Γ)-modules sur OE . Si h : D → D′ un est
morphisme de OE -modules commutant à ψ et Γ, alors h est un morphisme de (ϕ,Γ)-modules.

Démonstration. — Si 1 6 i 6 p− 1, on a

ψ((1 + T )−ih(ϕ(x))) = ψ(h((1 + T )−iϕ(x))) = h(ψ((1 + T )−iϕ(x))) = 0.

On en déduit (rem. 4.23) l’existence de y ∈ D′ tel que h(ϕ(x)) = ϕ(y). On a alors

y = ψ(ϕ(y)) = ψ(h(ϕ(x))) = h(ψ(ϕ(x))) = h(x),
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et donc h ◦ ϕ = ϕ ◦ h, ce qui permet de conclure.

Lemme 4.56. — Si A = kL((T )), OE ou E , si D est un (ϕ,Γ)-module étale sur A, si M est
un sous-A-module de D stable par ψ et Γ, et si M engendre D en tant que (ϕ,Γ)-module, alors
M = D.

Démonstration. — Si i ∈ N, soit (ϕ∗)iM le sous-A-module de D engendré par ϕi(M). Si k ∈ N,
soit Mk =

∑k
i=0(ϕ

∗)iM . Comme ψ((ϕ∗)iM) = (ϕ∗)i−1M , et comme ψ(M) ⊂M par hypothèse,
on a ψ(Mk+1) ⊂ Mk quel que soit k ∈ N. Par ailleurs, la suite Mk est une suite croissante de
sous-A-modules de D ; elle est donc stationnaire, et la limite est stable par ϕ par construction, et
par Γ puisque M l’est et ϕ commute à Γ. C’est donc le (ϕ,Γ)-module engendré par M et notre
hypothèse selon laquelle M engendre D en tant que (ϕ,Γ)-module se traduit par l’existence de
k ∈ N telle que Mk = D. Ceci implique

D = ψk(D) = ψk(Mk) ⊂M0 = M,

et permet de conclure.

Si D est un (ϕ,Γ)-module étale sur kL((T )), OE , ou E , on définit une action de

P (Qp) =
{(a b

0 1

)
, a ∈ Q∗

p , b ∈ Qp

}

sur ψ−∞(D), de la manière suivante. Si w = (w(n))n∈Z ∈ ψ−∞(D), alors
((

pk 0

0 1

)
? w

)(n) = w(n+k) si k ∈ Z, en particulier,
((

p
−1

0

0 1

)
? w

)(0) = w(−1) = ψ(w(0)) ;
((a 0

0 1

)
? w

)(n) = γa(w(n)) si a ∈ Z∗
p et γa ∈ Γ vérifie χ(γa) = a ;

((1 b

0 1

)
? w

)(n) = (1 + T )bp
n
w(n) si b ∈ Qp et n > −vp(b).

On remarquera que l’on n’a pas, en général, une formule explicite pour (g ? w)(n) si n est très
négatif, mais on la récupère en utilisant la relation (g ? w)(n) = ψN ((g ? w)(n+N)) et en prenant
N ∈ N assez grand. Pour démontrer que ceci définit bien une action de groupe, il n’y a qu’à
constater que cette action est donnée par les mêmes formules que sur les transformées d’Amice
des éléments de D(Qp).

L’action de P (Zp) =
{(a b

0 1

)
, a ∈ Z∗

p , b ∈ Zp
}
s’étend en une action continue de OL[[P (Zp)]]

et, en particulier, en une action de OL[[
(1 Zp

0 1

)
]]. Si µ ∈ OL[[

(1 Zp

0 1

)
]], on définit la transformée

d’Amice Aµ ∈ OL[[T ]] de µ en utilisant l’isomorphisme naturel de
(1 Zp

0 1

)
sur Zp envoyant

(1 x

0 1

)

sur x. (On a donc Aµ(T ) =
∫
Zp

(1+T )xµ(
(1 x

0 1

)
).) L’action de µ ∈ OL[[

(1 Zp

0 1

)
]] sur w ∈ ψ−∞(D)

est alors donnée par la formule

(µ ? w)(n) = Aµ((1 + T )p
n − 1)w(n) si n > 0.

En particulier, en prenant n = 0, on voit que l’action de OL[[
(1 Zp

0 1

)
]] encode la structure de

OL[[T ]]-module de D].

Lemme 4.57. — Soit M ⊂ ψ−∞(D) un sous-OL-module fermé et, si k ∈ Z, soit M (k) l’en-
semble des x ∈ D tels qu’il existe w = (w(n))n∈Z ∈M , avec w(k) = x. Alors

(i) M (k) = M (0) quel que soit k ∈ Z ;
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(ii) M (0) est un sous-OL[[T ]]-module de D] stable par ψ qui agit surjectivement, et par Γ.
(iii) M = ψ−∞(M (0)).

Démonstration. — Les (i) et (ii) sont immédiats, ainsi que l’inclusion M ⊂ ψ−∞(M (0)). Reste
l’inclusion ψ−∞(M (0)) ⊂ M à vérifier. Soit w = (w(n))n∈Z ∈ ψ−∞(M (0)). Si k ∈ N, il existe
uk = (u(n)

k )n∈Z ∈ M tel que u(k)
k = w(k) car M (k) = M (0). Par définition de la topologie sur

ψ−∞(D), la suite uk tend vers w dans ψ−∞(D) quand k tend vers +∞, et M étant supposé
fermé, cela implique w ∈M , ce qui permet de conclure.

Théorème 4.58. — Soit D un (ϕ,Γ)-module sur E . Si M est un sous-L-espace vectoriel fermé
de ψ−∞(D) stable par P (Qp), alors il existe un sous-(ϕ,Γ)-module D′ de D tel que

M ⊂ ψ−∞(D′) et ψ−∞(D′)/M est de dimension 6 dimE D
′ sur L.

Démonstration. — Soit M (0) l’ensemble de x ∈ D tels qu’il existe w = (w(n))n∈N ∈ ψ−∞(D)
avec w(0) = x. D’après le lemme 4.57, on a M = ψ−∞(M (0)), et quitte à remplacer D par le
sous-(ϕ,Γ)-module de D engendré par M (0), on peut supposer que M (0) engendre D en tant
que (ϕ,Γ)-module sur E . Choisissons un OE -réseau D′0 de D stable par ϕ et Γ, et soit D0 le
sous-(ϕ,Γ)-module de D′0 sur OE engendré par M (0)

0 = M (0) ∩ D′0 ; c’est aussi un sous-OE -
réseau de D puisque l’on a supposé que M (0) engendre D en tant que (ϕ,Γ)-module sur E .
Soit M0 = ψ−∞(M (0)

0 ). C’est un-OL-réseau de M . Soient D = D0/mLD0, M = M0/mLM0 et
M

(0) = M
(0)
0 /mLM

(0)
0 . Par construction, M = ψ−∞(M (0)) et M (0) engendre D en tant que

(ϕ,Γ)-module sur kL((T )).
Maintenant, l’hypothèse selon laquelle M est stable sous l’action de P (Qp) se traduit par la

stabilité de M sous cette action et par le fait que M (0) est un sous-kL[[T ]]-module de D stable
par Γ sur lequel ψ agit de manière surjective. Comme ψ(T−pkx) = T−kψ(x), on en déduit le
fait que le sous-kL((T ))-espace vectoriel de D engendré par M (0) est stable par ψ et Γ et donc,
d’après le lemme 4.56, est égal au sous-(ϕ,Γ)-module de D qu’il engendre, c’est-à-dire à D ; en
d’autres termes, M (0) est un réseau de D. Par ailleurs, comme M est stable par P (Qp), cela
implique que M (0)

0 est un sous-OL[[T ]]-module de D0 inclus dans D], comme de plus M (0)
0 est

fermé par hypothèse et son image dans D est un réseau, cela implique que M (0)
0 est un treillis de

D0. Finalement, ψ induit une surjection de D]
0/M

(0)
0 sur lui-même et donc une bijection puisque

D]
0 et M (0)

0 sont des treillis de D0. On en déduit que l’application w = (w(n))n∈N 7→ w(0) induit
un isomorphisme

ψ−∞(D0)/M0 = ψ−∞(D]
0)/M0

∼= D]
0/M

(0)
0 .

Ceci permet de conclure car D]
0/M

(0)
0 est un OL-module de dimension 6 dimOE

D0 d’après le
cor. 4.22.

Corollaire 4.59. — Si D est un (ϕ,Γ)-module étale irréductible sur E et si D∗ ne contient
pas de sous-L-espace vectoriel non nul, de dimension finie, stable par ϕ, alors ψ−∞(D) est un
P (Qp)-module toplogiquement irréductible.

Démonstration. — Soit M un sous-P (Qp)-module fermé non nul de ψ−∞(D). Comme D est
supposé irréductible en tant que (ϕ,Γ)-module, il résulte du th. 4.58 que w 7→ w(0) induit un
isomorphisme de ψ−∞(D)/M sur D]/M (0) qui est de dimension finie sur L. Soit P ∈ L[X]
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le polynôme caractéristique de ψ sur D]/M (0). Alors D]/M (0) est un quotient de D]/P (ψ)D]

qui est le dual de (D∗)P (ϕ)=0. Comme ce dernier module est un sous-L-espace vectoriel de D∗,
stable par ϕ et de dimension finie d’après le cor. 4.22, il est nul par hypothèse, ce qui permet de
conclure.

5. Des (ϕ,Γ)-modules aux représentations de GL2(Qp).

5.1. (ϕ,N)-modules filtrés et (ϕ,Γ)-modules

5.1.1. Représentations galoisiennes. — Soit Qp une clôture algébrique de Qp. Notons GQp =
Gal(Qp/Qp) le groupe de Galois absolu de Qp ; notons HQp = Gal(Qp/Qp(µp∞)) le noyau du
caractère cyclotomique χ : GQp → Z∗

p . Soit Γ = GQp/HQp le groupe de Galois de l’extension
cyclotomique ; il est isomorphe à Z∗

p via χ.

Définition 5.1. — Si G = GQp ,HQp , une L-représentation V de G est un L-espace vectoriel
de dimension finie muni d’une action L-linéaire continue de G.

Nous allons rappeler un certain nombre de résultats concernant la classification de ces re-
présentations (programme de Fontaine). Notons que Fontaine considère en général des Qp-
représentations au lieu de L-représentations ; l’extension aux L-représentations ne pose aucun
problème : il suffit de tensoriser les anneaux de Fontaine usuels (avec leurs structures, ϕ, N ,
filtration) par L au dessus de Qp. Comme on regarde les représentations de GQp , tout se passe
sans douleur ; si on s’intéressait aux représentations de GK , K extension finie de Qp, il faudrait
juste se méfier au niveau de la filtration de DdR(V ) : les L⊗K-modules qui interviennent ne sont
pas forcément libres. Nous ne nous attarderons pas sur la construction des anneaux de Fontaine
car il existe maintenant [1, 2, 14] une description des relations entre les différents invariants
attachés à une représentation galoisienne n’utilisant que des anneaux de séries de Laurent, et
c’est de cette relation dont nous aurons besoin.

5.1.2. ϕ-modules, (ϕ,Γ)-modules et représentations galoisiennes. — Fontaine a construit un
anneau B (qu’il note Ê nr) muni d’actions de GQp et ϕ, commutant entre elles, telles que (B)HQp =
E et (B)ϕ=1 = L, qui permet de décrire les L-représentations de GQp et HQp .

Proposition 5.2. — (i) Si V est une L-représentation de HQp, alors D(V ) = (B ⊗L V )HQp

est un ϕ-module étale sur E .
(ii) Si D est un ϕ-module étale sur E , alors V(D) = (B ⊗E D)ϕ=1 est une L-représentation

de HQp.
(iii) De plus, les foncteurs V et D sont inverses l’un de l’autre.

Proposition 5.3. — (i) Si V est une L-représentation de GQp , alors D(V ) = (B⊗L V )HQp est
un (ϕ,Γ)-module étale sur E .

(ii) Si D est un (ϕ,Γ)-module étale sur E , alors V(D) = (B⊗ED)ϕ=1 est une L-représentation
de GQp.

(iii) De plus, les foncteurs V et D sont inverses l’un de l’autre.

Remarque 5.4. — La théorie des (ϕ,Γ)-modules marche tout aussi bien au niveau entier, en
remplaçant l’anneau B ci-dessus par l’anneau A de ses entiers. En particulier, si T est un réseau
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d’une L-représentation V , alors D(T ) est un réseau de D(V ) ; si T = T/mLT est la représentation
résiduelle de V , alors D(T ) = D(T )/mLD(T ).

Par ailleurs, comme nous l’avons déjà signalé (prop. 4.53 et commentaires), D 7→ E ⊗E † D est
une équivalence de catégories de la catégorie des (ϕ,Γ)-modules étales sur E † sur la catégorie
des (ϕ,Γ)-modules étales sur E . En composant cette équivalence de catégories avec celle de la
proposition 5.3, on en déduit l’existence de deux foncteurs V† et D†, inverses l’un de l’autres,
établissant une équivalence de catégories entre la catégorie des L-représentations de GQp et celle
des (ϕ,Γ)-modules étales sur E †. On peut par ailleurs décrire ces foncteurs en introduisant le
sous-anneau B† des éléments surconvergents de B, et on a

V†(D) = (B† ⊗E † D)ϕ=1 et D†(V ) = (B† ⊗L V )HQp .

Remarque 5.5. — Lors de notre étude sur l’action de ψ sur un ϕ-module ou un (ϕ,Γ)-module,
un certain nombre de propriétés ont été mises en avant (cf. cor. 4.59 par exemple). On peut utiliser
les équivalences de catégories ci-dessus pour les traduire en des propriétés des représentations
galoisiennes associées. Soit donc D un (ϕ,Γ)-module sur E et V = V(D) la L-représentation de
GQp qui lui est attachée.

(i) D est irréductible en tant que (ϕ,Γ)-module si et seulement si V est irréductible en tant
que représentation de GQp ;

(ii) D est irréductible en tant que ϕ-module si et seulement si la restriction de V à HQp est
irréductible ;

(iii) D n’a pas de sous-L-espace vectoriel de dimension finie stable par ϕ si et seulement si V
n’a pas de sous-espace non nul sur lequel Gal(Qp/Q

ab
p ) agit trivialement.

Les deux premiers points sont de simples traductions. Le dernier se démontre en remarquant
que les éléments de B dont les images par ϕn, n ∈ N, engendrent un espace de dimension finie
sur L, appartiennent au sous-anneau L⊗ Q̂nr

p de B, et donc que, si P ∈ L[X], alors

DP (ϕ)=0 ⊂ (Q̂nr
p ⊗Qp V )HQp ⊂ Q̂nr

p ⊗Qp V
Gal(Qp/Q

ab
p ).

Ceci démontre une des implications du dernier point ; l’autre est immédiate.

5.1.3. (ϕ,N)-modules filtrés et représentations galoisiennes. —

Définition 5.6. — (i) Un (ϕ,N)-module filtré D est un L-espace vectoriel de dimension finie
muni d’actions linéaires de ϕ et N , avec Nϕ = pϕN et d’une filtration décroissante par des
sous-L-espaces vectoriels Di, i ∈ Z, avec Di = 0 si iÀ 0 et Di = D si i¿ 0.

(ii) Si D est un (ϕ,N)-module filtré, on lui associe les invariants tN (D) et tH(D) définis par

tN (D) = vp(detϕ) et tH(D) =
∑

i∈Z
i · dimL(Di/Di+1).

(iii) Un (ϕ,N)-module filtré D est admissible si tH(D) = tN (D) et si tH(D′) 6 tN (D′) pour
tout sous-L-espace vectoriel de D stable par ϕ et N (muni de la filtration induite).

Rappelons que Fontaine a construit
• un anneau Bst muni d’actions L-linéaires de ϕ, N et GQp , l’action de GQp commutant à

celles de ϕ et N , et Nϕ = pϕN ,
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• un anneauBdR muni d’une filtration décroissante et d’une action L-linéaire de GQp respectant
cette filtration
• une injection GQp-équivariante de Bst dans BdR.
Rappelons aussi qu’une L-représentation V de dimension d est semi-stable si Bst ⊗L V ∼= Bd

st

en tant que GQp-modules. La catégorie des L-représentations semi-stables de GQp est équivalente
à celle des (ϕ,N)-modules filtrés admissibles. Plus précisément, on a le résultat suivant ;

Proposition 5.7. — (i) Si V est une L-représentation de GQp , alors Dst(V ) = (Bst ⊗L V )GQp

est un (ϕ,N)-module filtré admissible.
(ii) Si D est un (ϕ,N)-module filtré admissible, alors Vst(D) = Fil0(Bst ⊗L V )N=0, ϕ=1 est

une représentation semi-stable de GQp.
(iii) De plus, les foncteurs Vst et Dst sont inverses l’un de l’autre.

5.1.4. (ϕ,N)-modules filtrés et (ϕ,Γ)-modules. — Si on part d’un (ϕ,N)-module filtré admis-
sible D, alors D† = D†(Vst(D)) est un (ϕ,Γ)-module sur E †. Cette description de D† utilise
les deux anneaux de Fontaine B† et Bst et est donc loin d’être transparente. Heureusement,
on dispose maintenant d’une description directe du module D† en terme de D en passant par
l’anneau de Robba R qui est quand même nettement plus concret. La description à laquelle il
est fait allusion ci-dessus va demander un peu de préparation. Rappelons que l’on a étendu la
notion d’ordre de R à R[1t , log T ].

Si D est un L-espace vectoriel de dimension finie muni d’une action linéaire de ϕ, on a une
décomposition canoniqueD = ⊕r∈QD[r] par les pentes de ϕ, oùD[r] est la somme des sous-espaces
caractéristiques pour les valeurs propres α de ϕ de valuation vp(α) = r. Une base e1, . . . , ed de
D est dite adaptée à ϕ si, quel que soit 1 6 i 6 d, il existe ri ∈ Q tel que ei ∈ D[ri]. Si tel est le
cas, on pose tN (ei) = ri.

Si D est un L-espace vectoriel de dimension finie muni d’une filtration par des sous-L-espaces
vectoriels Di, décroissante, indexée par les entiers, exhaustive et séparée, et si x ∈ D est non nul,
on note tH(x) le plus grand entier i tel que x ∈ Di. Une base f1, . . . , fd de D est dite adaptée à
la filtration si Di =

∑
tH(fj)>i L · fj quel que soit j ∈ Z. On a alors tH(D) =

∑d
j=1 tH(fj).

Proposition 5.8. — Soit D un (ϕ,N)-module filtré admissible, et soit D† = D†(Vst(D)).
Soient e1, . . . , ed une base de D adaptée à ϕ, f1, . . . , fd une base adaptée à la filtration, et soient
A = (ai,j) ∈ Md(L) et, si n ∈ N, B(n) = (b(n)

i,j ) ∈ GLd(L) les matrices définies par

N(ei) =
d∑

j=1

aj,iej et ϕ−n(ei) =
d∑

j=1

b
(n)
j,i fj .

Alors R[1t , log T ] ⊗L D = R[1t , log T ] ⊗E † D
† et x =

∑d
i=1 xiei ∈ R[1t , log T ] ⊗L D appartient à

D† si et seulement si
(i) N(xj) +

∑d
i=1 aj,ixi = 0 si 1 6 j 6 d ;

(ii)
∑d

i=1 b
(n)
j,i xi a un zéro d’ordre > −tH(fj) en η − 1 si η est une racine primitive pn-ième

de l’unité, et nÀ 0 ;
(iii) xi est d’ordre 6 −tN (ei) si 1 6 i 6 d.

De plus, si r ∈]0, r(D†)], alors x =
∑d

i=1 xiei ∈ R[1t , log T ] ⊗L D ∈ (D†)(0,r] si et seulement si
x ∈ D† et xi ∈ E ]0,r][1t , log T ], pour 1 6 i 6 d.
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5.2. Le (ϕ,Γ)-module attaché à une représentation semi-stable de dimension 2

5.2.1. Le (ϕ,N)-module filtré Dα,L . — Soit k un entier > 2. Si α ∈ L vérifie 2vp(α)− 1 = k− 1
et si L ∈ L, on note Dα,L le (ϕ,N)-module filtré défini par

Dα,L = L · e1 ⊕ L · e2, ϕ(e1) = αe1, ϕ(e2) = p−1αe2, Ne1 = e2, Ne2 = 0

Di
α,L =





0 si i > k

L · (e1 −L e2) si 1 6 i 6 k − 1,
Dα,L si i 6 0.

.

Remarque 5.9. — On fera attention au fait que la convention pour l’invariant L est l’opposée
de la convention habituelle. Elle est par contre en accord avec la convention logL p = L .

Proposition 5.10. — (i) Dα,L est admissible.
(ii) Si k > 3, alors Dα,L est irréductible ; si k = 2, alors L ·e2 est un sous-(ϕ,N)-module filtré

admissible de Dα,L .
(iii) Si les (ϕ,N)-modules filtrés Dα,L et Dα′,L ′ sont isomorphes, alors α = α′ et L = L ′.

Démonstration. — C’est bien connu (et immédiat).

5.2.2. La représentation Vα,L . — Le (ϕ,N)-module filtré Dα,L étant admissible, Vα,L =
Vst(Dα,L ) est une L-représentation semi-stable de GQp de dimension 2 dont les poids de
Hodge-Tate sont 1− k et 0.

Proposition 5.11. — Si k > 3, alors Vα,L est une représentation irréductible de GQp qui reste
irréductible quand on la restreint à GQab

p
.

Démonstration. — Le (ϕ,N)-module filtré Dα,L n’a pas de sous-objet admissible, même sur
une extension finie de Qp ou après extension du corps des coefficients ; on en déduit le fait que
Vα,L est une représentation de GQp qui reste absolument irréductible même si on la restreint à
GK , si K est une extension finie de Qp. L’image de GQp est un sous-groupe de Lie de GL2(OL)
dont aucun sous-groupe d’indice fini n’est contenu dans un sous-groupe de Borel (même après
extension de L). Comme le déterminant de Vα,L est d’image infinie, l’ enveloppe algébrique de
l’image est donc GL2 et celle de l’image de GQab

p
contient donc SL2 puisque elle est distinguée

dans GL2 et que le quotient est abélien.

Remarque 5.12. — Si k = 2, la représentation Vα,L est réductible : si nr(pα−1) désigne le
caractère non ramifié de GQp envoyant un frobenius arithmétique sur pα−1, alors Vα,L est une
extension non triviale de L(χ−1 · nr(pα−1)) par L(nr(pα−1)) dont la classe est déterminée par
l’invariant L .

5.2.3. Le (ϕ,Γ)-module D†α,L . — Posons D†α,L = D†(Vα,L ). C’est un (ϕ,Γ)-module étale sur
E †, et nous allons utiliser la prop. 5.8 pour en donner une description directe (prop. 5.15 ci-
dessous). Avant de ce faire, remarquons que les propositions 5.10 et 5.11 se traduisent de la
manière suivante.

Proposition 5.13. — (i) Si k > 3, alors D†α,L est irréductible ; si k = 2, alors D†α,L est une
extension non triviale de deux (ϕ,Γ)-modules de dimension 1.
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(ii) Si k > 3, alors D†α,L n’a pas de sous-L-espace vectoriel de dimension finie non nul stable
par ϕ.

(iii) Si les (ϕ,Γ)-modules D†α,L et D†α′,L ′ sont isomorphes, alors α = α′ et L = L ′.

D’après la prop. 5.8, on a R[1t , log T ] ⊗L Dα,L = R[1t , log T ] ⊗E † D
†
α,L . On note u1(w) et

u2(w) les coordonnées de w dans la base t1−ke1, t1−ke2.

Proposition 5.14. — w ∈ R[1t , log T ]⊗L Dα,L appartient à D†α,L si et seulement si
(i) u1(w) ∈ R est d’ordre k − 1− vp(α) ;
(ii) u2(w) = p−1

p u1(w) log T + v2 où v2 ∈ R est d’ordre k − vp(α) ;
(iii) u2(w) + p−nL · u1(w) a un zéro d’ordre k − 1 en η − 1, si η est d’ordre pn et nÀ 0.

Démonstration. — Soient f1 = e1−L e2 et f2 = e2. Ceci fait de f1, f2 une base de Dα,L adaptée
à la filtration et on a tH(f1) = k − 1 et tH(f2) = 0. D’autre part, e1, e2 est une base de Dα,L

adaptée à la décomposition suivant les pentes de frobenius et on a tN (e1) = vp(α), tN (e2) =
vp(α) − 1. Comme N(e1) = e2, N(e2) = 0 et ϕ−n(e1) = α−n(f1 + L f2), ϕ−n(e2) = α−npnf2,
la proposition 5.8 se traduit alors, si x = x1e1 + x2e2, de la manière suivante : x ∈ D†α,L si et
seulement si

(i) N(y2) = −y1, N(y1) = 0 ;
(ii) L x1((1 + T )η − 1) + pnx2((1 + T )η − 1) a un zéro d’ordre > 0 en 0 et x1((1 + T )η − 1) a

un zéro d’ordre > 1− k, si nÀ 0, et si η est une racine primitive pn-ième de l’unité ;
(iii) x1 est d’ordre > −vp(α) et x2 est d’ordre > 1− vp(α).

Le résultat s’en déduit sans problème (en utilisant le fait qu’un élément x de R[1t ] appartient
à R si et seulement si il existe n0 tel que x ait un zéro d’ordre > 0 en toute racine de l’unité
d’ordre pn, n > n0).

Vu le rôle joué par logL dans cet article, il est plus confortable de retraduire l’énoncé précédent
avec logL T au lieu de log T , en utilisant la formule

logL ((1 + T )η − 1) =
L

(p− 1)pn−1
+ log((1 + T )η − 1).

Proposition 5.15. — w ∈ R[1t , logL T ]⊗L Dα,L appartient à D†α,L si et seulement si
(i) u1(w) ∈ R est d’ordre k − 1− vp(α) ;
(ii) u2(w) = p−1

p u1(w) logL T + v2 où v2 ∈ R est d’ordre k − vp(α) ;
(iii) u2(w) a un zéro d’ordre k − 1 en η − 1, si η est d’ordre pn et nÀ 0.

Si 0 < r 6 r(D†α,L ), on note D(0,r]
α,L le sous-E (0,r]-module de D†α,L défini à la prop. 4.35. Il

résulte de la proposition 5.8 que l’on peut préciser la proposition 5.15 sous la forme suivante.

Proposition 5.16. — w ∈ R[1t , logL T ]⊗L Dα,L appartient à D(0,r]
α,L si et seulement si

(i) u1(w) ∈ E ]0,r] est d’ordre k − 1− vp(α) ;
(ii) u2(w) = p−1

p u1(w) logL T + v2 où v2 ∈ E ]0,r] est d’ordre k − vp(α) ;
(iii) u2(w) a un zéro d’ordre k − 1 en η − 1, si η est d’ordre pn et 1

(p−1)pn−1 6 r.
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5.2.4. Le module D]
α,L . — Notons D]

α,L le module (D†α,L )]. Soit Tα,L un réseau de Vα,L stable
par GQp , et soit D(Tα,L ) ⊂ D(Vα,L ) = E ⊗E † D

†
α,L le réseau correspondant à Tα,L . Notons

aussi D](Tα,L ) le module D(Tα,L )] ; c’est un réseau de D]
α,L .

Proposition 5.17. — Il existe C > 0 telle que, si i ∈ N et si w ∈ D](Tα,L )∩ piD(Tα,L ), alors
v k−2

2
(u1(w)) > i

2 − C.

Démonstration. — D’après le cor. 4.39, il existe r > 0 et f1, f2 ∈ D(0,r](Tα,L ) formant une base
de D(Tα,L ) sur OE tels que D](Tα,L ) soit inclus dans le module engendré par f1 et f2 sur O

(0,r]
E .

Soit alors w ∈ D](Tα,L ) ∩ piD(Tα,L ). D’après ce qui précède, on peut écrire w sous la forme
w = xf1 + yf2 avec x, y ∈ O

(0,r]
E ∩ piOE . En utilisant les minorations obtenues au lemme 1.3 et

au cor. 1.5, on en déduit les minorations

v k−2
2

(u1(w)) >v(0,r/2]
k−2
2

(u1(w))− C(
k − 2

2
,
r

2
)

> inf(v(0,r/2]
k−2
2

(xu1(f1)), v
(0,r/2]
k−2
2

(yu1(f2)))− C(
k − 2

2
,
r

2
)

> i

2
+ inf(v(0,r/2]

k−2
2

(u1(f1)), v
(0,r/2]
k−2
2

(u1(f2)))− C ′(
k − 2

2
, r)− C(

k − 2
2

,
r

2
)

ce qui permet de conclure.

5.2.5. Le module ψ−∞(D†α,L ). — Soit β = pk−1α−1. Avant de décrire ψ−∞(D†α,L ), commençons
par énoncer le lemme suivant qui est une conséquence immédiate de la proposition 1.17.

Lemme 5.18. — si F = (F (n))n∈N est une suite d’éléments de R+
(k−2)/2 telle que (β−nF (n))n∈N

est bornée dans R+
(k−2)/2 et ψ(F (n+1)) = F (n) quel que soit n ∈ N, alors

`L (F )(n) = lim
m→+∞ p

mψm−n(F (m) logL T )

existe quel que soit n ∈ N.

Proposition 5.19. — (i) Si w = (w(n))n∈N ∈ ψ−∞(D†α,L ), alors il existe des suites Fw =

(F (n)
w )n∈N (resp. Gw = (G(n)

w )n∈N) d’éléments de R+
(k−2)/2 (resp. R+

k/2) telles que

(a) (β−nF (n)
w )n∈N (resp. (β−nG(n)

w )n∈N) est bornée dans R+
(k−2)/2 (resp. R+

k/2) ;

(b) ψ(F (n+1)
w ) = F

(n)
w et ψ(G(n+1)

w ) = G
(n)
w quel que soit n ∈ N ;

(c) u1(w(n)) = β−nF (n)
w et u2(w(n)) = β−n(`L (F )(n) +G

(n)
w ) quel que soit n ∈ N ;

(d) `L (F )(n) +G
(n)
w ≡ 0 mod. T k−1, quels que soient n ∈ N et η ∈ µ∗

p∞.
(ii) Réciproquement, si Fw = (F (n)

w )n∈N et Gw = (G(n)
w )n∈N sont des suites d’éléments de

R+
(k−2)/2 et R+

k/2 respectivement qui vérifient les conditions (a), (b), (c) et (d) ci-dessus, et
si

w(n) = β−n
(
F (n)
w · e1

tk−1
+
p− 1
pn+1

(`L (F )(n) +G(n)
w ) · e2

tk−1

)
,

alors w = (w(n))n∈N ∈ ψ−∞(D†α,L ).



REPRÉSENTATIONS SEMI-STABLES ET LANGLANDS p-ADIQUE 61

Démonstration. — Soit w = (w(n))n∈N ∈ ψ−∞(D†α,L ). D’après le cor. 4.39, si r = r(D†α,L ), la

suite (w(n))n∈N est une suite bornée d’éléments de D(0,r]
α,L vérifiant ψ(w(n+1)) = w(n) quel que

soit n ∈ N. Ceci se traduit de la manière suivante.
• (u1(w(n)))n∈N est une suite bornée d’éléments de E

]0,r]
(k−2)/2 vérifiant u1(w(n)) = βψ(u1(w(n+1))).

Comme vp(β) = k−2
2 > 0, on déduit de la proposition 1.11, l’appartenance de u1(w(n)) à R+

(k−2)/2

quel que soit n ∈ N. Soit F (n)
w = βnu1(w(n)). Il résulte de ce qui précède que Fw = (F (n)

w )n∈N est
une suite d’éléments de R+

(k−2)/2 vérifiant les conditions (a) et (b) de la proposition, et on déduit

de la proposition 1.17, l’existence de `L (Fw)(n), l’appartenance de `L (Fw)(n) − F
(n)
w logL T à

E
]0,1]
(k−2)/2 et le fait que ((pβ)−n(`L (Fw)(n)−F (n)

w ))n∈N est borné dans E
]0,1]
(k−2)/2 et donc aussi dans

E
]0,r]
k/2 .

• (u2(w(n)) − p−1
p u1(w(n)) logL T )n∈N est une suite bornée d’éléments de E

]0,r]
k/2 et on a

u2(w(n)) = pβψ(u2(w(n+1))) quel que soit n ∈ N. Soit G(n)
w = p

p−1 · (pβ)nu2(w(n))− `L (Fw)(n).

Il résulte de ce qui précède que G(n)
w ∈ E

]0,r]
k/2 et ψ(G(n+1)

w ) = G
(n)
w quel que soit n ∈ N. De plus,

((pβ)−nG(n)
w )n∈N est bornée dans E

]0,r]
k/2 et comme vp(pβ) > 0, la proposition 1.11 permet de

montrer que G(n)
w ∈ R+

k/2 quel que soit n ∈ N. Les suites Fw et Gw vérifient donc les conditions
(a), (b) et (c) de la proposition.

Par ailleurs, il résulte de la proposition 5.16 que ∂i(u2(w(n))))|T=η−1
= 0 quels que soient

n ∈ N, 0 6 i 6 k − 2 et η ∈ µp∞ − µpm0 , où m0 est le plus grand entier tel que 1
(p−1)pm0−1 > r

et ∂ = (1 + T ) d
dT comme d’habitude. On a donc ∂i(`L (F )(n) +G

(n)
w )|T=η−1

= 0 quels que soient
n ∈ N, 0 6 i 6 k− 2 et η ∈ µp∞ −µpm0 . Par ailleurs, on a ∂i ◦ψm = p−imψm ◦ ∂i ; on en déduit
la formule

∂i(ψm(H))|T=x
= p−m(i+1)

∑

(1+y)pm=1+x

∂iH|T=y
.

Appliquant ceci à H = `L (F )(n+m) + G
(n+m)
w , m > m0, x = η − 1 et η ∈ µ∗

pm0 , et utilisant la

formule ψm(`L (F )(n+m)+G(n+m)
w ) = `L (F )(n)+G(n)

w on en déduit que la relation ∂i(`L (F )(n)+
G

(n)
w )|T=η−1

= 0 reste valable pour tout η ∈ µ∗
p∞ . Ceci termine la démonstration du (i).

Pour démontrer le (ii), il suffit d’utiliser la proposition 5.16 pour démontrer l’appartenance de
w(n) à D(0,r]

α,L et les arguments ci-dessus pour montrer que la suite w = (w(n))n∈Z ainsi construite
appartient à ψ−∞(D†α,L ).

5.3. Quelques représentations de GL2(Qp)

Soit β ∈ L avec vp(β) = k−2
2 . On définit la représentation B(β,L ) de GL2(Qp), en faisant

agir
(a b

c d

)
sur µ ∈ B(k)∗ par la formule :

∫

P1(Qp)
φ(x)

(a b

c d

)
?β µ = β−vp(ad−bc)

∫

P1(Qp)
(cx+ d)k−2φ

(ax+ b

cx+ d

)
µ.



62 PIERRE COLMEZ

Si w ∈ ψ−∞(D†α,L ), on note µw ∈ D(k−2)/2(Qp) et λw ∈ Dk/2(Qp) les distributions dont les
transformées d’Amice sont données par les formules∫

D(0,−n)
(1 + T )p

nx µw = F (n)
w et

∫

D(0,−n)
(1 + T )p

nx λw = G(n)
w ,

où F (n)
w et G(n)

w , n ∈ Z sont les éléments de R+ définis à la prop. 5.19.

Théorème 5.20. — Soient k > 3, α ∈ L avec vp(α) = k
2 , β = pk−1β−1, et L ∈ L. Alors l’ap-

plication w 7→ µw induit un isomorphisme P (Qp)-équivariant de L-espaces vectoriels topologiques
(pour les topologies forte et faible) de ψ−∞(D†α,L ) sur B(β,L )∗.

Démonstration. — Le fait que w 7→ µw induit un isomorphisme de ψ−∞(D†α,L ) sur B(β,L )∗

est une combinaison de la prop. 5.19 et du cor. 3.21. Reste l’équivariance par rapport à P (Qp)
à vérifier. Par définition, on a

((a b

0 1

)
? w

)(n) = (1 + T )bp
n
γap−vp(a)(w(n+vp(a))).

En utilisant le lien entre w et la transformée d’Amice de µw, cela se traduit par

β−n
∫

D(0,−n)
(1 + T )p

nx µ(
a b

0 1

)
?w

=β−n−vp(a)(1 + T )p
nb

∫

D(0,−n−vp(a))
(1 + T )p

n+vp(a)·ap−vp(a)x µw

=β−n−vp(a)

∫

D(0,−n−vp(a))
(1 + T )p

n(ax+b) µw

=β−n−vp(a)

∫

D(0,−n)
(1 + T )p

nx
(a b

0 1

)
? µw

Le résultat s’en déduit.

Corollaire 5.21. — (i) B(k,L ) 6= 0.
(ii) B(β,L ) est une représentation irréductible de GL2(Qp).

Démonstration. — Le (i) suit de ce que ψ−∞(D†α,L ) n’est pas réduit à 0 et le (ii) de ce que
V ∗
α,L

∼= Vα,L ⊗ det(Vα,L )−1 est une représentation de GQp qui reste irréductible quand on la
restreint à GQab

p
, ce qui implique que ψ−∞(D†α,L ) est irréductible en tant que représentation de

P (Qp) (prop. 5.11, (iii) de la rem. 5.5 et cor. 4.59).

Proposition 5.22. — L’application w = (w(n))n∈Z 7→ w(0) induit un isomorphisme de
ψ−∞(D†α,L ) ∼= D]

α,L .

Démonstration. — La surjectivité étant automatique, il n’y a que l’injectivité à vérifier. Soit donc
w = (w(n))n∈Z ∈ ψ−∞(D†α,L ) vérifiant w(0) = 0. La distribution µw est alors à support dans

P1(Qp)−Zp et la distribution µ′ =
(0 1

1 0

) ·µw est à support dans pZp, et appartient à B(β,L )∗.
Maintenant, si a ∈ Qp, soit

fa(x) = (x− a)k−2 logL (x− a)−
k−2∑

i=0

λi(a)(x− i)k−2 logL (x− i),

où les λi sont des polynômes en a de degré 6 k−2 définis par
∑k−2

i=0 λi(a)(x− i)k−2 = (x−a)k−2.
L’application a 7→ fa est une application analytique de Qp − Zp dans les fonctions analytiques
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sur Zp et sa dérivée k − 1-ième est a 7→ (k−2)!
x−a . Comme µ′ ∈ B(β,L )∗ et est à support dans

pZp, on a
∫
pZp

fa µ
′ = 0 quel que soit a ∈ Qp−Zp, et on peut dériver k− 1 fois cette égalité par

rapport à a pour en déduire la nullité de
∫
pZp

1
x−aµ

′ quel que soit a ∈ Qp−Zp. Ceci implique, en
développant 1

x−a en puissance de a−1, la nullité de
∫
pZp

xnµ′ quel que soit n ∈ N et donc aussi
la nullité de µ′, ce qui permet de conclure.

Théorème 5.23. — S’il existe un morphisme non nul h : B(β,L ) → B(β′,L ′) de GL2(Qp)-
espaces de Banach, alors β = β′ et L = L ′.

Démonstration. — En utilisant le théorème 5.20 et la proposition 5.22, on déduit de h, par
dualité, l’existence d’un morphisme h] : D]

α′,L ′ → D]
α,L de OL[[T ]]-modules commutant aux

actions de ψ et Γ. Comme D]
α′,L ′ et D

]
α,L sont des treillis de Dα′,L ′ et Dα,L respectivement,

on peut (cf. prop. 4.7) étendre h] par linéarité, en un morphisme de OE -modules de Dα′,L ′ dans
Dα,L commutant à l’action de ψ et Γ. La proposition 4.55 montrant qu’un tel morphisme est
automatiquement un morphisme de (ϕ,Γ)-modules, la prop. 5.13 permet de conclure.

5.4. Admissibilité de B(β,L )

D’après le cor. 2.19, le groupe GL2(Qp) agit par isométries surB(β)∗ et surB(β,L )∗ ⊂ B(β)∗

munis de la valuation vB(k)∗ qui est équivalente à la valuation vD k−2
2

(Qp).

Théorème 5.24. — La représentation B(β,L ) est une représentation admissible de GL2(Qp).

Démonstration. — On note U la boule unité de B(β,L )∗ ⊂ B(k)∗ qui est stable par GL2(Qp).
Le théorème de l’image ouverte montre qu’il existe c ∈ Z tel que U soit contenu dans l’image de
pcD](Tα,L ) via l’isomorphisme ι : D]

α,L → B(β,L )∗ obtenu en composant les isomorphismes
D]
α,L

∼= ψ−∞(D†α,L ) ∼= B(β,L )∗ des prop. 5.22 et th. 5.20.
Soient N ∈ N assez grand, et W1 et W2 les deux sous-Zp-modules de U définis par

W1 = {µ ∈ U, vD k−2
2

(ResD(0,0)(µ)) > N} et W2 = {µ ∈ U, vD k−2
2

(ResD(0,0)(
(0 1

1 0

)
?βµ)) > N}.

Comme D(0, 0) et D(∞, 0) sont invariants par translation par un élément de Zp, cela implique
que W1 et W2 sont stables sous l’action de

(1 Zp

0 1

)
. De plus, ils sont échangés par

(0 1

1 0

)
et, si N

est assez grand, W1 ∩W2 ⊂ pU .
Par ailleurs, d’après la proposition 5.17, il existe i ∈ N tel que, si w ∈ pcD](Tα,L ) ∩

pc+iD(Tα,L ), alors vD k−2
2

(ResD(0,0)(µw)) > 1 et donc µw ∈ W1. De plus, D](Tα,L ) étant un

treillis de D(Tα,L ), le OL[[T ]]-module

pcD](Tα,L )/(pcD](Tα,L ) ∩ pc+iD(Tα,L ))

est de type fini. En utilisant le fait que l’action de λ ∈ OL[[
(1 Zp

0 1

)
]] correspond à la multiplication

par la transformée d’Amice de λ (vue comme une mesure sur Zp), on en déduit le fait que les
OL[[

(1 Zp

0 1

)
]]-modules U/W1 etW2/(W2∩W1) sont de type fini. Finalement, comme

(0 1

1 0

)
induit

un isomorphisme deW2/(W2∩W1) sur W1/(W1∩W2), on en déduit le fait que U/pU , qui est un
quotient de U/(W2 ∩W1), est un OL[[GL2(Zp)]]-module de type fini, ce qu’il fallait démontrer.
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5.5. Zéros supplémentaires des fonctions L p-adiques

Proposition 5.25. — Si w ∈ (D†α,L )ψ=1 ⊂ ψ−∞(D†α,L ), alors
(p 0

0 1

)
? λw = pβλw et

(p 0

0 1

)
? µw = βµw.

Démonstration. — C’est immédiat.

Proposition 5.26. — Si α = p`+1 (et donc β = p`) et si w ∈ (D†α,L )ψ=1 ⊂ ψ−∞(D†α,L ), alors
∫

Z∗
p

y`µw = 0 et
∫

Z∗
p

y` log y µw = −L ·
∫

Zp

y`µw.

Démonstration. — Si i ∈ Z, on a
∫

Z∗
p

yiµw =
∫

Zp

yiµw −
∫

pZp

yiµw = (1− βp−i)
∫

Zp

yiµw.

On en déduit la première égalité.
Passons à la démonstration de la seconde. Soit H`,L (y) =

∫
D(−y,0) f`(x, y)µKL(x) On a alors

p−1

∫

D(−y,−1)
f`(x, y)µKL(x) =

∫

D(−py,0)
f`(p−1x, y) µKL(x) = p−`H`,L (py)−L y`

car f`(u, v) = p−`f(pu, pv)−L v`. La définition de λw (cf. th. 5.20), les prop. 5.19 et 3.20, et la
définition de `L (µw) (lemme 3.11) nous fournissent les égalités

∫

Zp

y`λw−p−1

∫

p−1Zp

y`λw =
∫

Zp

y``L (µw)− p−1

∫

p−1Zp

y``L (µw)

= lim
m→+∞

∫

p−mZp

(∫

D(−y,0)
f`(x, y)µKL(x)− p−1

∫

D(−y,−1)
fj(x, y)µKL(x)

)
µw(y)

=− lim
m→+∞

∫

p−mZp

(
H`,L (y)− p−`H`,L (py) + L y`

)
µw.

Comme
(p 0

0 1

)
? λw = pβλw, comme

(p 0

0 1

)
? µw = βµw et comme β = p`, on a

p−1

∫

p−1Zp

y`λw =(pβ)p−1

∫

Zp

(p−1y)`λw =
∫

Zp

y`λw

∫

p−mZp

y`µw =βm
∫

Zp

(p−my)`µw =
∫

Zp

y`µw

p−`
∫

p−mZp

H`,L (py)µw =βp−`
∫

p1−mZp

H`,L (y)µw =
∫

p1−mZp

H`,L (y)µw.

On en déduit la formule

lim
m→+∞

∫

p−mZ∗
p

H`,L (y)µw = −L

∫

Zp

y`µw.

Maintenant, la suite de terme général
∫

p−mZ∗
p

(H`,L (y)− y` logL y)µw
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tend vers 0 quand m tend vers +∞ d’après le lemme 3.8 (dans les notations de ce lemme, cette
intégrale est égale à

∑
vp(b)=−m JL (µw, j, b, 0)), et comme

∫

p−mZ∗
p

y` logL y µw =βm
∫

Z∗
p

(p−my)` logL (p−my) µw

=(p−`β)m
∫

Z∗
p

(y` log y −mL ) µw =
∫

Z∗
p

y` log y µw,

(puisque p−`β = 1 et
∫
Z∗

p
y`µw = 0), cela permet de conclure.
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