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Résumé. —  Nous utilisons la théorie des (¢,I')-modules de Fontaine pour établir une cor-
respondance entre d’une part les représentations semi-stables, irréductibles, de dimension 2 de

Gal(Q,/Qp), et d’autre part, des représentations unitaires de GL2(Qp) introduites par Breuil.
Cette correspondance s’obtient via un lien direct entre (le dual de) la représentation de GL2(Q,)

et le (i, T')-module associé & la représentation de Gal(Q,/Qp)-

Abstract. — We use Fontaine’s theory of (¢, ')-modules to establish a correspondance between

2-dimensional irreducible semi-stable representations of Gal(Q,,/Qp) and a family of unitary re-
presentations of GL2(Q,) introduced by Breuil. This correspondance is obtained by establishing a
direct link between the (dual of the) representation de GL2(Q,) and the (¢, ')-module attached

to the representation of Gal(Q,/Qp)-
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Introduction
0.1. Notations. — On fixe une cloture algébrique Qp de Qp, et on note ¥q, le groupe de

Galois Gal(ap/ Q) absolu de Qp. On note x : 9, — Zj le caractére cyclotomique qui induit
un isomorphisme de I' = Gal(Q, (1,0 )/Qp) sur Zy.

On se fixe aussi une extension finie L de Q, contenue dans Qp (on peut parfois se permettre
de remplacer L par une extension finie; L est donc variablement fixe...), et on note % (resp. &)
I’anneau de Robba & coefficients dans L (resp. le sous corps de Z constitué des éléments inversibles
de # auquel on rajoute 0). On a donc Z D &1 O OL[[T)], et (L ®g, OL[[T]])[T~}] est dense
dans &T et # pour leurs topologies respectives. On munit O [[T]], &' et # d’actions Oy -linéaires
continues du frobenius ¢ et de I, respectant les structures d’anneaux, en envoyant 7" sur ¢(7') =
(1+T) —1ety(T)=(1+T)X" —1,siyeT. Ces actions commutent entre elles.

0.2. Enoncé des résultats. — Cet article s’inscrit dans le cadre d’une hypothétique cor-
respondance de Langlands p-adique. On établit une bijection naturelle entre, d’une part, les
représentations semi-stables [22] de dimension 2 de 9q,, et d’autre part, une famille de repré-
sentations de GL2(Q,) considérée par Breuil [4, 5, 6].

A torsion prés par une puissance du caractére cyclotomique (qui permet de supposer qu’'un des
poids de Hodge-Tate est nul et 'autre < 0), les L-représentations semi-stables de dimension 2
de ¥q, sont paramétrées par deux invariants a et . appartenant a L, ot 2vp(a) = k est un
entier > 2. Au couple (a, %), on associe le (¢, N)-module filtré D, ¢ qui est le L-espace vectoriel
de dimension 2 engendré par e; et e, avec p(e1) = aeq, p(es) = p~Laes, N(e1) = ea, N(ez) =0,
muni de la filtration décroissante définie par Dg,g =D, ¢, Di,f = DZ} =L-(e1 — ZLeg) et
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D]Oi & = 0. Ce (¢, N)-module filtré est admissible et on note V,, ¢ la représentation Vg (Dqy, #) qui
est semi-stable [17], de dimension 2, de poids de Hodge-Tate 0 et 1 —k. Si k > 3, la représentation
Va, o est irréductible.

Les représentations de GL2(Q)) considérées par Breuil sont elles aussi paramétrées par deux
invariants 3 et £ appartenant a L, ott k = 2v,(f) + 2 est un entier > 2. L’espace sur lequel
GL2(Qp) opére est un quotient de 'espace B(k) qui s’obtient naturellement comme une com-
plétion du produit tensoriel de la représentation de Steinberg et de la représentation algébrique
SymkﬁQ% et qui peut se réaliser plus concrétement comme ’espace des fonctions « de classe

€5 sur Pl(Qp) avec un podle d’ordre au plus & — 2 en l'infini » modulo celui des polynémes
de degré < k — 2, l'action de GL2(Qp) sur B(k) provenant de l'action naturelle de GL2(Qp)
sur P1(Q,) tordue par un caractére tenant compte de 3 (voir. § 5.3 pour une formule précise).
La représentation de GL2(Q,) ainsi obtenue est loin d’étre irréductible : si . € L, on définit le
L-espace vectoriel L(k,£) des fonctions de la forme ly ¢ = Y, cy Au(z — ay)’ log o (z — ay),
ou U est un ensemble fini, les j, des entiers appartenant a l'intervalle ]%,k — 2], les a, des
¢léments de Qp, et les A, des éléments de L tels que deg(>,cp Mu(® — ay)’*) < £52 (On note
% (k) 'ensemble des U = {u = (Ay, ju, @)} vérifiant les conditions précédentes.) ; cet espace est
stable sous I'action de GL2(Q,), ce qui permet de définir la représentation B(/3,.¢) comme le
quotient de B(k) par 'adhérence de L(k,.Z).

Au vu des paramétrisations ci-dessus, il y a une correspondance raisonnable associant V,, ¢
et B(B,.2), avec 8 = p*~la~!. Notre but est de montrer que cette correspondance est en fait
bien mieux que raisonnable : on dispose de constructions naturelles donnant une description
(cf. th.0.1) du dual B(B, £)* de B(8,%) en terme de V, ¢, si 8 = pF~La~L. Ces constructions
utilisent la théorie des (¢, I')-modules de Fontaine [23, 8] et permettent de démontrer un certain
nombre de résultats conjecturés par Breuil (cor. 0.2). Il est a noter que ces résultats s’étendent
sans grand changement aux représentations cristallines de dimension 2 (cf. [3]) ainsi qu’aux
représentations triangulines (« finite slope ») (cf. [16]) dont les représentations attachées aux
formes modulaires surconvergentes font partie.

La théorie des (¢, I')-modules de Fontaine établit une équivalence de catégories entre la caté-
gorie des représentations p-adiques de 9q,,, et la catégorie des & f_espaces vectoriels de dimension
finie munis d’actions semi-linéaires, commutant entre elles, de ¢ et I', 'action de ¢ étant étale
(i.e. de pente 0). Un (¢, I')-module étale est, de plus, naturellement muni d’un inverse a gauche 1
de ¢, qui commute a 'action de I', et qui joue un réle trés important dans la théorie d’Iwasawa des
représentations de 9q,. En particulier, si D est associé a une représentation galoisienne V', alors
D¥=1 est naturellement isomorphe au groupe") H}. (Q,, V) (Fontaine (non rédige), cf. [9, 11]).
Si D est un (p,I')-module, on note ~>°(D) I'ensemble des suites w = (w™),cz d’éléments
de D, qui sont bornées® et telles que w(w(”ﬂ)) = w™ quel que soit n € Z. On notera que
D¥=! g’injecte naturellement dans 1»~°°(D). Le module 1)~°°(D) admet une structure naturelle

de P(Qp)-module, ot P(Q,) = {(; ll’), a € Qp,b € Qp}, cette action étant définie (cf. § 4.9) en

MOn a HL(Q,, V) = Q, Rz, {iﬂl(Qp(upn),T), ou T est un résau de V invariant par Gal(Qp/Qp), et la limite
projective est prise relativement aux applications de corestriction.
@) est-a-dire incluses dans un @ [[T]]-module compact
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utilisant les actions de ¢, I' et la structure de &1 [[T]]-module. Notre résultat principal est alors
le suivant.

Théoreme 0.1. — Sik >3, sivy(a) = &, et si B =p"La~!, les P(Qp)-modules B(B3,.£)* et

w_OO(DL ) sont naturellement isomorphes.

En utilisant des techniques de (¢, I')-modules, on en déduit un certain nombre de résultats
conjecturés par Breuil.

Corollaire 0.2. — (i) B(§,Z) # 0.
(i1) B(B,Z) est topologiquement irréductible.
(i1i) B(B, %) est admissible.
() B(f',.L") = B(B,%) si et seulement si = 0" et £ =L,

Remarque 0.3. — (o) La notion d’admissibilité du (iii) est celle introduite par Schneider et
Teitelbaum [33] : elle signifie que B(3,.Z)* est de type fini sur L @4, [[GL2(Z,)]].

(i) Breuil et Mézard [7] ont démontré les points (i), (ii) et (iii) du cor. 0.2 si k < p — 1.
Leur démonstration est totalement différente de celle de cet article; elle repose sur 1’étude de la
réduction modulo p des objets en présence et a l'avantage d’établir une compatibilité entre la
correspondance en caractéristique 0 et celle en caractéristique p. Elle a aussi le bon gotit d’étre
nettement plus géométrique que celle de cet article, et laisse entrevoir la possibilité d’obtenir
une réalisation géométrique de la correspondance de Langlands locale p-adique analogue a celle
obtenue par Harris et Taylor [25] (cf. aussi [20]) dans le cas classique.

(ii) Breuil [5] a démontré les points (i) et (iv) du cor. 0.2 dans le cas d’une représentation
associée a une forme modulaire f. Il a en fait démontré que la représentation B(3,.Z) intervient
dans le morceau correspondant & f dans le complété p-adique de la cohomologie de la tour des
courbes modulaires, si et seulement si 3 et .Z sont les invariants correspondant a la représen-
tation® de Yq, attachée a f via la correspondance ci-dessus, ce qui tend a indiquer que cette
correspondance est compatible avec une correspondance de Langlands p-adique globale qui reste
a définir.

(iii) Le théoréme 0 1 a été inspiré par un sous-produit du résultat de Breuil mentionné ci-
dessus. Si f = > ang™ est une forme primitive de poids k£ > 3 dont le coefficient a, vaut
pk=2)/2 g representatlon Vi de Gal(Q » /Qp) qui lui est associée est semi-stable de dimension 2
et de p01ds de Hodge-Tate 0 et 1 —k. On peut donc lui associer, par la recette esquissée ci-dessus,
un invariant(¥) Zs. Par ailleurs, en utilisant la théorie des symboles modulaires, on sait associer
a f une fonction L p-adique

Ly(f,s) = / xk/2<x)37k/2 pg, ou piy € B(k)™ est vecteur propre de (g (1])

Le théoréeme de Breuil auquel il a été fait allusion plus haut affirme que py € B(ay, Zf)*. Par
ailleurs, Kato a construit un élément zgato(f) dans Hi (Q, V}), et a montré, en utilisant une loi

) est la restriction a 9q, de la représentation de ¥q construite par Deligne [18].

®Cet invariant est 'opposé de celui intervenant dans la conjecture de Mazur-Tate-Teiltelbaum [28]. Un pe-
tit calcul montre que L,(f,k/2) = 0 et une conjecture de Mazur,Tate et Teitelbaum (démontrée depuis, par
des méthodes diverses et variées, par Stevens, Kato-Kurihara-Tsuji, Orton, Perrin-Riou, Emerton) prédit que

Ly(f,k/2) = =25 - L(f, k/2).
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de réciprocité explicite [26], que zkato(f) permettait de retrouver py en utilisant la machine de
Perrin-Riou [29, 30, 10, 12|. En réinterprétant la machine de Perrin-Riou en termes de (p,T')-
modules [9, 11|, on en déduit [15] le fait que I’élément zkato(f) donne naissance a la distribution
fty quand on utilise Visomorphisme Hj (Qp, Vy) = DT(VJc)w:1 et la recette expliquée dans la
prop 0.4 ci-dessous pour construire des distributions sur Q,, a partir d’éléments de DT(Vf)¢:1.
Tous les résultats mentionnés ci-dessus sont des résultats globaux qui utilisent des objets globaux,
mais il est possible d’en dégager le principe purement local selon lequel les éléments de (DL j,)w:1

p

o (1)) Une analyse plus détaillée

fournissent des éléments de B(f3,.Z)* propres sous l'action de (
de la situation méne au théoréme 0.1.

0.3. Le passage de B(3,2)* a 1/F°°(DL7$). — La démonstration du théoréme 0.1 est une
longue série de traductions avec un petit calcul au milieu faisant intervenir la formule de Leopoldt
pour la valeur en s = 1 des fonctions L p-adiques attachées aux caractéres de Dirichlet. Elle est
résumée dans la proposition 0.4 ci-dessous dont 1’énoncé va demander un peu de préparation.

Soit pkr, la distribution de Kubota-Leopoldt. Cette distribution est a la base de la construction
des fonctions L p-adiques attachées aux caractéres de Dirichlet, et sa définition est rappelée
au § 3.3. Soit aussi fj #(x,y) la fonction de 2 variables définie, si j est un entier > 1, par la
formule

J .
; 1. ..
fiz(@wy) =y logga+) <Z> —aty
=1
Finalement, si p € Zx-2(Qy), et n € Z, soit(®)
2

él(tn) = lim pmwn_m<log$T . / (1+T)r"® u),

m——+o00 p‘mZp

oil ¢ : Z[log 4 T] — Z[log 4 T est extension naturelle de 'opérateur 9 : & — &7.

Pour comprendre 'énoncé qui suit, il faut encore savoir (prop. 2.17) que la restriction a Q,
induit un isomorphisme B(k)* = Zx—2(Q)), ol si u est un nombre réel > 0, on note Z,(Q,)
I’espace des distributions globalementh’ordre u sur Qp, et que I'on a un isomorphisme (1, 2, 14|

% 1 . t
[;, logy T] @1, Do,y = «%[? logy T] ®gt Dy, o

T

(6%
w1 gty + wa 2y, avec wi, wy € Z[logy T (cf. prop. 5.16 pour un énoncé plus précis).

qui permet d’écrire, en utilisant la base e,es de D, ¢, un élément de D, o, sous la forme

Proposition 0.4. — Sip € Pr—2(Qp), les conditions suivantes sont équivalentes :
2
(i) p € B(k, )" ;
(i1) pr ly.g =0 quel que soit U € % (k) ;

(®)1’existence de la limite demande un peu de travail (cf. prop. 1.17 et lemme 5.18).
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(iii) il existe A € D1 (Qp) telle que, quels que soient a € Qp, ni,no € Z et 0 < j < k—2, on
2
ait (avec D(b,n) =b+p"Z,, sibe Qp et n € Z)

pnl/ x) )\—pm/ 27\
D(a,n1) D(a,nz2)

=[G hwnmae e [ g mal)

(iv) il existe \ € Qg(Qp) telle que, quel que soit n € N et n € py0 — {1}, on ait

p

/ AT A= 4 ((1+T)n— 1) mod T,
P~ "2y

(v) Il existe w = (w("))nez € zp—M(DLPg,) tel que, si on écrit w™ sous la forme wgn) gt +

wgn) t,ffl, alors quel que soit n € Z,

wi” =" / (1+Ty"" p.
p~"Zp

Réciproquement, si w = (w™),cz € w_OO(DL o), il existe p, € Di—2(Qp) et Ay € D1 (Qp)
> 2 2
vérifiant les propriétés (iv) et (v) et, quel que soitn € Z, on a

n _nP — 1 n
Wi =g () + /p e o).
g

Remarque 0.5. — (i) L’équivalence entre (i) et (ii) est plus ou moins la définition de B(3,.2)*.

(ii) L’équivalence entre (ii) et (iii) vient de ce que la fonction fj(x,y) est une bonne approxi-
mation (lemme 3.7) de y/ log o y. Les intégrales doubles du (iii) qui apparaissent naturellement
au cours du calcul ont stirement une interprétation conceptuelle ; les intégrales équivalentes dans
le cas cristallin s’interprétent [3] en termes d’opérateurs d’entrelacement. Il est & noter que la
fonction f;(z,y) intervient aussi dans les calculs de Breuil et Mézard.

(iii) L’équivalence entre (iii) et (iv) suit d’un calcul un peu monstrueux dans lequel apparaissent
naturellement, quand on essaie d’expliciter 6,@, des sommes du type Zne g —{1} n~"log »(n—1).
Le calcul de ces sommes (prop. 3.13) est équivalent & la formule de Leopoldt pour la valeur
en s = 1 des fonctions L p-adiques attachées aux caractéres de Dirichlet.

(iv) L’équivalence entre (iv) et (v) repose sur une description « explicite » de DL’ o a linté-
rieur de %[1,logy T) ®f, Dy, . Cette description ([15] et prop. 5.15) repose sur les résultats de
Berger [1, 2, 14| qui permettent de retrouver les invariants classiques fournis par la théorie de
Hodge p-adique a partir des (¢, I')-modules, sans utiliser les anneaux de Fontaine Beyis, Bst, Bar
ou BT intervenant dans la définition de ces objets. Tous les calculs se déroulent & lintérieur de
I’anneau de Robba qui se révéle, a I'usage, un anneau trés sympathique malgré son aspect peu
engageant.

(v) Comme on peut le constater, un élément w de w*"o(D; ) et donc, a fortiori, un élément
de (D;fY )¥=1, fournit deux distributions j, et Ay sur Q. Si Dy ¢ est le (p, N)-module filtré
associé a une forme modulaire f, Pélément zxai0(f) de Kato nous fournit un élément de wgato
de (Dl,g)zp:let donc deux distributions pkato(f) €t Akato(f). Comme nous 'avons signalé plus
haut, la distribution pgato(f) est la distribution donnant naissance a la fonction L p-adique de
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f, et qui peut se construire & partir de symboles modulaires. Quelle sont les significations de
la distribution Akato(f) et de la deuxiéme fonction L p-adique attachée a f qu’elle permet de
définir ?

Pour terminer cette introduction, mentionnons que les calculs effectués pour démontrer la
prop. 0.4 permettent aussi de démontrer la prop. 0.6 ci-dessous, ce qui, en utilisant la construction
de Kato de la fonction L p-adique attachée & une forme modulaire, fournit une démonstration
de la conjecture de Mazur-Tate-Teitelbaum (& l'ordre 1) dans le cas d’un zéro supplémentaire.
Cette démonstration n’est pas franchement différente de celle obtenue par Perrin-Riou [32] (dont
on trouvera une traduction en termes de (¢,I')-modules dans [15]) ou de celle obtenue par
Emerton [19].

Proposition 0.6. — Sia=p', et siwe (D! ,)¥=' cy=>(D! ), alors

/ yeﬂw =0 et /
Z V/

0.4. Céoukonfaikoi. — L’article est divisé en cinq chapitres dont trois ont vocation & émigrer

y'logy py = —% / Y -
Zp

* *
P D

ailleurs. Le premier est un chapitre de rappels et compléments sur I’anneau de Robba avec, en
particulier, une étude un peu poussée de 'action de v sur cet anneau. Le second est constitué de
rappels sur les distributions sur Z,, et la transformée d’Amice, et d’extensions aux distributions
sur Q, et Pl(Qp). Le quatriéme chapitre est consacré & une étude approfondie de 'action de
sur un (¢, I')-module. Il est inutile pour la démonstration du théoréme 0.1, mais est indispensable
pour déduire le cor. 0.2 du th. 0.1. Le troisiéme chapitre est consacré a I’équivalence des points
(i) & (iv) de la proposition 0.4 ci-dessus et le cinquiéme recueille les fruits du travail préparatoire
effectué dans les autres.

0.5. Remerciements. — L’élément qui a provoqué le déclic menant aux résultats exposés
dans cet article a été la réception de la version préliminaire de [6] lors d’un séjour que j’effectuais
au Tata Institute de Bombay. Je voudrais en profiter pour remercier Christophe Breuil de m’avoir
communiqué ses résultats, le Tata Institute pour les remarquables conditions de travail que j’y
ai trouvées, et le CEFIPRA qui a partiellement financé ce séjour & Bombay.

1. L’anneau de Robba et ses sous-objets

1.1. Séries de Laurent

Soit L une extension finie de Q. Nous allons définir dans ce chapitre un certain nombre (et
méme un nombre certain...) d’anneaux et d’espaces de fonctions analytiques « & valeurs dans
L », dont 'anneau de Robba & des fonctions analytiques sur une couronne infiniment fine de
valuation 0, & l'intérieur duquel vivent la plupart des autres objets (a I’exception notable du corps
& des fonctions analytiques sur une couronne vide de valuation 0). Ces espaces interviendront
naturellement dans les constructions et les démonstrations de la suite de ’article, mais le lecteur
est invité a ignorer ce chapitre qui ne comporte que des résultats purement techniques pas trés
éclairants.
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1.1.1. Le corps &. — Soit & I'ensemble des séries de Laurent ), apT", avec ay, € L, telles que
la suite (vp(a))kez soit minorée et vérifie limy_,_ o vp(ag) = +00. On munit & de la valuation
v1% définie par U{O}(Zkez arT*) = infrez v,(ag), ce qui fait de & un corps complet pour la
valuation v1%. On note @4 'anneau des entiers de & qui est donc Panneau des séries de Laurent
Y ohez aprT*, avec a, € O, telles que la suite vp(ag) vérifie limy_,_ o vp(ar) = +o00. Le corps
résiduel de & est ki ((T)).

Il faut faire un peu attention & la topologie que I'on met sur & car il y a deux choix naturels
possibles qui ont chacun leur utilité. La topologie forte donnée par la valuation v10} rend continue
la réduction O — kr((T)) modulo my, si kz((7T")) est muni de la topologie discréte.

La topologie faible rend continue la réduction Og — kr((T")) modulo myz, si kr((7)) est muni
de la topologie induite par la valuation vp; c’est la topologie obtenue en munissant Og de
la base de voisinages de 0 donnée par les p*@s + T"OL[[T]], pour k,n € N et en munissant
& = Unenp " Og de la topologie de la limite inductive.

1.1.2. Fonctions analytiques sur des couronnes. — Sir € Ret f = >, 4 apT", on pose
IH(f) = infrez vp(ar) + kr € RU {400}. Si f converge sur le cercle v,(z) = r, c’est-a-dire si
vp(ay) + kr tend vers 400 si k tend vers o0, alors vl (f) = inf,, ()= vp(f(x)), et on a

v (fg) = o1 (f) + 01 (g)

si f et g convergent sur le cercle v,(z) = 7.
Siry < ro, soient & [rir2] = g(rire] - £lrira] Jes anneaux de séries de Laurent définis par

&rrel —ffonctions analytiques sur la couronne 1 < vp(T) < 1o},
&rr2l —{fonctions analytiques bornées sur la couronne 71 < v,(T) < 73},

&Irrel —{fonctions analytiques sur la couronne r1 < vp(T) < ra}.
Sif=3 ez arTh € &2 on pose

[7‘177‘2] o . f {S} o . . f .
v = inf v = min ( inf (v,(ax) + r1k), inf (v, (ag) + rok)).
im0 = min (jnf (vp(an) + rik). i (vp(ae) + k)
Les anneaux &2l ¢ £01r2l gont des anneaux principaux, et vl172] en fait des anneaux de
Banach. Quant a &1"72] ¢’est la limite projective (i.e. I'intersection) des &2l pour s €lry,rof;
c’est donc algébriquement un anneau de Bézout (tout idéal de type fini est un principal) et to-

pologiquement un anneau de Fréchet comme limite projective dénombrable d’anneau principaux
de Banach.

1.1.3. L’anneau de Robba. — On définit le sous-corps &' des éléments surconvergents de &
comme la réunion des &0 pour » > 0, et 'anneau de Robba % comme la réunion des &107]
pour 7 > 0, ce qui en fait un anneau de Bézout. On note &+ et Z7 les intersections respectives de
&1 et # avec L[[T]]. On a aussi &7 = Or[[T]] [%] et on aurait pu noter & et Z* respectivement
&£0,4+00] o £]0,+00]

On note ﬁgm I'anneau des entiers de &1 pour la valuation v, Alors, 05 N &0 =
ﬁ’é?’ﬂ[%]. On définit la topologie faible sur &) en munissant ﬁéao’r][%] de la topologie induite

par la valuation v{"} pour laquelle il est complet, et on munit &0 = U,,enp™ ﬁéo’r] [%] de la



REPRESENTATIONS SEMI-STABLES ET LANGLANDS p-ADIQUE 9
topologie de la limite inductive. La grande différence entre les topologies forte et faible est que
T* tend, quand k tend vers +oo, vers 0 pour la topologie faible mais pas pour la topologie forte.
Lemme 1.1. — Six € ﬁigoﬂ Np'Og, et si s €)0,r], alors

olHa) > i mf(; r;98>'

Démonstration. — Six =) ;5 a;T*, les hypothéses se traduisent par
vplag) =1 et wy(ag)+kr >0, quel que soit k € Z.

On en déduit les inégalités

qui permettent de conclure.

1.1.4. éléments d’ordre fini. — Si u > 0, un élément f = Ekez akT de Z est d’ordre fini
s'il existe u > 0 tel que la suite de terme général v,(ay) + ul

logp, k > 1, soit minorée. Si

[ =2 kez apT" est d’ordre fini, et si uy est la borne inférieure de I'ensemble Uy des u > 0
tels que la suite de terme général v,(ay) + u}‘;g];,
de f est uy si up € Uy et que ord(f) = u;{ si uy ¢ Us. On remarquera qu'un élément de #

k > 1, soit minorée, on dit que [’ordre ord(f)
est d’ordre 0 si et seulement s’il appartient a &7, ce qui fournit un moyen de récupérer &1 a
Pintérieur de Z.

Si u est un réel > 0, on note %+ Iensemble des éléments d’ordre < v de Z7. On munit ,@+
de la valuation v, définie par

+o00
: log(1+ k)
k
vl ) aT") = jnf (on(an) + =5 =)

ce qui en fait un espace de Banach.
Lemme 1.2. — La valuation v, est équivalente a la valuation v!, définie par

' (f) = f({S} -y )

vo(f) =, if (o) Togp 8%

log D

Démonstration. — Si f(T) = > pen axT" € Z;f, on a

vl (f)= inf ( inf ( (ag) + ks — IOZpIOg s)) = k}gi} (vp(ak) + inf (kzs - 1()Z;plog s))

u u
Togp >8>0 \kEN ogp 25>0

La fonction s — ks — log s atteint son minimum en klogp si k > 0. L’expression ci-dessus est

logp
donc aussi égale a

—, inf (vp(ak) + ll(l +logk — log1 4

i — % log ).
i (Up(a()) logp logp k>1 ogp ogp))

Le résultat s’en déduit.
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Siwu > 0etr >0, on note @[{;110,7‘] c &1971 Pensemble des éléments d’ordre < w; on munit cet
espace de la valuation ULO’T} définie par

U

P = mt (o0~ s )

’L)[
s€]0,7]

qui en fait un espace de Banach.
Lemme 1.8. — Il existe C(u,r) > 0 tel que, si f € &}, alors
vu(f) = Clu,r) <o) S vulf) + Clu, 7).

Démonstration. — Les mémes arguments que ci-dessus montrent que l'on a
O] £) — mi ( inf L inf v _ u )
v = min in vy(a r), in vpag) + 1+logk—1o .
0() it (op(on) +hr), ind (vy(o0) + (14 logk — log o)
Le résultat s’en déduit.
Lemme 1.4. — Si f = Zkez apT* appartient au sous-espace de ﬁimo’r] des séries sans terme

positif (i.e. ay = 0si k > 0), alors ULO’T](f) =0071(f) = ol ().
Démonstration. — C’est immeédiat.

Corollaire 1.5. — Il existe C'(u,r) > 0 telle que, si f € 5&0’7“] et x € ﬁo(po’r} Np'Og, alors

PR f) P () + 5~ C'lur).

Démonstration. — Il suffit de revenir a la définition de vq[? i/ 2], d’utiliser le lemme 1.5 et la formule

vih(af) = vt (2) + 013 (f).

1.2. Les opérateurs ¢ et i, et action de I

On munit les anneaux & et # d’un frobenius ¢ : c’est un endomorphisme de L-algébres,
continu, envoyant T sur (1 + 7)? — 1. On munit aussi & et # d’une action continue de I'" =
Gal(Qp(pye )/ Qp) respectant les structures de L-algebres, en envoyant 7' sur (1+7 X 1, ont
x est le caractére cyclotomique. Les actions de ¢ et I' commutent entre elles.

Les (14 T)%, pour 0 < i < p — 1 forment une base de & sur p(&) et de Z sur o(Z), ce qui
nous permet de définir un inverse & gauche 9 de ¢ qui commute a l’action de I', en posant

p—1

w<2(1 + T)Zgo(acz)) = 9.

i=0
L’application ¢ envoie Oz dans Og ; elle induit donc un morphisme kz-linéaire ¢ : kr((T)) —

kr((T).
Par ailleurs, comme la trace de (1 + T)? sur ¢(&) ou ¢(Z) est égale A psii =0 et a0 si
1<i<p—1l,onaaussi,si A=&,Zet feA,

b(f) =p o (Traspa)(f))-
De plus, si f € &0/ @] alors f((1+ T)n— 1) définit un élément de &0/ @D et on a

Y(H(A+T)P-1) :; Z f(A+T)n—1).

nER,
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Remarque 1.6. — ¢ a tendance a diminuer la couronne de convergence d’un élément de %,
ce qui fait que ¥, qui en est un inverse & gauche, a tendance & améliorer la convergence. Une
illustration frappante de ce phénomeéne se trouve dans la proposition 1.11. On en verra une autre
manifestation dans le §5.2.

1.2.1. Estimées préliminaires

Lemme 1.7. — Sik >0, alors ¢(T*) = Z£ ]obk T avec by; € Z et vy(by;) > [%] — 1.

Démonstration. — Soit £ = [%] Ecrivons k sous la forme k = pl+r;onadonc0<r<p—1.
k

Si0 <y k501ta;”:(j)-lz%“n](n—l)kjOnaakj—051p€+1< < ket

ap; = (=1)" (pejr) est de valuation 0 si j = pf. Par ailleurs, si j < k — 1, alors ay ; est la trace

de Qp(p,) & Q, de (];) . %nj(n — 1)*7 qui est de valuation > l;_J

a,j est un entier, on en déduit le fait que, si on pose

1. Comme la valuation de

+oo sij=pl+1,
w(j) =490  sik—(p—1)<j<pl,
i sik—(i+1)(p—-1)<j<k—ip—1)—1,

alors wvp(ay ;) = w(j).
Maintenant, si on pose G' = ¥(T*), on obtient

G((1+T)p—1):12((1+T ZaijJ

nEM,

Comme le membre de droite est un polynéme de degré < k en 1+ T, cela implique que G est un
polynéme de degré < £ et on peut donc I’écrire sous la forme Zf:o b;m'Te . Par ailleurs, I'image

du disque v,(T") > ﬁ par l'application 7" +— (1 + T)P — 1 est le disque v,(T") > p%l; on en
déduit la suite d’(in)égalités :

. D

Up(bri) + i inf bp; X'=  inf ay, ]TJ
p—l UP(X)>p 1; T)/p 1]20
J J k
= inf —— > inf — = —— -1
0%1<kvp(ak’3)+p—1 oggl<kw(])+p—1 p—1

Finalement, cela implique que v,(by,;) est supérieure ou égale au plus petit entier > ];_%f — 1.

Maintenant, sii < —1 = [f] —1,ona

. k
k—zp_1>k—([5]_1)
p—1 p—1

k 1
—it—=1l1z-]—-i+—-1
i [p] i+ T

ce qui permet de conclure si i < ¢ — 1, et comme by, = (—1)" (pg:rr) est de valuation 0, cela
termine la démonstration du lemme.

k )
Lemme 1.8. — Sik < —1, alors (T*) = Zii}k by T", avec by ; € Z et vy (by ;) > %—1—]0%12'.
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Démonstration. — On a

1 > 1 3 Ve, (S AT
p 2 T— T~ (-4 T0F

avec

p—1
S AT =14+ (1 + Tyt (TP~ = T (1= ¢—<T).
i=0 cep,—{n}
La premiére de ces formules montre que A; € Z[X], et la seconde, en utilisant la minoration
vp(C—1) = zﬁ’ que vp(A;i(n)) =1 — pil. On peut donc écrire (Zf;ol Ai(n)THF sous la forme
k — . . .
Zii% 2 Api(n)T" avec Ay; € Z[X] et vy(Agi(n)) =k — 57~ Soit alors ay,; = %Zneup Ag.i(n).

Il résulte de ce qui précede que

1

agi €Z et vp(ar;) =k — [p — 1] — 1.
Par ailleurs, le polynéme Zfi%_l) a;w-Ti étant invariant par 7' +— (1 +T)n — 1 si n € p,, il

k(P—l)]
[P P
peut s’écrire sous la forme >,

cr,;((1+ T)? — 1)/. En comparant, comme au cours de la

démonstration du lemme 1.7 la norme du sup. de ces deux polynémes sur le disque v, (T") > p%l,
on en déduit la minoration
. { . P . D
) > f ; —j—2k—j—— -1
vup(cr,j) = ogz‘gulg(p—l)vp(akﬂ) + p—1 ]p 1 jp 1
[ : [S2]
Comme ¢(T~F) = 20 e TR =307 ) by, avec
, p —k p .
b—k,i = Cki+k et Up(b—k,i) = k — (Z + k)ﬁ —1= ﬁ —-1- p— 1Z,
cela permet de conclure.
1.2.2. Amélioration de la convergence par
Lemme 1.9. — Six € k((T)) vérifie vr(x) < =2, alors vp(y(x)) > vr(x).
Démonstration. — Soit ng = vp(z) < —2. On peut donc écrire x sous la forme x = :SLO r, T,
avec T, € kr, sin = ng et x,, # 0. On a alors ¢(x) = ::7)10 20 (T™). Ecrivant n sous la forme

n =pm+a avec 0 < a < p— 1, on obtient Y(T™) = (TP ((1+T) — 1)*) = (—1)*T™. En
particulier, si n > no, alors vp(Y(T")) Z vp(¥(T™°)) = [72] > ng car ng < —2. Ceci permet de
conclure.

Proposition 1.10. — Si a € L vérifie vy(a) < 0 et sixw € Z est tel que Y(z) —ax € Z*, alors
v €RY (resp.x € RT®L- %) sia#l (resp. sia=1).

Démonstration. — Ecrivons x sous la forme > okez apT* et posons y = Zk<_2 apTF € &1, Si
y # 0, on peut s’arranger, quitte & multiplier « par un élément de L pour que inf<_9vp(ay) = 0.
Comme (T~1) = T~ et ¢(T*) € #* si k = 0, on voit que

y—a (y) = ofl(ax—w(a:))—k(a*l—l)agT*l—FZ ar(a 1P(TH)=T%) € OpinT %+ = T 10, [[T7).
k>0
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En réduisant le tout modulo my, on en déduit l'inégalité vr(y — @y (y)) = 1, ce qui est en
contradiction avec le lemme précédent et le fait que v7(y) < —2. On en déduit la nullité de y et
le résultat.

Proposition 1.11. — Si o € L vérifie vp(a) < 0 et st (xn)nen est une suite bornée d’éléments
de &1 telle que lon ait V(Tpy1) = oy quel que soit n € N, alors on a x, € Z* (resp.
Tn €ERT B L %) sivy(a) <O (resp. sivy(e) =0), quel que soit n € N.

Démonstration. — Ecrivons x,, sous la forme Zkez an,ka et posons y, = Zkgfl aka’“ e &t
Comme ¢(Tk) ne fait intervenir que des puissances positives (resp. strictement négatives) de T
sik >0 (resp. si k < —1), il existe r > 0 tel que la suite (y,)nenN soit une suite bornée d’éléments
de &1 vérifiant ¥(yn11) = oy quel que soit n € N. Soit C la borne inférieure des vp(an k) pour
n € N et k < —2. Comme la suite (y,)nen est bornée, C n’est pas égal & —oo et, si C' # +oo,
il existe kg < —2 tel que l'on ait vy(ank) > C si k < ko, et ng € N tel que vp(an, k) = C. Le
lemme 1.8, la relation ¢ (z,+1) = ax, et le fait kg < —2 nous fournissent les inégalités

C= vp(ano’ko) > _UP(O‘) + Up(ano+17k0) > C,
ce qui conduit & une contradiction. On a donc a,j = 0 quels que soient n € N et & < —2, ce

qui, au vu de la formule ¢(T~!) = T~ permet de conclure.

1.2.8. Action de i sur les éléments surconvergents
Soit s : R4 — Ry la fonction définie par s(r) =r+1sir > ]ﬁ et s(r) =prsir< p%l.

Proposition 1.12. — Sir > 0, alors ¢ induit un morphisme de &7 sur &0 continu
pour la topologie faible, et on a v} (p(f)) = ol (f) =1 si f e ﬁ(g)’r}.

Démonstration. — Si k > 0, alors v (T*) = v} (4(T*)) = 0 quel que soit 7 > 0 comme on le
constate aisément en utilisant le lemme 1.7. Par ailleurs, il résulte du lemme 1.8 que, si k < —1,

v{s(r)}w(T’f)); inf L—1— P i+ s(r)i.

k<i<[k]p— 1 p—1
osir > p%l, alors s(r) > % et le maximum est atteint pour i = k et vaut —1+kr = ot H(TF)—1.
o sir < ]%7 alors s(r) = pr < ;%7 et le maximum est atteint pour i = [%] et vaut
k p .k k p Lk &
- 2l s e 2k e
p—1 p—17p " p-1 p—1'p

Ceci permet de conclure.

<b

Si b € Z, notons 7S Papplication g = > kez apTF — 750(g) = Zkng apT*. La restriction de

70 3 &0 est un endomorphisme continu pour la topologie faible.

Lemme 1.13. — Sir > 0, il existe b < —1 tel que, quel que soit f € ﬁgm, on ait ’U{’"}(T@ o
W(f) = ol (f).

Démonstration. — On a v1™H (750 o gp(T*)) = 400 si k > b et, si k < b, le lemme 1.8 nous fournit

la minoration k .
U<t o y(TH)) > inf - 1
VI (1 0 > in
( v{I") k<i<inf(b,[£]) P — 1 p—1

+ ri.
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e Sir > %, ce minimum est atteint en ¢ = k et est > rk quel que soit b < —1. On a donc
oI (750 o o (TF)) > o1} (T*) quel que soit k € Z et on peut prendre b= —1.

o Sir< ce minimum est atteint en 7 = inf(b, [%]) est est supérieur ou égal a

p
p—1’

1-— k
rk—l—sup(r pk;—l,i—l—rk—i—('r—i)b).
P p—1 p—1

Il suffit alors de prendre b assez petit pour que (;25 — )b < k(ﬁ r)—1sike [—ﬁ, —1]

pour que on ait v} (750 0 p(T*)) > v1I"H(T*) quel que soit k € Z. Ceci permet de conclure.

Proposition 1.14. — Si f € &9 alors la suite ™ (f), n € N, est bornée dans &0 pour la
topologie faible.

Démonstration. — Ecrivons 1™ (f) sous la forme D okez anT*. Quitte & multiplier f par un
élément de L, on peut supposer que ag i € Or, quel que soit k € Z. On a alors a, ; € Of, quels
que soient k € Z et n € N. En particulier, si on fixe b, la suite ), , akak, n € N, est bornée
dans &7 et il suffit de prouver qu’il en est de méme de la suite Zkgb an,ka, n € N. Or on a
Zkng an T = 7<Pop™(f), et, sib < —1, 7S o gp = 750 0 4h 0 7P car (T*) ne fait intervenir
que des T% avec i > b si k > b (cf. lemme 1.8). Ceci permet d’écrire Zkgb an;T* sous la forme
(7500 p)™(f) et le lemme 1.13 permet de conclure.

1.2.4. Action de 1 sur les éléments d’ordre fini

Proposition 1.15. — La restriction de v a £} est un endomorphisme continu de %} et il
existe C(u) € R tel que Uon ait v,(Y"™(f)) = vu(f) — nu — C(u) quels que soient f € B} et
n € N.

u
> logp

Démonstration. — Soit A > sup(% ). La valuation v, 4 définie par

log(A + k)

+oo
k .
el ot) = o) +o

k=0

est équivalente a v, car k +— log(A + k) — log(1 + k) est bornée.
En reprenant les notations du lemme 1.7, on obtient, si k£ € N,

log(A + 14 k log(A + 14
vua(B(TH) = inf vy (bei) + a og(A +1i) > inf 5] —ita og(A +1)
i<[%] log p i[5 P log p
La fonction x — —x+aloglg‘2;x) est décroissante pour z > loqép — A et donc le minimum ci-dessus

est atteint en 7 = [%] puisque — A < 0 par hypothése. On obtient donc

u
logp

u  log(A+[E]) u log(pA+plL])
k k — .
Uu,A(w(T )) - vu,A(T ) 2 log p : 10g(A+ Z) = —a log p 10g(A+ ]{5

car pA + p[%] > A+ k puisque A > % par hypothése. Ceci implique que 'on a vy, 4(¥(f)) >
vy, A(f) — a quel que soit f € %, et une récurrence immeédiate montre que 'on a

Vu,A(V"(f)) = vua(f) — na

quel que soit f € Z,5. La valuation v, étant équivalente a v, 4, ceci permet de conclure.
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Proposition 1.16. — Soitu > 0. Si f € é"]o "] et si B € L vérifie vy() > u, la suite de terme
général B"Y"(f) tend vers 0 dans é‘ﬂt et g= n:O o0 B (f) est un €lément de é"&o’r} vérifiant
g—B(g)=r.

Démonstration. — Si f =3, apT*, soit fi = Zk<_1 apTF € &0 et fo = Zk>o a,TF € #F.
La suite ¥™(f1) est bornée dans & 7] muni de la topologie faible d’aprés la prop. 1.14; elle P'est
donc aussi dans @@]o,r] d’aprés le lemme 1.4, ce qui implique que 8"¢"(f1) tend vers 0 dans (g}qlo’T]
puisque v,(8) > u > 0. Par ailleurs, v, (¢"(f2)) = vy(f2) — nu — C(u) d’aprés la prop. 1.15, ce
qui implique, puisque v,(3) > a, que 3"¢Y™(f1) tend vers 0 dans %, et donc aussi dans &0l
d’aprés le lemme 1.3. On en déduit le résultat.

1.3. L’anneau Z[1,logT]

Soit t = log(1 + T). C’est un élément de Z* vérifiant o(t) = pt et y(t) = x(7)t si v € I. Les
actions de ¢, I' et ¢ s’étendent donc naturellement & ’anneau % [%]

On étend l'action de ¢ et I" sur Z a Z[logT] par les formules

T
©(logT) =logp(T) = plogT + log wép)

T
et Y(logT) =log~(T) =logT + log ’Y(T)’

e(T)

ces formules ayant un sens car la série définissant log 2 75 converge dans & t et celle définissant

log D) dans Z vers un element d’ordre 1. On munit aussi Z[log T'] de I'unique #Z-dérivation N
telle que N(logT) = =75 £
inverse & gauche de ¢ : si f € Z et k € N, alors

L’opérateur 9 s’étend lui aussi de maniére unique a Z[logT| en un

o(T)
Dy

Zk: < ) (logT)* w(f (log Spig;))k_i).

=0

U(f - (plog T)*) =1(f - (log p(T ~log ©

On définit [’ordre ord(f) d’un élément f = Zf:o t=% fi(log T)" de Z[+,log T par la formule

ord(f) = sup (ord(f;) +1i — a;).
0<i<k
Comme ord(tf) = ord(f) + 1 si f € Z, cette définition ne dépend pas des choix des f; et a;
intervenant dans la décomposition de f.

Proposition 1.17. — Soitu > 0. Si F = (F™), N est une suite d’éléments de Z;} vérifiant
(i) Y(FIHD) = FO s e,
(i) il existe C € R tel que vy (F™) = nu + C quel que soitn € N,
alors p"yy™ =" (F(™) log T') tend, quand m tend vers +oco, vers une limite £.o(F)™ vérifiant, quel
que soit n € N,

YUlg(FYPHDY = 0y (F)™ et Ly(F)™ —ptFMlog T € &1,
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Démonstration. — Par définition, si G € #Z, on a
p(T)
TP
(T))
I

pp(GlogT) =¢(Glog o(T)) — ¥(Glog )

=(G)log T — ¢(Glog

On en déduit la formule
(1)

®
Tp ):

pm-l—lwm—&—l—n(F(m—I—l) log T) o pmd}m—n(F(m) log T) _ pmwm—n(F(m—I—l) log
Comme log o) ) e &01/7] on en déduit, en utlhsant les prop. 1.12 et 1.15, ainsi que la minoration
v (F™)) > mu + C, Pappartenance de 1h(F(™ log (T)) a &Y

pmap™ (F D) log %5 (T )) Le résultat s’en déduit via la formule

et la convergence vers 0 de

pm+1¢m+1—n(F(m+1) IOg T) :pnF(n) IOgT + Z pn—&-kwk(pw(F(n—i-k—l—l) lOg T) _ F(n+/€) ]Og T)
k=0

m—n

T
:pnF(n) log T + Z pn—&—kd)k(F(n—&—k—l-l) log @;p))
k=0

2. Distributions sur Z, et P}(Q,)

L’objet de ce chapitre est de fournir une « description » de l’espace B(k)* des distributions
d’ordre < —2 sur P1(Q,) avec un zéro d’ordre au moins k — 2 en l'infini et qui s’annule sur les
polynoémes de degré < k — 2. Une telle distribution est complétement déterminée (cf. prop 2.17)
par sa restriction a Q,, et comme Q, = Up~"Z,, on peut décrire les éléments de B(k)* comme
une famille de distributions sur Z, vérifiant des conditions de recollement et une condition de
croissance a l'infini. Il n’est donc pas trés difficile de traduire les résultats classiques (prop. 2.1,
2.2 et 2.3 dues a Mahler, Amice, Barsky, Vishik... et dont on peut trouver les démonstrations
dans [13] par exemple) dont on dispose pour les distributions sur Z,, en une description de
B(k)*.

Soit n € Z. Sia € Qp, on note D(a,n) la boule a+p"Z, et D(oco,n) = {oo}U{z € Qp, vp(x) <
—n} de telle sorte que D(co,n) est 'image de D(a,n) par  — ——

r—a’

2.1. Espaces de fonctions

2.1.1. Fonctions de classe €*. — On note €°(Z,) 'espace des fonctions continues & valeurs
dans L. Muni de la valuation vgo définie par

veo(6) = inf 0p(0(a),

P

cet espace est un espace de Banach.
Si ¢ € €0 et k € N, on définit le k-iéme coefficient de Mahler de ¢ par

() = 3 (1) (’j)¢<k —i).

=0
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Proposition 2.1. — Si ¢ € €°, alors
(i) hmk—>+oo ak(qb) =0 5
(it) p(x) = 3120 ar(9) () ;
(i11) vgo(9) = infren vp(ak(9))-

Si w > 0, on définit 'ensemble des fonctions de classes ¢ sur Z, comme l'’ensemble des

fonctions ¢ dont les coefficients de Malher sont tels que limy_, o0 vp(ar(@)) — ulogl;(();k) = +o0.
Muni de la valuation vy« définie par
. log(1+ k)

vgu(9) = 132151 vp(ar(9)) — UW
cet espace est un espace de Banach. La terminologie est justifiée par le résultat suivant.
Proposition 2.2. — Siu € N, alors ¢ est de classe € si et seulement si la fonction de u + 1
variables .

_ _1\u—ll A
S, b, hy) = hlmhu( S (-1 ¢(a;+Zh,>)
Ic{1,...,u} el

se prolonge en une fonction continue sur Zg“, auquel cas la fonction ¢(x,0,...,0) est la dérivée

u-ieme de ¢ au sens usuel.

2.1.2. Fonctions localement analytiques. — Si h € N, soit LA} (Z,) I'espace des fonctions de Z,
dans Q,, analytiques sur a + p"Z, quel que soit a € Z,. Si ¢ € LA,(Z,), alors, quel que soit
xo € Z,, on peut développer ¢ sous la forme

+oo
o) =Y an(wo) (),
k=0 p

ou ai(zo) est une suite d’éléments de Q, tendant vers 0 quand k tend vers 4+o0o. On munit
LA(Z,) de la valuation vy, définie par la formule

vLA, () = xoeéﬂfkeN vp(ax(zo)),

ce qui en fait un espace de Banach p-adique. Si S est un systéme de représentants de Z, modulo
pth, alors vpa, (¢) = infy cs kenN vp(ak(zo)). Par ailleurs, on peut décrire vra, (Z)) en utilisant
les coefficients de Mahler de ¢ :

Proposition 2.3. — Si ¢ € LAy(Zy) et si ¢ =, onar(9) (i) est le développement de Mahler
de ¢, alors

oa(6) = inf vplar(6) — (71D,

On note LA(Z,) 'espace des fonctions localement analytiques sur Z,. Comme Z,, est compact,
c’est la réunion des LAy (Z,) pour h € N, et on munit LA(Z,) de la topologie de la limite
inductive.

Proposition 2.4. — Siu >0, il existe C(u) tel que, quel que soit h € N et ¢ € LAy (Zp), on
ait

vea(6) > via, (6) — uh — C(u).
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Démonstration. — En utilisant la prop. 2.3, on obtient la minoration
. k log(1+k
veu(d) = via, (8) > inf wp([]t) — BN,

keEN P log p

%, si Sp(a) est la somme des chiffres du développement de a en base p,

p—1
P . . log(a+1)
! _a__ 08
on en déduit la minoration vy,(al!) > P og p

Comme v,(al) =

, et écrivant k sous la forme k = p"a + b, avec

0<b< ph — 1, la minoration

w5y — W BETR)

log(pha +b+1)
log p “

log p
a  log(a+1) _uh_ulog(a+1)
p—1 log p log p

log(a+1)
logp

=

ce qui montre que 'on peut prendre pour C'(u) le minimum de ﬁ —(14wu)

pour a = 0.
2.1.3. La fonction logarithme. — Si £ € L, on note logy : C; — C,, I'unique fonction locale-

ment analytique dont la dérivée est 71 et qui vérifie les équations fonctionnelles

log o (ry) = log o = +log & y quels que soient z,y € C; et logyp=.2Z.

Lemme 2.5. — Sij € N, la fonction 1phflz;; -2 log 4 x est localement analytique modulo pth
et on a
v, (Lpirzy @9 log @) 2 j(h — 1) + nf(0, v, (2)).

Démonstration. — Si a € Zy, la restriction de cette fonction a P la +pth est égale a

h—1 h—la

4 _ , +00  qNi—1 i . ,
RIGSY <a+P(W)>J(10gzph_la+;(li)'sz‘(x;)h)Z)a

_1)i—1,1
ce qui permet de conclure compte tenu du fait que (?Tp € Z, et tend vers 0 quand ¢ tend
vers +00.

Corollaire 2.6. — Siu > 0 et j est un entier > u, alors

(i) 27 logy x est de classe €% sur Zy ;

(it) si a € L, vp(e) = u, la suite de fonctions a"Lyng, - (p~"x)7 logg x, n € N, est bornée
dans € (Zp).

Démonstration. — 1l suffit d’écrire 1ynz,, - 27 log o x sous la forme Zh>n+1 1ph71Z; 2l logp x et
d’utiliser les minorations du lemme 2.5 et de la proposition 2.4 pour conclure.

2.2. Distributions sur Z,

2.2.1. Transformée d’Amice. — Une distribution sur Z, est une forme linéaire continue sur
LA(Z,). On note Z(Z,) 'espace des distributions sur Z,. Comme LA(Z,) est la limite inductive
des LA} (Zp) qui sont des Banach, Z(Z,) est la limite projective des duaux des LAy (Z,); c’est
donc un espace de Fréchet.

Sipe P(Zy) et ¢ € LA(Z,), on note indifféremment

/pr:/zpmmm:/zpmx)u(m)
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la valeur de la forme linéaire p sur ¢.

A une distribution p, on associe sa transformée d’Amice <f,(T) qui est une série formelle

définie par -
2 (T) :Z(/X <2> M) -T”=/X(1+T)””M-

n=0
Proposition 2.7. — L’application p— <7,(T) induit un isomorphisme d’espaces de Fréchet de
D(Zy) sur BT
Démonstration. — C’est une traduction de la proposition 2.3.

2.2.2. Exemples de distributions

e Masses de Dirac. Si a € Z,, on note J, la masse de Dirac en a; elle est définie par :
/Z $0, = P(a) et donc 5, (T)=(1+T)%
»
e Dérivée dp d’une distribution p ; elle est définie par :
g o(z)dp = /Z ¢ (x)p et donc A, (T) =log(l+T) - ,(T).
» »
e Convolée A * p1 de deux distributions A et p; elle est définie par :

O Nx = / ( oz +y) /\(ac))u(y) et on a @y, = D,
Zy, Zp Zp

e Action de Zy. On fait agir a € Zy sur une distribution y par :

d(x)pu*a= / dlax)p et ona o = Ya(H), si e € I est tel que Xeyel(7a) = a.
ZP ZP

e Multiplication par une fonction localement analytique. Si f € LA(Z,), la distribution fpu est
la forme linéaire ¢ — fzp fopu.

e Multiplication par x. Elle se traduit au niveau des transformées d’Amice, par la formule
d
Ay = 04, avec d = (1+ T)ﬁ
e Division par x. Le résultat n’est bien défini qu’a addition d’un multiple de la masse de Dirac
en 0. La transformée d’Amice de z7 1 est alors une primitive de (1 +7)7147,(T), le choix de la

constante d’intégration correspondant & I'indétermination mentionnée ci-dessus.

e Restriction 4 un ouvert compact : c’est la multiplication par la fonction caractéris-
tique de l'ouvert compact. Si n € N et b € Z,, la fonction caractéristique de D(b,n) est
T p " annzl n~’n*. Cela se traduit, au niveau des transformées d’Amice, par la formule

Desppm (D) =0 > 1 P (1+T)n—1).
TIEILp"

eSik>1etF e %", notons 9 FF une solution G de I’équation différentielle O*G = F, ce
qui fait que 07FF n’est bien déterminé qu’a addition prés d’un polynéme de degré < k — 1 en
log(1+1T).
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Proposition 2.8. — Soientn € N, bc Zy, et k € Z. On a alors
/ Fu=p > n o (1),
D(b,’l’b) neupn
sik>0ousik<—1etb¢pZ,.

Démonstration. — C’est une conséquence immeédiate des discussions précédentes. Si k < —1,
I'indépendance du membre de droite par rapport au choix de Bk,;zfu suit de ce que logn = 0 si

1€ My et de ce que 35, o, nt=0sib¢p"Z,.
D

e L'opérateur 9. Si p est une distribution sur Z,, on note ¢ (u) la distribution sur Z, définie par

/ o) () = / o o) etona Ay = ().
Zp pr

2.2.8. Distributions tempérées. — Siu > 0, une distribution est dite d’ordre u s’il existe C' € R
telle que, quels que soient a € Z,, n € N et 5 € N, on ait

vp(/D(am)(x—a)j,LL) >C+n(j—u).

On note Z,(Zy) 'espace des distributions d’ordre w. Muni de la valuation vy, définie par

v ) = it ol [ e )G = o [ £) =i (0 un

a€Zp,n,jEN heEN feLA(

Pu(Z,) est un espace de Banach qui s’identifie naturellement au dual de €*(Z,). Autrement dit,
on peut étendre une distribution d’ordre u en une forme linéaire continue sur ¢*(Z,). En termes
de transformées d’Amice, cela se traduit de la maniére suivante.

Proposition 2.9. — L’application p — <7, induit un isomorphisme d’espaces de Banach (mais
pas forcément une isométrie) de Z,,(Z,) muni de la valuation vy, sur Z; muni de la valuation v,.

Finalement, le résultat suivant est trés utile pour construire des distributions d’ordre u.
Proposition 2.10. — Si h est un entier > u — 1, et si p est une forme linéaire & valeurs dans

L sur les fonctions localement polynomiales de degré < h telle qu’il existe une constante C' telle
que, quels que sotent a € Zy, et n € N, on ait

Up(/D(am)(x—a)hu) > C+n(h—u),

alors p s’étend de maniére unique en une distribution d’ordre u sur Z, et il existe C'(h,u) tel
que l’on ait

0o, () = Clh,u) < _inf / (2 = a)" 1) = n(h — ) < v, (1) + C(h, ).
a€Zp,neN D(a,n)
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2.3. Distributions sur Q,

2.8.1. Distributions sur Qy, et familles de distributions sur Z,. — Une distribution p sur Q, est
un élément du dual 2(Q,) de I'espace LA.(Q,) des fonctions localement analytiques a support
compact dans Q. Si p est une telle distribution, et si n € N, on note u(”) I'élément de Z(Z,)

défini par
pu = / P(p" ),
Z, D(0,—n)

si ¢ € LA(Z,). Il n'est pas difficile de vérifier que I'on a P(p D) = ™ si n e N. Récipro-
quement, si (fin)nen est une famille de distributions sur Z,, vérifiant ¢ (pn41) = pn si n € N,
alors il existe une unique distribution p sur Q,, telle que 'on ait w =, quel que soitn € N :
si ¢ € LA.(Qp) est a support dans D(0,—n), alors pr o= fz (p~"x)pn, la relation
V(fnt1) = pn permettant de montrer que fz o(p~"x ), ne dépend pas du choix de n tel que

¢ soit a support dans D(0,—n). On note %( ) la transformée d’Amice de p(™, et on définit la

(n)

transformée d’Amice o7, de p par la formule <7, = (%, )nen.

Proposition 2.11. — L’application p — 27, qui, a une distribution sur Q, associe sa transfor-
mée d’Amice induit une bijection de 2(Qy) sur U'ensemble des suites F = (F™),cn d’éléments
de 7+ vérifiant (FH)) = FOM) quel que soit n € N.

Démonstration. — C’est une simple traduction du résultat correspondant sur Z,,.

On munit 2(Q,) dune action de P(Q,) = {(j ll’), a € Qp,b€ Qp} en posant

o(x) (2 DNxp= [ olaz+b)p
Qp Qp

Sin € N est tel que p"a € Z, et p"b € Z,, et si ¢ est une fonction a support dans Z,, on a

[ s e [ 0"+ "0
D(0,—n) D(0,—n—vp(a))

ce qui, appliqué a ¢(z) = (14 T)*, nous donne

oM (1) = (14 TP MO (14 TP 1), sin > sup(—up(a), —vp(b).

a

0 1)*“
On remarquera que, si 4 € 2(Qyp), et si n € Z, alors 1™ est aussi donné par la formule
M(n) = (po (1J) * (ReSD(O,—n)M) = Reszp((p() (1J) * fL).

Proposition 2.12. — Si p est une distribution sur Qp, si b € Q, et si m € Z, alors quel que
soit n € N tel que bp™ € Zp etn+m €N, on a

pm/ (w40 p=p 0T 3 0 (A + D) AT,
D(—b,m)

NEMn+m
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Démonstration. — On a
pm/ (J} + b)j,u :p(j+1)npn+m/ ($+pnb)j M(n)
D(—b,m) D(—bp™,m+n)
(D otm / 29 a6y
D(0,m+n)
=p~—U+n Z aj((l+T)bpnﬂu(n)(T))|T:n—1'
ﬂeﬂpn+m
2.8.2. Distributions tempérées sur Qp. — Une distribution p sur Q,, est d’ordre u si (™ est

d’ordre u quel que soit n € N ; elle est globalement d’ordre u si elle est d’ordre u et s’il existe
Cu(pr) € R telle que, quel que soit n € N, on ait vg, (1) > nu + Cy,(1). On note 2.(Qp)
I'espace des distributions globalement d’ordre u sur Q, que 'on munit de la valuation vg, (1)
définie par

v, (1) = inf vy, (W) — nu,
neN

ce qui en fait un espace de Banach. On a aussi

va, (1) = aer,niean,ogigN (vp</D(a7n)(a: —a)’ ,u) —(i— u)n) quel que soit 'entier N > u — 1.

On en déduit la formule

v%((p;" (1)) * ) = vg, (1) +mu  quel que soit m € Z.
Lemme 2.13. — Si p est une distribution globalement d’ordre u sur Qp, sin € Z, sii € Z et

st a,b € L, alors

vp(/ xiu) > (u—1i)n+vg, (1) —u,
D(oco,n)—D(oc0,n+1)
Up(/ z'log o () u) > (u—1i)n +vg, (1) —u+inf(0, v,(L)).
D(oo,n)—D(co,n+1)
Démonstration. — On a D(oo,n) — D(oo,n + 1) = p~"Zy et donc

v(alog () + b) p = / (r"z)i(alogx(p"z) +b) (b ) xp

/D(oo,n)—D(oo,n—l—l) V/

:p_m/ z'(alogy z + (b — an?)) (”g D) * p.
Z

On en déduit les minorations

’Up(/ xi,u> P —in—l—v@u((po" ?)*,LL)—{—ULAI(]_Z;; 2t —u

D(oo,n)—D(co,n+1)

w( [ tlog (2) 1) > —in +vg, (5 %) ) + vua, (1g; - ' (logy 2~ n.2)) —u
D(oco,n)—D(co,n+1)

et le résultat suit de ce que v@u((pg (1)) * 1) = vg, (1) + nu et

vLA, (122 ) >0 et vLA, (122 -2'logy ) = inf(0,v,(L)).
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2.8.3. Extensions a Q, de vecteurs propres de l'opérateur 1. —

Proposition 2.14. — Soit o € L* avec vy(a) = 0. Si p est une distribution sur Z, vérifiant

Uéquation fonctionnelle (p) = o', alors il existe une unique distribution i sur Q, dont la

restriction & Z, est p et qui vérifie I’équation fonctionnelle (g (1]) * 1t = ap. De plus, si u est

d’ordre vy(av), alors i est globalement d’ordre vy(cv).

Démonstration. — Commengons par constater que, si /1 est une distribution sur Q, dont la

restriction & D(0,1) C Z, est nulle et qui vérifie (§ g) * I = oy, alors

—n—1

ReSD(O»—n)ﬁ = (p 0

n+1

% xRespoy (Vg ) *@) =a™ (Y

) x Resp(o,1)it = 0,
ce qui implique que p est identiquement nulle. On en déduit 'unicité d’une distribution g vérifiant
les conditions de la proposition. Passons a son existence.

Sin € N, soit p, = a"p. Comme (py41) = fp, il existe une unique distribution g sur Q,
telle que 'on ait ﬁ(”) = n quel que soit n € N. Par construction, la restriction de g a Z, est
o = i, et on a, quel que soit n € N,

—n n

Jxi—ap) =("y 1) *Resz, ((f 1)+ (5 1)+ — )

=, N x@E — ™y = (") Y (@ — o) = 0.

0
1

1%eS'D (0,—n) ( (g

Ceci prouve que (g (1)) * 11 — ap est identiquement nulle et donc que p vérifie les conditions

demandées.
Finalement, si u = v,(a) et si p est d’ordre u, alors vy, (™) —nu = vg, (A1) —nu = vg, (1),
ce qui prouve que f est globalement d’ordre u sur Q,.

2.4. Distributions sur P}(Q,)

Une fonction ¢ sur PY(Q,) est méromorphe a Pinfini 8’1l existe n € Z tel que la restriction de
¢ a D(00,n) soit de la forme ¢(z) = P(z) + > az?, ott P est un polyome et Y a;a’
converge sur D(oo,n). On dit que ¢ a un pole d’ordre < k si P est de degré < k. Si k € N, on
note LA(P1(Q,)(k)) 'espace des fonctions sur P}(Q,) qui sont localement analytiques sur Q,
et sont méromorphes avec un pole d’ordre < k a l'infini.

On note 2(P1(Q,)(k)) le dual de LA(PY(Q,)(k)). Si p € 2(PY(Q,)(k)), on note p1 la
restriction de p a Z, et ug la distribution sur Z, définie par

O(z) po = / aFp(1/z) p.
Z, D(00,0)

On note aussi ¢4 l'involution de Z(Zy) définie par

o@ () = [ o1/

z z

On a alors Reszx(u2) = tx(Reszx(p1)), et réciproquement, si on part de deux distributions
1, p sur Zy, dont les restrictions a Zy vérifient la condition ci-dessus, alors on peut recoller j;
et uo en un élément de 2(P1(Q,)(k)). Par contre, il n’est en général pas possible d’étendre une

distribution sur Q, en un élément de 2(P1(Q,)(k)); il y a une condition de croissance a l'infini.
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2.4.1. Distributions tempérées sur P1(Q,). — On dit que p € 2(P1(Q,)(k)) est d’ordre < u
si les distributions p; et po ci-dessus appartiennent a %,(Z,). On note %,(P*(Q,)(k)) l'en-
semble des éléments d’ordre< u de 2(P1(Q,)(k)), et on munit %,(P*(Q,)(k)) de la valuation
Vg,(P1(Q,)) définie par
V2, (P1(Q,) (1) = inf(vg, (11), v, (12))

qui en fait un espace de Banach. On peut aussi voir %,(P1(Q,)(k)) comme le dual de
¢“(PY(Qp)(k)) des fonctions de classe €“ avec un pole d’ordre au plus k en linfini, i.e. des
fonctions ¢ sur P1(Q,) dont la restriction a Z, est de classe €“ et telles que la restriction a
Z, — {0} de x +— x¥¢(1/x) se prolonge par continuité en une fonction de classe €% sur Z,.

Proposition 2.15. — Si p est une distribution globalement d’ordre u sur Qp, l'intégrale
¢p = lim o p
Qp e JD(0,-n)

converge si ¢ est une fonction méromorphe sur Pl(Qp) avec un pole d’ordre < w. De plus, si
; - i, _
i < u est un entier, alors pr x'p=0.

Démonstration. — Pour montrer que l'intégrale converge, il s’agit de vérifier que si >, a;2*

1<u
converge sur D(0o, ng) et donc si v,(a;) —ing tend vers +o0o quand i tend vers —oo, alors la série
double Zn>n0 Yicu i) D(co,n)—D(com-+1) a;x’ j converge, ce qui est une conséquence immédiate de
la minoration du lemme 2.13. Maintenant, si ¢ € N, on a v, fD 0,—n) L ) =g, (u)+ (i fu)‘(fn)
qui tend vers l'infini quand n tend vers +o0 si ¢ < u; on en déduit la nullité de |, D(0,—n) x'u, ce

qui conclut la démonstration de la proposition.

Proposition 2.16. — Siu > 0, si pu est une distribution globalement d’ordre u sur Q, et si
k € N, alors pu a un unique prolongement ji() € 2(PH(Q,)(k)) tel que l'on ait

(a) fPl(Qp) ¢ pey = limp— oo fD(O,—n) d(z) p si p € LAPLQy) (k) a un pole d’ordre < u a
Uinfini ;

(b) fPl )—OSZO < k.
De plus, i, ) est d ‘ordre < u' = sup(u k—u) et on avg ,(pr(q,) (Hk) Z V7,q,) (K) — u.

Démonstration. — L’existence et I'unicité de fi(x) sont des conséquences directes de la prop. 2.15.
Pour calculer 'ordre de p,, il s’agit de calculer celui de la distribution p sur Z, définie par

[ ot = /D Ly PO

et pour ce faire, il s’agit de minorer v, fD(an)(f"’ 22)iy'), pour a € Z,,neNetiecN. Ilya
deux cas.
e n > vp(a). Dans ce cas, on a
T — a s
/ ( / ¢anz,u7 avec ¢anz< ) - 1D(a L n—2vp(a ))(36) ’ xk Z(
D(a,n)

1—azx
pn

i

p" )

On a ¢gni € LA, _2,,(a)(Qp), et écrivant o et (1;%) sous la forme
1

—a- k—i — ) . .
mn_Qzl (a) ) () ot ( 1 axr )’L — azp72lvp(a)
p P

x—a 1

k—i _ _i—k —2vp(a)
T (RNl - )
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on obtient la minoration
VLA 20, (a) (Pani) 2 (i = k)vp(a) + ivp(a) — 2ivy(a) = —kvp(a).

On en déduit la minoration

T—ay
Up( /D (a,n)( T ) l/) 209,(Qy) (1) + VLA, 5, (4 (Pan,i) — u(n — 2vp(a))

209,(Q,) (1) — un + (2u — k)vy(a)
20g,(Qy) () — sup(u, k — u)n.
e n < vp(a). On a alors D(a,n) = D(0,n) et donc

:cai,_/ p_i 1 —ax. B : (1) aj/ k—j
w o= x () = ) (— 77 gy
/D(a,n)( " ) D(oo,n) ( p" ) (&) —0 J (pn) D(oo,n) &)

On en déduit la minoration

Up (L(a,n)(?)i“ /> > ok, </D(oo,n) i (’“)>'

Par ailleurs, on déduit du lemme 2.13, si ¢ < 0 et n > 0, la minoration

Up(/D( )xi M(k)) > (u—i)n+vg,q,) (1) —u > (u—k)n+vy,q, (1) — u.

Finalement, si 0 < ¢ < k, on a fD(oo,n) xt Py = — fD( x' pu et donc

0,1—n)
vl’(/D( );pi u(k)) 2 (1 =n)(i —u) +vg9,(q,) (1) = (u—k)n+vg,q, 1) —u

Ce qui précéde permet de montrer que y’ est d’ordre < v’ = sup(u, k—u) et vy ,(p1(q,)) (K') =
V2,(Q,)(1t) — u, ce qui permet de conclure.

2.5. L’espace B(k) et son dual

2.5.1. Définition. — Soit k un entier > 2. Soit B(k) le quotient de I'espace de %%(Pl(Qp)(k—
2)) par 'espace des polyndmes de degré < k — 2. Le dual B(k)* de B(k) est donc ’ensemble des
p € Dis(PYHQ,)(k — 2)) vérifiant fPl(Qp) r'=0si0<i<k -2

2

Proposition 2.17. — Sip € B(k)*, alors Resq, (1) € Zi-2(Qp) et application pu — Resq, (1)
2
induit un isomorphisme d’espaces de Banach de B(k)* sur Pr—2(Qp).
2

Démonstration. — Comme d’habitude, si € Zx_2 (P1(Qp)(k—2)), on note py la restriction de p
2
a Zy et po la distribution sur Z, définie par fzp d(x)pe = fD(oo,O) 2F72¢(1/x), ce qui fait de uq et
po des éléments de Zi—2(Z,). Les calculs & faire pour démontrer que Resq, (1) est globalement
2
d’ordre % sur Q, sont identiques a ceux effectués pour démontrer la proposition 2.16. Ces
calculs nous fournissent, si 0 < ¢ <k —2, a € Q, et n € N, les minorations

U@@(Nl)_”% sia€Zy,etn>0,

2
vp(/ <x a)lu) > U@ﬁ(”2)_n% sia ¢ Zy et n > vy(a),
D(a,n)

1@%(”2)_”7_7 sin <0etn<uvy(a).
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On en déduit le fait que p — Resq, (1) est une application linéaire de B(k)* dans Zi—2(Q,).

2
D’aprés la proposition 2.16, cette application linéaire est bijective et son inverse est continue, ce
qui permet de conclure.

2.5.2. Action de GL3(Qy). — On fait agir g = (¢ Z) € GL2(Qy) sur 2(P1(Q,)(k —2)) par la

formule
ar +b

= )2 :
AMQM¢@ﬂgmu (AWQMW$+ ) ¢Qx+d)u

Comme x +— (C:E-I—d)k_%b(%) appartient a ‘€¥(P1(Qp)(k—2)) si¢g € %%(Pl(Qp)(k:—%),

cela implique que cette action de GLa(Q,) laisse stables Zx_» (PY(Q,)(k — 2)) et B(k)*.
2

Proposition 2.18. — Il existe C > 0 tel que, pour tous 1 € B(k)* et g € GL2(Q,) on ait

Vg, (P1Q) (9 %k 1) Z Vg, @r(Q,) (1) —C + vp(det g).
2 2

Démonstration. — Il est clair sur la définition de vy, _, (p1(qQ,)) 9u€ Vg, _, (P1(Q,)) (((1) (1)) * ,u) =
N =

Vg, (PL(Q,)) (1) S1 1 € @% (PY(Q,)(k — 2)). Par ailleurs, un calcul immédiat montre que I'on
2
a
a b k—2
V7@ (0 a) & 1) = Vo_y (@) (1) + —5—vp(ad),
2 2

sip € Zu-2(Qp). Ceci permet de conclure car, d'une part, u — Resq, (1) est un isomor-
2

phisme d’espaces de Banach (prop 2.17) de B(k)* sur Zx—2(Q,) et, d’autre part, tout élément
2

de GL2(Q,) s’écrit comme un produit d’au plus trois éléments de la forme (g Z) ou (2 (1))

Corollaire 2.19. — Si u € B(k)*, alors

vy () = Inf vy, @rq,)) (g *k 1) — vp(det g)
2

9€GL2(Qp)
est fini. De plus, vp)« est une valuation sur B(k)*, équivalente a la valuation vy, (P1(Q,)) €
sip € B(k)* et g € GL2(Qp), on a N
k—2

Up(k)* (9 %% 1) = vp(r)x (1) + vp(det g).

Il est, en général, assez difficile de décrire la transformée d’Amice de Resq, (g *% ), mais cela

ne pose pas de probléme si g est de la forme (g ll’) car l'action % coincide avec celle introduite
au § 2.3.

3. Une description de ’espace B(k,.Z)*

Ce chapitre est consacré a la démonstration de I’équivalence des points (i), (ii), (iii) et (iv)
de la prop. 0.4 de l'introduction (c’est une combinaison des prop. 3.4, 3.12, 3.19, 3.20, et du
cor. 3.21). Le point crucial est le calcul de la prop. 3.19 qui repose sur la formule de Leopoldt
(prop. 3.13).



REPRESENTATIONS SEMI-STABLES ET LANGLANDS p-ADIQUE 27

3.1. Préliminaires

Une fonction ¢ sur P! (Qp) est log oo -méromorphe a 'infini 8’1l existe n € Z tel que la restriction
de ¢ a D(o0,n) soit de la forme ¢(x) = ¢o(z) + Q(z)log» x, o ¢¢ est méromorphe a U'infini et
Q@ est un polynome. On dit que ¢ a un pdle d’ordre < k si ¢g a un pole d’ordre < k et @) est
de degré < k. Si k € N, on note LA(P1(Q,)(k, %)) l'espace des fonctions sur P(Q,) qui sont
localement analytiques sur Q,, et sont log ¢-méromorphes avec un pole d’ordre < k a l'infini.

Proposition 3.1. — Soit u > 0. Si pp € 2,(Qp), Uintégrale
¢p = _lim o p
Qp o0 JD(0,~n)

converge st ¢ est une fonction log ,-méromorphe sur Pl(Qp) avec un pole d’ordre < u.

Démonstration. — Compte-tenu de la prop. 2.15, il suffit de prouver que, si ¢ < u, alors la
série Zn>n0 fD(OO n)—D(oon+1) x'log () p converge, ce qui est une conséquence immédiate de
la minoration du lemme 2.13.

Remarque 3.2. — Si i est un entier < u, et si ¢(z) = z'logy, x, alors, d’aprés le cor. 2.6,
la restriction a Z, de ¢/(z) = 2¥¢(1/x) = —2* tlogy x est de classe €*~*. En particulier, si
k > 2u, alors ¢ € €%(PY(Qy)(k)) et, si p € 2,(Qp), alors fPl(Qp) Gpr) est bien défini. Par
ailleurs, toujours d’aprés le cor. 2.6, la fonction 1z, - ¢’ est somme de la série Z:ﬁ%(lD(o,n) —
1pon+1)) - ¢'(z) dans €*~(Z,), ce qui permet de montrer que l'on a

/ Pu(r) = lim op = / dp.
P1(Qp) " o0 D(0,—n) Qp

En d’autre termes, les deux définition naturelles pour [ ¢u coincident si p € 2,(Qp), si k = 2u,
et si ¢ € LA(PY(Q,))(k,-£) a un pole d’ordre < u.

3.2. Une premiére caractérisation de B(k, Z)*

Lemme 3.3. — Les fonctions 1p(s0) - vilogyx, pour 0 < j < % et 1p(soy0) * (T —
pa)*2logy(x — pa), a € {0,1,...,k — 1+ [—g]}, forment une base d’un supplémentaire de
LA(P!(Q)(k — 2)) dans LA(PY(Q,)(k —2,.2)).
Démonstration. — Exercice.
Soit yu € B(k)*. La fonction 1,7, - (z — a)* 2logy(z — a) est de classe ¢ quel que soit
a € Zy. On note py lextension de p a LA(PY(Q,)(k — 2,.%)) définie par
k—2

/ mjlogzx,ug: lim leoggwu, si0< )< —,
D(c0,0) =+ /D (0,-n)~D(0,1) 2

k
/ (z — pa)* " log o (2 — pa) gy ——/ (x —pa)*logg(x —pa) p siae{0,1,....k—1+[-Z]}.
D(0,00) D(0,1) 2

L’existence et I'unicité(®) d’une telle extension est assurée par le lemme 3.3.
() Cette unicité est un peu illusoire puisque ji(x, &) dépend de la base d’un supplémentaire de LA(P*(Q,)(k))

dans LA(P'(Qp)(k, %)) que l'on a choisie; en particulier, fi(;, &) n’a rien de naturel sauf si fpl(Qp) ly, iy =0

quel que soit U € % (k). Comme c’est justement le cas qui nous intéresse, cela n’est pas trés grave.
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Proposition 3.4. — Sip € B(k)*, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) pr by op =0 quel que soit U € % (k) = {U € % (k), Py =0}.
(i1) pr ly.gp =0 quel que soit U € % (k). (ie. p € B(k,£)*.)
(iii) fPl(Qp)(x —a)llogy(z —a) g =0 quels que soient a € Q, et j > .

Démonstration. — Commengons par prouver Uimplication (i)=(if). On a
k—2 . )
X 7 o
=D oG, aveebyi =) AU< P ) (—au).
=0 uelU

L’appartenance de U a % (k) se traduit par la nullité des by; pour i > %

de l'intégration couplée avec le fait que pr ly.gp = 0 quel que soit U € % (k)°, nous donne

, et la linéarité

I'existence d’éléments (;(u), i < k—f tels que l'on ait pr lyop = ZK% Bi(1)bui quel que
soit U € % (k). De plus, on montre en prenant un nombre fini de fonctions de la forme (7 &
engendrant un supplémentaire de I'espace engendré par les {y7 &, pour U € % (k)% qu’il existe
C € R tel que l'on ait vy(Bi(11)) = C + vpr)y= (1) quel que soient i et p. Par ailleurs, comme
fPl(Qp) P(z)p =0 si P est un polynoéme de degré < k, on a

/ EU,%(:U)M—/ e ™y) & ) p —/ . 2() (5 ) xp
P1(Qp) PL(Qp) PL(Qp)

ott Uy, = {(p"au, ju, P ™*A\y), u € U}. Un petit calcul montre que by, ; = p~™"by,;, ce qui nous
fournit la relation 3;(u) = p*mﬁi((pon (1)) *k 1) et donc la minoration

vp(Bi(n) = —in+op(Bi( (% V)am) = —intCropgr (5 V)xrn) = (¥—i)n+0+03(1¢)*(u)-
Il n’y a plus qu’a faire tendre n vers +o0o pour faire tendre cette quantité vers +oo et démontrer
la nullité de F;(p) sii < k—f On en déduit I'implication (i)=-(ii).

L’implication (ii)=-(iii) suit de ce que 'on a imposé & p¢ de s’annuler sur un supplémentaire
de I'espace engendré par les {7 o, pour U € % (k)°.

Finalement, 'implication (iii)=-(i) étant une trivialité, ceci permet de conclure.

3.3. La distribution de Kubota-Leopoldt

Soit ukr, la distribution sur Z, dont la transformée d’Amice est 7! log o (1+7) +log & (1+T) ;
c’est une distribution d’ordre 1.

Proposition 3.5. — (uxL) = p~ ' pxL.

Démonstration. — 11 suffit de prouver 1’énoncé correspondant sur les transformées d’Amice, et
celui ci découle des identités suivantes

1 Z <IO§$+;+T)1) +logg(1+T)n)) <logs(1+7) (zlo 2. <<1+T1>77—1 “1)

nEW,

1 1
= logy (1+ ) (= +1).
ploerU+ DG +

On note encore pky, I'unique distribution (cf. prop. 2.14) sur Q, dont la restriction a Zj, est pgr,
et qui vérifie I’équation fonctionnelle (S (1)) * K1, = p kL. Elle est globalement d’ordre 1, et c’est
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ce que 'on peut imaginer de plus ressemblant a la mesure de Haar comme le montre le lemme
suivant.

Lemme 3.6. — Sin€Z etbec Q,, alors fD(b n) KL = p "

Démonstration. — Sib € Zy, et n € N, on a
_ /1o
/ HKL = P ”(1+ > b( ggﬁ+log$n)) -
D(b,n) p n—1
nEWsn

puisque log ¢ = 0 quel que soit 7 € pyeo. Ceci permet de conclure si b € Z;, et n € N; le cas
général s’en déduit via ’équation fonctionnelle (g (1)) * UKL, = p 4KL qui implique que 1'on a
P(p™ ") pKr, = / UKL,
pm X
quels que soient X ouvert compact de Qp, m € Z et ¢ de classe ¢ sur X.

On étend pxr en une forme linéaire sur LA(Q,) © L - 1z,(z) log & = en posant

p
et v = 71 logg T UKIL,-

log g xpkL = Vv, avec Yy g =Y+ ——
u/m z D, D, p p— 1 P Z*

Zy

On a alors

p/ log.» (p~ ') ke, ——p/
pr pZ

L+ ( - "g) p—l + Z /1
=—Z+p(, —p =P+ —— = [ loggrux
p p—l P p p p—l z, 54

Z K, —HU/ 1Ogg$MKL—p/ log ¢ @ pxL

*
P ZP

L’équation fonctionnelle fme p(p~"x)ukr, = p ™ [y dpkL s’étend donc a LA(Q,) & L
1z,(z)log y .
3.4. Convergence d’intégrales

Rappelons que, si j est un entier > 1, on a défini la fonction f; ¢ par

J .
‘ AR
fiz(ey) =y loggz+) <z> —aly
i=1

Soit J = Z[%} N [0,1[; c’est un systéme de représentants de Q,/Z,. Sia € Qp, si b € J, si
J € N et si p est une distribution sur Q,, on note J (i, j,b, a) la valeur de I'intégrale

/D(b+a 0 ((y —a)log 4 (y —a) — /D(ay ) fiz(x,y —a) MKL(CC)) 1(y)

quand celle-ci est définie.

Lemme 3.7. — Si j > 1 et vy(x +y) > vp(y), alors

+0o0

- (@ y)Itm
i o(x,y) — 1yl lo = — mi___ 77
fiz(x,y) —y' logyy E Y it m

m=1
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Démonstration. — On a
—+o0 um
log(1 — g — — E —
og u + < > U 1 ‘ o
m=j+1

comme on le constate aisément en dérivant les deux membres. Il suffit alors de poser u = %ry et

de multiplier les deux membres par g/.

Lemme 3.8. — Si j € N, il existe une constante C1(j) telle que l'on ait
Up(']f(:ua J5 b, CL)) > _Up(b) + VB(k)* (/’L) +Ch (])a

quels que soient a € Qp, b € J — {0} et p € B(k)*.

Démonstration. — On a Jg(p,j,b,a) = Jg((é _1a) *k [y J,0,0) et ’L)B(k)*(((l) _1“) *E p) =
UB(k,)*(u), ce qui permet de se ramener au cas a = 0. ar ailleurs, le lemme 3.7 montre que

l'on a
+oo ‘

T (1,5,0,0) = Y (j+m) ey avec cpmj= / y " (@) ke () u(y).
m=1 (z,y)€D(—=b,0)xD(b,0)

En écrivant (z + y)? ™™ sous la forme
wrvry-om =3 (TE") ki -y,

=0

et y~™ sous la forme

e (S (7))

=0

o ) (Y )

(=0 =0

on obtient

On en déduit, en utilisant la minoration v, (b~ (j (7)) = —Lly(b) = —¢, la convergence de
la série

+o0 J+m +m m . . .
(Z Db (J > < ) / (4 b)Y y — ) () (y),
14 (2,y)€D(—b,0)x D(b,0)

£=0 =0

et la minoration

tplems) > v (1) + v, (Resa (1) — muy(8),
On en déduit la convergence de la série > (j +m) e ; ainsi que la minoration
(72051, 0)) Z0, () + 07, (Resaq (1)) + . (< (8) — vyl -+ 1)
> — vy(b) + V%) (Resq, (1)) + (v, (ukL) + %Ig1(m —1—vy(m—+37))).

Comme inf,,>1(m — 1 — vp(m + j)) est fini, on déduit I'existence de C1(j) de I’équivalence des
valuations vg()« et vy, , o Resq, sur B(k)* (cf. th. 2.17 et cor. 2.19).
2
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Lemme 3.9. — Sip € B(k)* et sij > %, alors Jo (1, j,0,a) existe quel que soit a € Q, et
il existe Cy(j) tel que l'on ait

vp(J (1 3,0,a)) = vy« (1) + Cold)

quels que soient a € Q) et p € B(k)*.

Démonstration. — On peut se ramener au cas a = 0 comme dans la démonstration du lemme 2.12.
On se retrouve donc & intégrer sur Z, x Zj, la fonction ¢;(z,y) = v/ logy y — f; #(x,y) contre la
distribution pxr,(z) 1(y), et il existe une constante C(¢;) telle que l'on ait v,(1(0)) > C(¢;) +
VB(k)= (1) ; on peut donc prendre Co(j) = Cy(e;).

Proposition 3.10. — Si p € B(k)*, sij > %, sin€Z etsiac Qp, 'intégrale

Ly (p, gy, a) = / ((y —a)logy(y —a) — p"/ fiz(z,y —a) uKL(w)) 1(y)

P D(a_yvn)

converge, et, si C(j) = inf(C1(j),Co(j)), alors

2

vp(Lez (s, jymsa)) 2 (G — )n+C() + vpgy« (1)-

Démonstration. — On a Iy (p,5,0,a) = > 7 Jo (1, 5,b,a), et les lemmes 3.8 et 3.9 montrent
que la série converge et que la minoration & démontrer est valable si n = 0. Par ailleurs, on a

zjloggz—p"/

( )fj,z(:v,z) HKL an/ (+7logz 2 — fi.z(,2)) hxu
D(—zn

D(—z,n)

—/ (zj log o 2z — fj,,s,ﬂ(ﬂ?]?na %)) HKL;
D(7Zp_n70)
et comme

vlogy v — fz(u,v) =" ((0p™") log g (vp™") = fz(up™, vp™")),

on en déduit la formule

If(f%j)”a CL) = pjnlf((p(i)n (1)) *k My J Oap_na)

-n 9
1

o 1) %k H) = vp (1) — n%, de déduire le cas

qui permet, en utilisant la relation vB(k)*((p
général du cas n = 0.

3.5. La distribution £»(u)

Si k € Netu>0,on note €4PH(Q,)(k,-£)) l'espace des fonctions sur P1(Q,) qui sont
somme d’un élément de LA(P1(Q,)(k, %)) et d’un élément de €*“(PH(Q,)(k)).

Soit u € B(k)*, et soit ug son extension a n (PHQ,)(k—2,%)) définie au § 3.2 (cf. aussi
la remarque 3.2).
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Lemme 3.11. — (i) Sia € Qp, sin € Z et si m est un entier < vp(a), les trois termes de la
somme

/D(O,m) ( /D . fi(z,y) MKL(QB)) 1o (y)
— lim (p—nyj log (y — a) — /

fi(z,y) MKL(I)) pe(y)
n—=+0 Jp(0,—n)—D(0,m) D(a—y,n)
+ / p "y logy(y — a) e (y),

D(o00,1—m)

sont bien définis et le résultat ne dépend pas du choix de m.
(i) 1l existe une unique distribution algébrique €.y (p) sur les fonctions & support compact dans
Q. localement polynomiales de degré < k—2, telle que, sia € Qp, sin € Z et j € {0,1,...,k—2},

/D(a,n) - beln) = /Pl(Qp) </D(a—y,n) fi(z.y) MKL(Qﬁ)) ez (Y)s

le membre de droite étant défini comme la somme apparaissant dans le (i).

on ait

Démonstration. — Dans les deux premiers termes, on aurait pu remplacer puge par u, et la
proposition 3.10 montre que la limite définissant le second de ces termes existe ; I'existence des
deux autres termes ne pose pas de probléme et 'indépendance par rapport au choix de m suit de
la linéarité de . Finalement, on a Z?;é 1p(atprj—yn+1) = LD(a—y,n), c€ qui permet de vérifier
la linéarité de .o (u).

Proposition 3.12. — Les conditions sutvantes sont équivalentes :
(i) Lo(u) se prolonge en une distribution globalement d’ordre & sur Q, ;
(i1) fPl(Q,,)(x —a) logy(r — a)py = 0 quels que soient a € Q, et j > 2.
(iii) p € Bk, £)*.

Démonstration. — L’équivalence entre (ii) et (iii) a déja été établie (prop. 3.4) ; établissons celle
entre (i) et (ii). La proposition 3.10 nous fournit la minoration

k

(= Yty (1) > vpay (1) + CG) + (G = 5)n,

Up ( / p "y —a) logy(y —a) py —
P1(Q,) 2

D(a,n)
quels que soient a € Qp, n € Z et % < j < k—2. En particulier, si fPl(Qp)(:L' —a)f2log o (x —
a) py = 0 quel que soit a € Q,, alors

vp(/ (z—a)"? Ez(ﬂ)) > vpgry(B) + C(k—2) + (k—2 — g)n,
D(a,n)

quels que soient a € Qp et n € Z, et comme k — 2 > g, cela implique que £¢(u) est d’ordre %
d’aprés la proposition 2.10.
Réciproquement, si £ (u) est d’ordre %, alors quel que soit n € N,

vp( / (y —a)log#(y —a) uz) > (j -
P(Qy)

2 )0+ (s (1) + CG), v, (L2 (1)),

[V

et il suffit de faire tendre n vers +oo pour en déduire la nullité de fPl(Qp)(y —a)logy(y—a) py
quand j > %
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3.6. La formule de Leopoldt
Proposition 3.13. — Sib¢c Z,, alors

/ logy @ pxr, =p™" <7p,$ + > ntlogy(n - 1))-
Do) NEMS,

Démonstration. — Si b € p"Z,, on a

/(b )loggmuKL:/D( )log;/x,uKL:p”/ log »(p"x) pxr, = p~ " (Vp,# + nL),
n 0,n

Zp
> ntlogg(n—1)= > logy(n—1)=logy ( IT - 1)) =logyp" =n,
UISTZWS NEMpn NEMyn

ce qui permet de démontrer la formule souhaitée dans ce cas.
Supposons maintenant b €Zy,—p"Zy Sia € Zy, soit A\, la distribution dont la transformée

d’Amice est 0 c’est en fait une mesure, et un petit calcul de transformées d’Amice

__a
T+T)o—1 T ;
montre que l'on a

HKL * @ — KL = dAq.

On en déduit la formule

/ log o = (UKL * @ — pKr,) = / 7\,
D(b,n) D(b,n)

Par ailleurs, la transformée d’Amice de 27!\, est, & constante prés, égale a log o ((1+7)% —1) —
logy T — (a—1)log (1 4+ T) et donc

-1
T Ag = log »a + E n- log n*—1)—loggy(n—1))).
/D(b,n) ( 4 .,S,ﬂ( ) ,5?( )))

UISTT

Maintenant, si on revient a la définition de l'opération p +— p* a, on obtient

log o a
/ log o = (kL * @ — pK1) = g'f + / log o @ pxr, — / log ¢ @ pikr.-
D(b,n) p D(a=1b,n) D(b,n)

En comparant les deux formules ci-dessus pour f D(b,n) log o = (UKL, * @ — uKL), on en déduit le
fait qu'il existe une constante C(n, k), pour 0 < k < n — 1 telle que l'on ait

/ loggy xpxr, =p " (C’(n, k) + Z n " log o (n — 1)) sibe Zy et vy(b) =k.
D(b,n) P =1, n£1

Fixant alors k£ et sommant sur un systéme de représentants de ka; modulo p"Z,, on obtient

/k loggwm:p’"((p—l)" IO E) + Y logg(n—1) Y n’bi>~
prZ

NEMpn bepkZy [pnZy
Comme
0 i 0 & Myhit;
Z be = q —pr kTl SL 1 € Mpkt1 — Mk
bepkZy [pnZy pn—k _ pn—k—l sine TS
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on obtient
> logy(n—1) n 0 =p"F > logge(n—1)—p" " D logg(n—1)
NEHn be(phZy)/p"Zp ST NEWT )11

=p" Flog gy p* — p"F og g pM = p L (kp~F — (k + 1)p~ V),
et comme par ailleurs,
/ log o iK1, = / log g it~ / log y x pucr, = (0" —p~ D)y g+ 2 (kp™F (ke 1)p~ V),
PrZE D(0,k) D(0,k+1)
on en déduit C'(n, k) = 7, , ce qui permet de conclure.

Proposition 3.14. — Soient ¢y .y = fzp logg x iy, et, sii =1, ¢ o = fzp %.i,uKL. Alors, si
neNetbeZ,,

Ci.g + Z 1’0" log 4 (n — 1) =

{p” fD(b’n) loggyxpky, sii=0;
NEMpn

p" fD(b,n) xT HKL st 2 1.

Démonstration. — Si ¢ = 0, c’est une réécriture de la prop. 3.13. Si¢ > 1, on a

2 2 |T:n—1.

! 't 1 by
p”/ — BKL —/ —puxr = Y 0 O (T og (14 T) +logo(1+1T))
D.n) Zp " e,

Or, sin € ppn, ¥ log (1 + T)‘T:w vaut 0 si j # 1 et 1 si 4 = 1. On en déduit, en utilisant la

formule de Leibnitz, I'identité

(T M ogy(1+T) +logy(1+T))

1

=i (T 4 1)), =0 logp(n — 1),

‘T:'r]fl

ce qui permet de conclure.

Remarque 3.15. — La distribution pgkp, est intimement liée & la fonction zéta de Kubota-
Leopoldt et aux fonctions L p-adiques des caractéres de Dirichlet de conducteur une puissance
de p. Un petit calcul montre que, si x : (Z/p"Z)* — 6; est un tel caractére et si k € N, alors

/ X(@)a® per, = (=1L (1= k),
Z;

on Lir} (x, s) est la fonction L complexe de x privée de son facteur d’Euler en p. En particulier,
si x est un caractére pair, alors la fonction L p-adique L,(x,s) associée a x est donnée par la

formule
1 —S
Lxs) = o | x@)a)'™
S*]. Z;

et la proposition 3.13 est équivalente a la formule de Leopoldt pour L,(x, 1).

Si j € N, définissons la fonction hj ¢ ., (2), pour z € Z,, par la formule

J .
() =3 (1) (e + X w0 omsly - 1),

=0 nNEMym
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Proposition 3.16. — Sim € N, siy € p~™%» et sin € Z vérifie n +m >0, alors

Py 2 (DY) = MLy + Pt / fi2(@,y) pru(z).
D(_y7n)
Démonstration. — On déduit de la proposition 3.14 la formule
hj, 2 mn(2) _pm+n/ fiz (@, 2) pxr(x) = p"/ fiz(p"2, 2) pr (),
D(—zm+n) D(—p~™z,n)
et comme
p " fi 2 (0w, p™) = fi 2 (u,v) + mL,
on a

P 2 e (P"y) =" /D o P [, (0", p™y) pxcn ()
=p" /D . (fj,z(x,y) +mZLy’ ) pKL (@)
=m.ZLy’ +Pn/ fiz(@,y) px(z).
D(—y,n)
3.7. La transformée d’Amice de la distribution ¢y (u)
Soit € B(k)*. Sin € N, soit (™ la distribution sur Z, défini par
n™ =Resg, () % p).
Lemme 3.17. — Si F,Sn) est la transformée d’Amice de p™, alors la suite de terme général

pmz/)m_”(Fﬁm) logy T) a une limite {4 (F,)™ dans Z[logy T| et £y (F,)™ € p"F™ logy, T +
s,
2

Démonstration. — On a 1(p"+D) = u(™ et donc ¢(Fl5n+1)) = Flsn) quel que soit n € N. De
plus, comme g est globalement d’ordre @, il existe Cy tel que 'on ait U@FZ (u(”)) = n% +C,

ce qui implique que F( ) ¢ %Jr ro et quil existe C' € R tel que 'on ait vi— Q(F( )) >nk2 4 O

quel que soit n € N. La proposmon 1.17 permet de conclure.

Remarque 3.18. — L’appartenance de Lo (F,)™ a p"F(™Mlog, T + é”]ko’l} implique que
2

Kg(FM)(”) est analytique autour de 7' si 0 < v,(T) < 1; en particulier, Kg(FM)(”) peut se

développer en série entiére autour de n — 1 si 1 € ppeo

Proposition 3.19. — Si b € Qp, siny = ny € Z, et sin € N est tel que bp" € Z, et
n+mny,n+ng € N, alors

(L S P+ D) e (F) ),

77€Hpn+n1 _,U'anrnQ

—p™ / (x + )y () — p" / (@ +b) L ().
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Démonstration. — Comme €. (F,)™ = lim, o pmwm*”(F,Sm) log & T'), et comme 10 = poy,
on a

I+ TP Lg(F)™)y, = lim p™dd (™ "((1+T)P" F{™log, T))

m—-—4oo |T*'q 1

=p" lim pU—9m=n)ym= ”(83((1+T)bp F(m) loggT))

m—-—+o00o ‘T:nfl
_n s 3 bp™ a(im)
=p m1—1>r—Ii-1c>op 0 ((1+T) F# 10g$T>|T:§71’
T =n

ce qui nous donne

p—(1+j)” Z 8j((1 + T)bp"gg(Fu)(n))\T:nA

neupn+n1 THntng

j bp™ m
:mgﬁlmp Z O ((1+T)""Ff >1og$T)‘T:n71.
7]€Mpm+n1 *Ilfpm+n2
On a aussi
J .

P(+T)FM gy T), = < )al log (7 — D) (1 + T)" F{™),._

=0

J . .
_ / (> ()a log (7 — 1) 0" ) ™) Gy
Zp, “izo \!

Rappelons que ’on a introduit la fonction hj ¢ ., définie, pour z € Z,, par

hj,2.m(z) = i <]z> 277 (Cz',.z’ + ) 0 logg(n - 1))-

1=0 neﬂ;7n
Ceci nous permet de réécrire la somme apparaissant ci-dessus sous la forme

pim N A+ EMlogy T),_, , =p ™ / (Bjs s () — .2 s () ™) % Spm

T]EIszm+n1 _I—me+n2 P

= /D(o )pijm(hj,f,m-&-m (pm(y + b)) — hj7$7m+n2 (pm(y + b)))ﬂ

= / (p’“ / fiz(x,y +b) pxr(z) — p™ / fj.z(x,y +b) MKL(x)) w(y),
D(0,—m) D(—b—y,n1) D(—b—y,n2)

la derniére égalité se déduisant de la proposition 3.16. En regroupant les formules que nous venons
de démontrer et en passant a la limite quand m — 400, on en déduit I'identité

p-(1in 3 P+ Ly (F)™),

Ueﬂ'anrnl THntng

[ (] oz + ) a9 [ ey 0) () ().
D(—b—y,n1) D(—b—y,n2)

P

qui permet de conclure au vu de la définition de la distribution £ ().
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Proposition 3.20. — Soient k > 2 et yu € B(k)*.

(i) Si Ly (1) se prolonge en une distribution globalement d’ordre & sur Qy, et si G = (G™)pen
est la transformée d’Amice de £y (p), alors

(a) 1/1( Gt)) = G™ quel que soit n € N,

(b) G € Z] et il existe C € R tel que vk (G™) > C + En quel que soit n € N,

(c) G ")((1+T)7] 1) =Llg(F, )(”)((1+T)77 1) mod. T~ quels que soientn € N etn € Koo
(ii) Réciproquement, s’il existe une suite G = (G™),en d’éléments de %f vérifiant les condz-
2
tions (a), (b) et (c) ci-dessus, alors £ () se prolonge en une distribution globalement d’ordre 5
sur Qp et G est la transformée d’Amice de {4 ().

Démonstration. — Supposons que £ (i) se prolonge en une distribution globalement d’ordre 5
sur Qp, et soit G = (G™),en la transformée d’Amice de £ (u). Alors G vérifie les conditions
(a) et (b). Par ailleurs, en regroupant les propositions 2.8 et 3.19, on montre que

> YA+ 1) Ly (F)™ — GM))

ﬁeuanrnl _Hpn+n2

=0
‘T:n—l
quels que soient 0 < j <k —-2,b€ Qp,n1 2no € Zetn € Ztelsquen+ny,n+ng € Net
bp™ € Z,,. Soit a € Z,, et m € N. Appliquant ce qui préceéde a ng = —m, b =ap™" et ny = m—n,
on en déduit que

J a (n) _ ) -
Z & ((L+T)(Le(Fy) G ))|T:n,1 =0
NEMym
quels que soient 0 < j < k—2,a € Qp et n,m € N. On en déduit, par récurrence sur j, que I'on
a &7 (Ly( u)(") — G(”))|T = 0 quel que soient n € N, 17 € pjoc €t 0 < j < k— 2. Ceci termine
=n-

la démonstration du (i).

Passons a celle du (ii). Les deux premiéres conditions satisfaites par G se traduisent par
I'existence d’une distribution ug, globalement d’ordre g sur Q,, dont G est la transformée
d’Amice. Quant a la troisiéme, elle se traduit, en utilisant les propositions 2.8 et 3.19, par le fait
que 'on a

[ @i [ @eafpe =i [ @aiest [ @a)its)
D(a,n1) D(a,nz2) D(a,n1) D(a,n2)

quels que soient a € Qp, 0 < j <k —2 et ng,ng € Z. Cette derniére condition est équivalente &

p"/ (r—aypo— [ (@—a uczp"/ (x—a)jfz(u)—/ (2 — a) ey ()
D(a,n) D(0,0) D(a,n) D(0,0)

quels que soient a € Q,, 0 < j < k—2et n € Z, comme on peut le montrer en utilisant I'identité

(P"1p(am) () — 1p(o,0)(2)) (z — a)! = (P"1p(am) (x)_pmlD(a my (@) (x — a)’
+Z ( ) “(P™1pom) () — 1po0)(2))a’

valable si m < vp(a) de telle sorte que D(a,m) = D( ,m). On en déduit, si U € Z(k)°, la

o Y / (v — @) ue =y A / (z = au)’™ Lz (p)-

uelU D(au,n) uelU D(au,n)
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Maintenant, le fait que pg est globalement d’ordre g nous fournit la minoration

Up<Z)\u/

(2 = au)’* 1nG)) > va, (n6) + inf (v,(\)) + 1 inf (u = 3),
D(au,n) 2 uel

uelU 2

tandis que la proposition 3.10 nous fournit la minoration

Up(p_ /Qp EU,XM—%)W /D(

On en déduit, quel que soit n € N, la minoration

(2P (1)) > viaye (1)+ B0 (0 (0 inf (C )+ (a5,

Guﬂl)

k—2
o > 1 ) - ] 3 . . . ]
’Up(/Qp EU,fM) Z ning](]u 5 )+ngfj(vp()\u)) —i—mf(v@% (1a), B (1) +52£CU")>

k=2
2
membre de droite vers +o0o et en déduire la nullité de pr lygensilU e (k)?. Ceci permet de

Comme inf ey (j, — ) > 0, Il n’y a plus qu’a faire tendre n vers 400 pour faire tendre le

montrer, en utilisant les prop. 3.4 et 3.12, que £ (1) se prolonge en une distribution globalement
d’ordre % sur Q,.

Finalement, on déduit du (i) que, si H = (H™),,en est la transformée d’Amice de £.o (1), alors
H®™ — G est un élément de Z1 d’ordre % s’annulant a 'ordre k—1 en tous les éléments de pje .
La seconde de ces propriétés se traduit par la divisibilité de H™ — G par (T~!log(1+T))*!
qui est donc d’ordre > k£ — 1 ou est nul. Comme g < k—1, on en déduit H™ — G = 0
quel que soit n € N, ce qui montre que G est la transformée d’Amice de £ (u) et termine la

démonstration de la proposition.

Corollaire 3.21. — Si u € B(k)*, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) we€ Bk, ZL)*.
(i) Il existe une suite G = (G™),en d’éléments de Z; vérifiant les conditions
bl

(a) P(GMHD) = G™ quel que soit n € N,
b) il existe C € R tel que vi (G™) > C + En quel que soit n € N,
2
2

(c) G ((1+T)n—1) = Ly (F,) ™ ((1+T)n—1) mod. T*~! quels que soientn € N etn € Koo

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate des propositions 3.12 et 3.20.

4. (p,T')-modules

Ce chapitre est consacré a I’étude de l'action de 1 sur un (¢,I')-module, et en particulier, a la
définition des modules D! et )~°°(D) qui jouent un réle primordial dans cet article. Beaucoup
des résultats qui suivent étaient connus de Fontaine (non rédigé) et Herr [24].

4.1. Réseaux et treillis

Définition 4.1. — Si A est un anneau complet pour une valuation discréte, d’idéal maximal m,
et si D est un A-module de type fini, on définit la dimension dimg D de D sur A par la formule

dimy D = dimy /o D/mD.
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Si D est libre de rang d sur A, alors dimy D = d, et dans le cas général, le théoréme de structure
des modules sur les anneaux principaux montre que, si dimy D = d, alors il existe r € {0,...,d},
kri1,..., kg€ N—{0} et eq,...,eq € D, tels que

D=Ae1® - @ Aey ® (A/mM*)er iy - @ (A/mM)eq.

Définition 4.2. — (i) Si D est un kr((T))-(resp. un &)-espace vectoriel de dimension finie d,
un réseau de D est un sous-kp[[T]]-(resp. Os)-module de type fini de D contenant une base de
D ; comme kz[[T]] (resp. Og) est un anneau de valuation discréte, un réseau de D est libre de
rang d sur kr((T)) (resp. sur &).

(ii) Si D est un Og-module de type fini, un treillis M de D est un sous-&[[T]]-module fermé
de D dont I'image de M dans D/pD est un réseau et celle dans D/p*D est de type fini sur
OL][T]] quel que soit k € N.

(iii) Si D est un &-espace vectoriel de dimension finie, alors un treillis de D est un treillis d’un
réseau de D.

Remarque 4.83. — Si M est un treillis de D, alors ’application naturelle de M dans lim M /(MnN

p¥D) est un isomorphisme, et comme M /(M N pFD) est un &1 [[T]] module de type fini, cela
implique que M, muni de la topologie induite par la topologie faible sur O, est compact comme
limite projective de compacts.

Exemple 4.4. — Si M est un treillis de Oy, il existe des suites strictement croissantes d’entiers
(a;)ien et (b;)ien avec ag = 0, telles que I'on ait

+oo
M=) "p“T " 0L[T]).
i=0
Lemme 4.5. — Si D est un Og-module de torsion, et si M C N sont des treillis de D, alors
N/M est un Or-module de longueur finie.

Démonstration. — Exercice.

Lemme 4.6. — Soit D un Og-module de type fini, et soient M O N des treillis de D. Si
f: M — M est Op-linéaire, surjective, avec f(N) C N, alors f induit une bijection de M /N
sur lui-méme.

Démonstration. — Comme M et N sont des treillis, on a M/N = limM /(N + p*M) et chacun

des M/(N + p*M) est un &r-module de type fini sur lequel f induit une surjection &r-linéaire
et donc une bijection. Ceci permet de conclure.

Proposition 4.7. — Si D et D' sont des &-espaces vectoriels de dimension finie, si M est un
treillis d’'un Og-réseau de D, et si h : M — D' est un morphisme continu de Or[[T]]-modules,
alors h s’étend de maniére unique en un morphisme de & -espaces vectoriels de D dans D'.

Démonstration. — Soit d la dimension de D. Comme M est un treillis de D, il existe eq,...,eq €
M formant une base de D sur &, tels que M soit inclus dans N = Oge1 @ -+ - D Ogey. L'unicité
d’un prolongement de h & D est immédiate car on doit avoir h(z1e1+---+x4eq) = x1h(e1)+-- -+
xgh(eq) si x1,...,xq € &. Pour montrer 'existence d’un tel prolongement, il suffit de montrer
que l'on a h(x) = xz1h(e1) + - - + zqgh(eq) si . = z1e1 + -+ -+ xqeq € M.
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Soit N’ le sous-Og-module de D" engendré par h(M). Comme M est compact et h continue,
N’ est inclus dans un Og-réseau de D’. Maintenant, comme O /(p*0s + OL[[T]]) est de T-
torsion, il existe n € N tel que L'on ait T"x; = y; + 2 avec y; € O[[T]] et z; € pFOs. Posons
y = Zle yie; et z = Zle zie;. Comme h est Op[[T]]-linéaire, on a T"h(x) = h(T"x) =
h(y) + h(z) = h(z) + Zle yih(e;). Par ailleurs, comme O /(p* O + OL[[T]]) est de T-torsion,
il en est de méme de (M ﬂpkN)/pkM et il existe m € N tel que Tz € p* M, ce qui implique
h(z) = T~™h(T™z) € p*N’. On a donc

d
W) =3 aih(er) =T (h(z) = zih(ei)) e pEN.
=1 i=1

Comme ceci est vrai pour tout k € N et comme N’ est séparé pour la topologie p-adique, c’est
donc que h(z) — >, ; x;h(e;) = 0, ce qu'il fallait démontrer.

4.2. Résidus et dualité

Si D est un Og-module de type fini, on note DV le Og-module DV = Homg, (D, & /0¢). Si
D est de torsion, alors DV est aussi de type fini et l'application naturelle de D dans (DY)
est un isomorphisme. (Si D n’est pas de torsion, alors DY n’est plus de type fini, mais est
une limite inductive de &g-modules de torsion de type fini et 'application naturelle de D dans
Homg, ((DY),&/0s) est encore un isomorphisme.)

Si D est un &-espace vectoriel de dimension finie, on note D* = Homg (D, &) le dual de D.

Si M est un Op-module topologique, on note M” I'ensemble des applications O -linéaires
continues de M dans L/07.

Stz =3 1ez apT* € &, on pose
Res(xdT) =a_; € L.

L’application Res envoie Og dans 0, et donc induit une application Res : &/0¢ — L/ 07

On note [, | : DV x D — L/0} la forme bilinéaire donné par la formule
aT
[z, y] = Res(<$,y>m>-
Lemme 4.8. — Si D est un module de torsion sur Og, alors 'application x — (y — [z,y])

induit un isomorphisme de DV sur D",

Démonstration. — Comme Og est de valuation discréte, il suffit de traiter le cas D = Og/ pFOs.
Soit e} : Op — &/Os le morphisme de Og-modules envoyant 1 sur p~*. Alors e;, € DV et
DY = (Og/p*Of) - e Maintenant, si f : D — L/}, est Op-linéaire continue, il existe mg € N
tel que 'on ait f(T™) = 0si m > mg. Ceci implique que la série (1+T) (>, T 1 f(T™)) ey
converge dans DV. La somme y de cette série est I'unique élément de DV vérifiant [y, T™] = f(T™)
quel que soit m € Z, et par continuité, c’est aussi I'unique élément de DV vérifiant [y, z] = f(z)
quel que soit x € D. Ceci permet de conclure.

Proposition 4.9. — Si D est Og-module de type fini, alors l’application naturelle D — (DV)"
est un tomorphisme.
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Démonstration. — 11 suffit de traiter les cas D = ﬁg/pk@go et D= Og. Le cas de Og/p* O est
une conséquence directe du lemme 4.8 ; le cas de Og s’en déduit par passage & la limite :

(04)" = (limp™ 04/ 6s)" =1im (™ O/ O5)" =1im 64 /p" O = 0.

Définition 4.10. — Si D est un Og-module de torsion, et si M est un treillis de D, on note
M* le sous-Op-module de DV constitués des x € DV tels que [z,y] = 0 quel que soit y € M.

Lemme 4.11. — Si D est un Og-module de torsion, et si M est un treillis de D, alors M™ est
un treillis de DV.

Démonstration. — Ecrivons D sous la forme D = &L (O¢/p* O¢) f;. Comme M est un treillis
de D, il existe a > b € Z tels que

oL T OLT]] - f; € M C &L\ T*OL[[T]] - fi.
Soit fY € DV I'homomorphisme envoyant f; sur p~* et f; sur 0 si j # i. On a alors DY =

od_(Og/p* Og)fY. Maintenant, Res(mylc_lTTT) = 0 quel que soit y € (O /p*OL)[[T]] si et seule-
ment si z € (O1/p*01)[[T]]; on en déduit les inclusions

oL TP OL[T]) - £ € M C &L, T 0L[[T] - f.

Finalement, comme [z, ay] = [ax,y], si a € OL[[T]], cela implique que M* est un O [[T]]-module,
et donc un treillis de D au vu des inclusions ci-dessus. Ceci permet de conclure.

Lemme 4.12. — Si D est un Og-module de torsion, et si M est un treillis de D, alors ¢ : DV —
D" induit un isomorphisme de M* sur Hom(D/M,L/0y).

Démonstration. — Par définition de M™, la restriction de ¢ & M™ se factorise en une application
injective tpy : M* — Hom(D /M, L/Or). Maintenant, M étant un treillis de D et D étant de tor-
sion, M est ouvert dans D, et D/M est un &r-module discret, ce qui fait que Hom(D /M, L/0r)
s'identifie naturellement au sous-ensemble des x € D" tels que [z,y] = 0 quel que soit y € M.
La surjectivité de ¢ permet de conclure & celle de ¢ys

Lemme 4.13. — Si D est un Og-module de torsion, si I est un ensemble fini, et si M;, i € I
sont des treillis de D, alors il existe un treillis M' de D, contenant les M;, i € I, tel que
D/M; = D/M'® M'/M; quel que soiti € I.

Démonstration. — Ecrivons D sous la forme D = @?:1(6’56/]9]“1 Og)fj. 11 existe alors b € Z tel
que M; C @?ZlTbﬁL[[T]] - fj, et on peut prendre M’ = @?:lTbﬁL[[T]] - fj-

Proposition 4.14. — Si D est un Og-module de torsion, et si My C Ma sont des treillis de D,
alors

180, (M{"/My) =1gg, (Ma/M).

Démonstration. — Choisissons un treillis M’ de D contenant M; et My, tel que D/My = D/M'®
M'/My et D/My = D/M' & M'/Ms. En utilisant le lemme 4.12, on voit que 1'on est ramené a
prouver que

lgﬁL (Hom(M’/Ml, L/ﬁL)/Hom(M’/MQ, L/ﬁL)) = lgﬁL (MQ/Ml),
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ce qui est clair puisque tous les modules en présence sont de longueur finie sur &7, qui est un
anneau de valuation discréte.

4.3. p-modules

Rappelons que 'on a muni &g et & d’une action continue d’un frobenius ¢, respectant la
structure de O -algébre de Og, et envoyant T sur (1 + T')P — 1. En particulier, 'action induite
sur kr((T)) est kr-linéaire et envoie T' sur TP.

Définition 4.15. — (i) Un p-module D sur Og est un Og-module de type fini muni d’une
action semi-linéaire de . Un ¢-module D sur O tué par p est aussi appelé un @-module sur
kr((T)). Un tel module est étale si ¢(D) engendre D comme Og-module ; action de ¢ est alors
injective.

(ii) Un ¢-module D sur & est un &-espace vectoriel de dimension finie muni d’une action
semi-linéaire de . Un tel module est étale s’il posséde un réseau stable par ¢ qui est étale.

Remarque 4.16. — (i) Un ¢-module D sur k((T)) est étale si et seulement si, pour une (et
donc pour toute) base ey, ...,eq de D sur k1((T")), la matrice de p(e1),. .., p(eq) dans cette base
appartient & GLg4(kr((T))).

(ii) Un @-module D sur & est étale si et seulement si il existe une base e, ...,eqs de D sur &
telle que la matrice de ¢(e1),...,¢(eq) dans cette base appartienne & GL4(O%).

Lemme 4.17. — Soient ag,...,a,—1 € mp, et soit D un p-module étale sur Og.
(i) Si P=1+a,1X +---a9X", alors DFP@)=0 _ .
(’l’l) SZ P = XTL + CLn_an_l + .- -ap, alOTS DP(LP):O — 0

Démonstration. — Dans le premier cas, 'injectivité de P(y) suit de ce que P(p) = 1 mod. m
et donc que P(yp) est injectif sur mkD/mkHD quel que soit £ € N. Dans le second cas, cette
injectivité est une conséquence de la congruence P(¢) = ¢"™ mod. m et de ce que D est étale, ce
qui implique que " est injectif sur m*D/m*+1D quel que soit k € N.

Lemme 4.18. — Si P € O[X] a une image non nulle dans kr[X], alors P peut s’écrire de
maniére unique sous la forme P = uPtPOP~, onu € o7, et

PHX)=XFtap XF 14 4ap aveca;emp si0<i<k—1,

PO(X) =X 4 b X by avech; € 0p, s5i0<i<l—1, ethy€E o7
P (X)=14cpa X+ +cX" avece,emp si0<i<m—1.
Démonstration. — C’est parfaitement classique : si P est de degré n et a, . .., a, sont les racines
de P, alors
rrx)= [ X-a), PPX)= J] X-a), et P (X)= [ (1-0;'X).
vp(ai)>0 vp(a;)=0 vp(a;)<0
Corollaire 4.19. — Si D est un p-module étale sur Og, si P € O1[X]| a une image non nulle

dans kr[X], et si PO est le polynome défini ci-dessus, alors DY(#)=0 = DF(9)=0

Lemme 4.20. — Si M un treillis de D stable par ¢, et si P € O1[X] vérifie P(0) € OF, alors
Vapplication naturelle MP@)=0 — (M/TM)P@)=0 est un isomorphisme.
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Démonstration. — L’injectivité suit de ce que ¢ est topologiquement nilpotent sur TM et
de I'hypothése P(0) € OF. Pour montrer la surjectivité, décomposons M/TM sous la forme
M/TM = Ny & Na, ou N1, Ny sont stables sous I'action de ¢ qui agit de maniére nilpotente sur
N1 et de maniére bijective sur Ns. Soit a I'inverse de ¢ sur N, et soit s : Ny — M une section
O'1-linéaire de la réduction modulo T'. Si x € Ny, et n € N, on a

P (s(a" (@) — " (s(a(x))) = " ((s(a" (@) = s(a" T (p(@))) € 9" (T)M,
ce qui montre que la suite de terme général ¢"(s(a™(x))) converge dans M vers une limite ¢(x)
dont la réduction modulo T est x. Par ailleurs, ¢ est & -linéaire et un passage a la limite montre
que 'on a por = rop. Ceci montre que M contient un sous-O7-module, stable par ¢, isomorphe
a Na en tant que p-module. On en déduit le résultat.

Lemme 4.21. — Soit D un @-module étale sur Og, et soit P € O[X] dont l’image dans kp[X]
n’est pas nulle. Alors, si dimg, D = r, alors dimg, DP@)=0 L

Démonstration. — Quitte a remplacer P par P°, ce qui, d’aprés le cor. 4.19, ne change pas
DP@=0_ on peut supposer que P est unitaire et P(0) € OF. Commencons par supposer que
D est de torsion tué par p*. Comme O [X]/(P,p*) est un anneau fini, et comme X en est
une unité (grace a la condition P(0) € OF), il existe un entier n > 0 tel que P divise X" — 1
dans (0p/p*01)[X]. Soit N = D¥"=!. On a alors DP®)=0 ¢ M, et il suffit de prouver que
dimg, M < r. Soit e, ...,es une famille d’¢léments de M tels qu’il existe une relation du type
i xie; = 0, avec x; € Og, et au moins un des x; € O%. On peut supposer que la relation
ci-dessus est minimale et, quitte & renuméroter les e;, que 1 = 1. En appliquant ™ & la relation
ci-dessus, et en utilisant la minimalité de cette relation, on en déduit 'appartenance de o™ (x;)—x;
ampOg sii > 2. En notant Z; I'image de z; dans k((7T)), cette appartenance se traduit par
celle de Z; & kr((T))?"=' = kr. On voit donc que les images de ey, ..., e, dans M/mpM sont
liées sur kr,, ce qui permet de conclure car, si s > r, alors il existe une relation du type ci-dessus
si dimg, D = 1.

Corollaire 4.22. — Soit P € O1[X] non nul.

(i) Si D est un p-module étale, libre de rang d sur Og, alors DP@=0 cst un O -module, libre
de rang < d.

(i) Si D est un p-module étale, de dimension d sur &, alors DP@=0 ¢st un L-espace vectoriel
de dimension < d.

4.4. L’opérateur
Soit D un @-module étale sur Og. Comme les (1+T)%, 0 < i < p — 1 forment une base de Og
sur p(0g), on peut écrire tout élément = de D de maniére unique sous la forme

p—1

z=y (1+T)p(wi),

=0
ce qui nous permet de définir un opérateur ¢ : D — D par la formule ¥ (x) = z¢ ; ¢’est un inverse
a gauche de ¢ (i.e. ¥(¢(x)) = ) qui va jouer un role primordial dans la suite.

Remarque 4.23. — Si x = Zf;ol(l + T)ip(z;), alors x; = ¥((1 + T)"*z). En particulier,
x € (D) si et seulement si Y((1+7T)7'z) =0si 1 <i<p—1.
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Proposition 4.24. — Six € &, alors

Res <w(:1:) ] C_li_TT> = Res (ac 1 CiTT> .

Démonstration. — Si 0 = (1 + T)%, on a o d = pdo . Ceci implique que, si x = Jy, alors
xlc_lTTT =dy et w(ar)li—TT = pdip(y). On en déduit la formule

dT dT
Res(q/}(az)l —|—T) = Res(azl +T> =0
six = (14+T)'TF 1 et k € Z — {0}. Comme par ailleurs, 1(T~!) = T~!, cela permet de
conclure.

Lemme 4.25. — (i) Si D est un p-module sur Og, et x,y € D, alors (p(z)y) = x(y).
(ii) Si D1, Dy sont des p-modules sur Og, six € Dy et siy € Da, alors (p(x)Ry) = z@1(y).
(i) Si D est un p-module sur Og, si DV = Homg, (D,&/0g), six € DV ety € D, alors
({p(@),9)) = (2,9 (y))-

Démonstration. — La démonstration étant la méme dans les trois cas, nous nous contenterons
de traiter le (ii). Siy = Zf:_ol o(y)(1+T)%, alors () ®y = 5:—01 o(z®y;)(1+T)* et donc

Y(p(r)®@y) =2y =2 Y(y)-

Corollaire 4.26. — Six € DV ety € D, alors

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la prop. 4.24 et du lemme 4.25.

4.5. Le module D!

Lemme 4.27 — Soit D un @-module étale et de torsion sur Og, et soit M un treillis de D.
Alors

(i) (M) est un OL[[T]]-module ;

(ii) st (M) C M, alors (M) D M ;

(i13) si le O][T]]-module engendré par ¢(M) contient M, alors (M) C M ;

(iv) si (M) C M, alors »(T~1M) C T71M et, quel que soit x € D, il existe n(x, M) € N
tel que Y"(z) € T-*M sin = n(x, M).

Démonstration. — Le (i) suit de ce que ¢(a) € OL[[T]] si a € OL[[T]] et de ce que ap(x) =
(p(a)x). Le (ii) est une conséquence de l'identité 1 (¢(z)) = x. Pour démontrer le (iii), consi-
dérons une famille génératrice e1, ...,eq de M sur O1[[T]]. L’hypothése selon laquelle le &7[[T]]-
module engendré par ¢ (M) contient M signifie que I'on peut écrire tout élément x de M sous la
forme z1p(e1)+- - -+xzap(eq), avec x1, ..., xq € OL[[T]]. On a alors ¢ (z) = ¥ (z1)e1+- - -+ (z4)eq
et comme Y(OL[[T]]) C OL[[T]], cela montre que ¥(x) C M, ce qui prouve le (iii). Passons au
(iv). Si y € M et si k est un entier > 1, on a ¢(*(T)1y) = *H(T) " (y), ce qui montre que
V(P (T) M) € " Y(T)"'M si k > 1. Comme de plus (T M) C (o(T)"*M) C T7'M et
comme D = Upeng”®(T) ™' M, cela permet de conclure.
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Lemme 4.28. — Si D est un @-module étale et de torsion sur Og, il existe des treillis Ng, Ny
de D vérifiant
QD(N()) CNyC Ny C ﬁLHTH . <,0(N1).

Démonstration. — Soient eq,...,eq € D dont les images modulo p forment une base de D/pD
sur kr((T)). Alors eq,...,eq et p(e1),...,p(eq) sont des familles génératrices de D sur Og.
Si D est tué par p”, il existe des matrices A = (aij)1<ij<d et B = (bij)i<ij<d, €léments de
GLy(Og/p"0O) telles que I'on ait

d d
ole;) = Zamej et e = Zbi,jgo(ej), sil<i<d.
j=1 j=1

On peut alors trouvers n € N tel que (o(T)/T)"" A et (o(T)/T)"" B soient a coefficients dans
OL([T)]/p*OL[[T]], et il suffit de prendre pour Ny (resp. Ny) le Op[[T]-module engendré par
T"pkel, . .T"pked (resp. par T_”pkel, . .T_"pked).

Proposition 4.29. — Si D est un p-module étale sur O, Il existe un unique treillis D de D
vérifiant les propriétés suivantes :

(i) quels que soient x € D et k € N, il existe n(z,k) € N tel que " (x) € D 4+ p*D si
n > n(z,k);

(i) 1) induit une surjection de D* sur lui-méme.
De plus,

(iii) si N est un treillis de D et k € N, il existe n(N, k) tel que ™(N) C D* sin > n(N,k) ;

(iv) si N est treillis de D stable par 1) tel que 1 induise une surjection de N sur lui-méme,
alors N C D¥ et D!/N est tué par T.

Démonstration. — Commengcons par établir I'unicité d’un tel module. Si M7 et M3 sont deux tels
modules, alors My + M en est un autre, ce qui permet, quitte & remplacer My par My + Mo, de
supposer M; D Ms. Mais alors l'application induite par ¢ sur M; /My est Op-linéaire, surjective
d’aprés la propriété (i) et nilpotente d’aprés la propriété (ii). Comme M; /M est de type fini sur
0’1, cela implique My = Mo ; d’ot 'unicité.

Passons a la démonstration de Pexistence de Df. Commencons par supposer que D est de
torsion, et choisissons (cf. lemme 4.28) deux treillis Ny, N1 de D vérifiant ¢(Ng) C Ng C N1 C
OLlT]] - ¢(Ny). Sin € N, soit M,, = ¢"(Ny). C’est un sous-O[[T]]-module de D d’apreés le (i)
du lemme 4.27. Par ailleurs, comme ¢(Ng) C Ny, le (ii) du lemme 4.27 montre que la suite M,
est croissante. La combinaison des (a) et (c) ci-dessus et du (ii) du lemme 4.27 montrant que
I’on a M,, C N quel que soit n € N, la suite M,, est stationnaire et sa limite M, est un treillis
de D vérifiant ¥(Moo) = Moo

Soit M! = ™"(T"'My). 11 résulte du (iv) du lemme 4.27 que la suite M} est une suite
décroissante de treillis de D contenant M ; sa limite M/ est donc un treillis de D contenant
M et vérifie (ML) = M. par construction. Comme de plus, le (iv) du lemme 4.27 dit que,
si z € D, il existe n(z) € N tel que 'on ait ¢"(z) € T"! My si n > n(x), et comme il existe
m € N tel que M), = M’_, on a """ (z) € M/, quel que soit n > n(z). Tout ceci montre que
M vérifie les propriétés (i) et (ii) requises pour D¥.

On a donc établi I'existence et 1'unicité de D*; reste a établir les propriétés (iii) et (iv). Pour
la (iii), il suffit de remarquer que, si M est un treillis de D, il existe k € N tel que M soit
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inclus dans ¢*(T)~"' D!, que ©*(T)~' D! est stable par v, et que ¢ est nilpotente sur le &p-
module ¢*(T)~'D!/D* qui est de longueur finie. Pour la (iv), on commence par remarquer que,
si (N) = N, alors N + D! vérifie les propriétés (i) et (ii) et donc que N + D = D¥, ou encore
N C D!. Finalement, I'unicité de D! et les arguments permettant de le construire a partir de
Mo (cf. ci-dessus), montrent que, si N est un treillis de D vérifiant ¢(IN) = N, alors la suite
Y"(T~'N) est décroissante et D! en est la limite, ce qui montre que Df € T~!N et permet de
conclure dans le cas ot D est de torsion.

Maintenant, si D est un p-module étale sur O, et si k € N, on peut appliquer ce qui précéde
a Dy = D/p*D. L’application naturelle Dj,; — D} induit alors une application naturelle
Dl’iﬁ_1 — Dlﬁc. Celle-ci est surjective car d’une part I'image de D,ti_x_1 est un treillis de Dy, stable

par v sur lequel v est surjectif et donc Dg /Im(Di 41

Or, et d’autre part, 1 est surjective sur Dlﬂﬁ/Im(D,ﬁH_l) (car elle 'est sur D,ﬁc) et nilpotente (car

elle est nilpotente sur Dy1/ D/,ﬁC +1)' Soit alors My, I’ensemble des x € D dont I'image dans Dy

) est tué par T' et donc de type fini sur

appartient a Dﬁ, et soit M = NgenMg. La discussion précédente montre que M est un treillis de
D vérifiant (M + p*D)/p*D = D,ﬁC quel que soit k& € N, ce qui permet de montrer que M vérifie
les propriétés (i)-(iv) demandées, et conclut la démonstration.

Remarque 4.30. — Si k € N, alors (D/p*D)! = D! /(DF N p*D) comme le montre la fin de la
démonstration de la proposition. On fera attention au fait qu’en général 'application naturelle
D!/pF D% — (D/p*D)# n’est pas un isomorphisme (i.e. n’est pas injective).

Lemme 4.31. — Si x € D, alors il existe un treillis M de D contenant tous les Y™ (x), pour
n € N.

Démonstration. — Si k € N, alors p*D + D! contient tous les ¥"(z), pour n > n(z, k), ce qui
montre que M = Df + 3" OL[[T]]9"(y) est un treillis de D.

Ezxemple 4.32. — (i) Si D = O, alors Df = T~10[[T]).
(ii) Si D = &, alors on peut décomposer D¥ sous la forme D¥ = L-T~'® Zy(Z,), en identifiant
D(Z,) a ﬁL[[T]][%] grace a la transformée d’Amice.

Démonstration. — Le (ii) est une conséquence immédiate du (i) et de la théorie d’Amice. Pour
démontrer le (i), constatons que OL[[T]] est un treillis de Og stable par 1 et par ¢, ce qui
implique que ¢ : OL[[T]] — OL[[T]] est surjective. D’aprés la proposition 4.29, ceci implique que
O[T C ﬁ(ga C T71OL[[T]], et comme ¢(T~1) = T71, cela permet de conclure.

4.6. p-modules surconvergents

Définition 4.33. — (i) Un p-module D, libre de rang d sur Og est surconvergent s’il existe
r(D) €]0, 1= [ et une base eg,...,eq de D sur O telle que la matrice de ¢(ey),...,¢(eq) dans

) Iﬁ
cette base appartienne & GLd(ﬁé(dO’r(D)/p][%D.

(ii) Un ¢-module D sur & est surconvergent s'il posséde un réseau Dy stable par ¢ qui est
surconvergent. Tout réseau stable par ¢ est alors surconvergent.

Remarque 4.34. — Un p-module surconvergent est en particulier étale.
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Proposition 4.35. — (i) Si D est un p-module surconvergent sur Og, si e1,...,eq est une
base de D sur Og telle que la matrice de p(e1),...,p(eq) dans cette base appartienne a
GLd(ﬁéo’T(D)/p][%]), et si v €]0,7(D)], le sous-ﬁé?’r][%]-module DO de D engendré par
e1,...,eq est le plus grand Sous—ﬁé[,o’ﬂ[%]—module M de type fini de D, tel que (M) soit inclus
dans le sous—ﬁ((go’r/p}[%]—module engendré par M ; en particulier, il ne dépend pas de la base
€1,...,€4.

(i) Si D est un p-module surconvergent sur &, si r €]0,7(D)], alors DO = L&, D((]O’r] ne
dépend pas choiz du réseau Dy de D stable par .

Définition 4.36. — Un g-module étale D sur &1 est un &T-espace vectoriel de dimension finie
muni d’une action semi-linéaire de ¢ telle que le p-module & ® ¢+ D soit étale sur &

Remarque 4.37 — L’application D +— & ®e+ D induit une équivalence de catégorie de la

catégorie des p-modules étales sur &1 sur celle des p-modules surconvergents sur &, le foncteur

inverse étant D +— Uy~qD©7]

Proposition 4.38. — Si D est un p-module étale surconvergent sur Og, il existe une base
fi,.ooy fa de DOTDN gy ﬁ(gﬁo’r([))][%] telle que le sous-module M engendré par fi,..., fq sur
ﬁg)’r(D)] vérifie la condition (M) C M.

Démonstration. — Soit r = r(D). Soit ey, ..., e une base de D71 sur ﬁé(ao’r] [#]. Par définition de
r(D), il existe (@i ;)i<ij<d € GLd(ﬁéo’T][%]) telle que l'on ait e; = Z;l:l a;jo(ej), sil <i<d.
Soit b € N tel que v(07] (aij) + (p—1)br =1 quels que soient 1 < i,j < d, et soit f; = T~°f;. On
a alors

d
fi =Y bige(f;), avec bij = (T~ o(T)) a,
j=1

et vO/Pl(b; ) = bWOTHT1p(T)) + vplai;) = (p — 1)br + vy(a;;) = 1. Montrons que les f;,
1 < ¢ < d que nous venons de construire conviennent. Soit M le sous-module qu’ils engendrent
sur ’anneau des entiers de ﬁéao’r]. Six € M, on peut écrire x sous la forme

d d d
z=Y wifi=Y yielf;), avecy;= bz
i—1 j=1 i—1
0,r]

et x; € ﬁ’e(ga vérifie v(0] (x;) = 0 et donc y; € ﬁé(ao’r/p] vérifie v(0/P) (y;) = 1. Ceci nous donne

P(x) = Z?Zl Y(y;)f; et, d’apreés la prop. 1.12, 9(y;) € ﬁéao’r] vérifie U(O’T](?ﬂ(yj)) > 0. On en
déduit I'inclusion ¢(M) C M qui permet de conclure.

Corollaire 4.39. — Si D est un p-module étale surconvergent sur Og, libre de rang d, il eziste
un sous-0°" PN module M de DO libre de rang d, tel que M > DX
Démonstration. — Soient r = r(D) et f1,...,fq € DO7] fournis par la proposition 4.38, et soit

M’ le sous—ﬁ(g)’r]—module de DO par fi,..., f4. Alors M’ est un treillis de D contenu dans

DO tel que (M) € M. Comme D¥ est un treillis de D, si k € N, il existe n(M’, k) tel que
Dt ¢ M’k (T)~'M’ + p¥D. En appliquant YMMUE) 5 cette inclusion, on en déduit, quel que
soit k € N, Pinclusion D¥ ¢ T-*M’ + p*D, ce qui montre que I’on peut prendre M = T 1M’
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4.7. L’action de ¢ sur Df
Lemme 4.40. — L’application naturelle v : D*/P(y))D¥ — lim (D/p*D)*/P(y))(D/pFD)* est
—k
un tsomorphisme.
Démonstration. — D’aprés la remarque 4.30, on a (D/p*D)* = D*/(D* N p*D), et donc
(D/p" D)?/P(4)(D/p"D)* = D*/((D* 1 p* D) + P(4) D¥).
Comme D! est complet, on en déduit la surjectivité de .. Maintenant, si € D¥ est dans le noyau
de ¢, alors, quel que soit & € N, on peut écrire x sous la forme z = pFy;, + P(y)z, avec y,, € D
et z;, € D!. Comme D! est compact, on peut extraire de la suite z; une sous-suite convergeant

vers z € D, et un passage a la limite montre que 'on a x = P(¢))z. On en déduit Pinjectivité
de ¢, ce qui permet de conclure.

Lemme 4.41. — Soient ag,...,an—1 € my, et soit D un @-module étale sur Og.
(i) Si P=1+a,_1X +---apX", alors D/P(y))D = D*/P(y))D* = 0.
(i) Si P = X" + a, 1 X"V 4+ ---ag, alors D/P(y)D = D*/P(¢))D* = 0.

Démonstration. — Soit (b;);en la suite d’éléments de ¢ définie par
—+00
1+ an1X +---aX") (D bX') =1 dans OL[[X]].
i=0

Comme vp(a;) > 0si 0 < i < n—1, cela implique que vy,(b;) tend vers 400 quand ¢ tend vers
+00. On en déduit le fait que Z;;Og bi1)® est un inverse de P(v)) sur D et D, ce qui démontre la
surjectivité dans le premier cas.

Dans le second, en écrivant P (1)) sous la forme P(v) = ¥"™(1 4+ an—10 + -+ + ape™), on voit
que P(v) est un inverse a gauche de © = " Z;O(? big! sur D; on en déduit la surjectivité de
P(4) sur D.

Soit maintenant M un treillis de D stable par ¢. (on a donc M C D! d’aprés la prop. 4.29).
Comme M est stable par ¢, on en déduit les inclusions ©(M) C M et P(y))M DO M. Soit
N = D!/P(y)D*!. C’est un quotient de D! /M et donc un @p-module compact. Par ailleurs, v
est surjectif sur N car il 'est sur D¥, et topologiquement nilpotent car N est tué par P(v) et les
racines de P sont de valuation > 0. On en déduit la nullité de N, ce qui permet de conclure.

Corollaire 4.42. — Si D est un p-module étale sur Og, si P € 0| X]| a une image non nulle
dans kr[X], et si P est le polynéme défini dans le lemme 4.18, alors

D/P($)D = D/P'($)D et D!/P($)Df = D*/P°(y)D".

Proposition 4.43. — Si D est un p-module étale sur Og, et si P € O[X] a une image non
nulle dans kr[X], Uinclusion D* C D induit un isomorphisme D*/P()D! = D/P(4)D.

Démonstration. — Le corollaire 4.42 montre que les deux r-modules considérés ne changent pas
si on remplace P par P%, ce qui permet de se ramener au cas ol P est unitaire et P(0) € O7.On
peut alors, quel que soit n € N, écrire X sous la forme X = PQ,,+ X"R,,, avec Qy, R,, € O1[X].

Si x € D, on peut écrire = sous la forme = = z, + P(¢)yn, avec z, = R,(¢) - (" (x)) et
Yn = (Qn(¢¥)(z). Comme le sous-0[[T]]-module de D engendré par les 10" (x), n € N, est contenu
dans un treillis de D (cf. lemme 4.31), on peut extraire de (2p,y,) une sous-suite convergeant
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vers (z,y) € D?, et on a = z + P(¢)y. Par ailleurs, si k est fixé, on a ¢"(z) € D + p*D et
donc z, € Df + pFD si n est assez grand. On en déduit Pappartenance de z & Df + p*D quel
que soit k € N, ce qui implique que z € D! et termine la démontration de la surjectivité de
D/ P($)D* — D/P(4)D.

Soit € D N P(¢)D. Soit y € D tel que x = P(1p)y. Si P = X* + - + ag, soit M + D! +
O[Ty + - + OL[[T]]¥*~(y). Par construction, M est un treillis de D, contenant D, stable
par ¢ car P(¢)y € D! De plus, 9 est surjectif sur M car, si z € D? vérifie wk(z) =x,o0na

y=—ay"' =P(ary + axp(y) + -+ y) — 2).

Par construction de DF, ceci implique M = D¥. On en déduit I'appartenance de y a D? et
I'injectivité de D*/P(y)D* — D/P()D, ce qui permet de conclure.

Lemme 4.44. — Si D est un p-module étale sur Og, et si P € Op[X] a une image non nulle
dans kr[X], alors

TD* ¢ P(y))D* c D

Démonstration. — L’inclusion P(¢))D* C D¥ est immédiate. Pour démontrer I'inclusion TD* C
P(¥)D?, le cor. 4.42 permet de se ramenener au cas oil P est unitaire et P(0) € &7F. Soit alors
(b)ien la suite d’éléments de &, définie par

XdegPPu/X)(Zbkx'f) =1 (dans OL[[X])).
k=0

Commencons par suposer que D est de torsion. Soit z € DF, et soit n € N tel que p(¢™(T)D*) =
©"t(T) (DY) C Te™(T)D*. Comme v : D¥ — D! est surjectif, on peut trouver y € D! tel que
z =¢"(y) et on a Tz = "™ (¢"(T)y). La série Y125 bpp?+de8 P (o"(T)y) converge alors dans D*
(et méme dans ¢™(T)D*) et sa somme z vérifie P(¢)z = ¢™(T)y. On a donc Tz = P(¥)(1)™(2)),
ce qui permet de conclure, si D est de torsion.

Dans le cas général, il résulte de ce qui précéde que, si @ € TD¥, et si k € N, il existe y;, € D#
et z € D tels que l'on ait © = P(¢)y; + pFz,. On peut alors extraire de yj, une sous-suite
convergent vers y € D!, et un passage & la limite dans D montre que z = P(¢)y, ce qui permet
de conclure.

Proposition 4.45. — Si D est un p-module étale de torsion sur Og, et si P € Or[X] a une
image non nulle dans kr[X], alors

lgg, D!/ P()Df < lg,, (DY)P#)=0,

Démonstration. — Quitte a remplacer P par P° ce qui ne change pas les objets considérés, on
peut supposer que P est unitaire et P(0) € OF. Notons M; et My respectivement les treillis D*
et P(1))DF de D. D’aprés le lemme 4.44, on a T~'My D My D Ma. Si i = 1,2, soit M} le treillis
de DV défini par : « z € M} si et seulement si [x,y] = 0 quel que soit y € M; ». On a donc
M5 D> M! D TMs.

Comme [p(x),y] = [z,9(y)], la surjectivité de ¢ : M; — M; entraine la stabilité de M* sous
laction de . Par ailleurs, comme [z, P(¢)y] = [P(¢)x,y] et P(¥)M; = My, on voit que, si
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x € M3, alors [P(p)z,y] = 0 quel que soit y € M; et donc que P(yp) tue My /M. On en déduit
les inégalités

lgg, My /Ma =1g,, My /M7 <lgg, (M3 /TMz)PO=0 = lgg, (M3)P=0 ¢ lgg, (DY)P=0,

la premiére (in)égalité provenant de la prop. 4.14, la seconde provenant de ce que M35 /M;* est un
quotient de My /T My tué par P(yp), (En posant A = My /T My, B = My /TMsy et C = My /M,
on a la suite exacte 0 - A — B — C' — 0, d’ou 'on déduit la suite exacte

0 — AP@=0 _, gP(e)=0 _, oP(p)=0 _, A/P(p)A,
et les inégalités
lgg, BP@=0 = 1g, AP@O=0 4 1g, CPO=0 _1g, (Im(CTW=0 — A/P(p)A))
> 18, AP0 +1g,, C —1g,, A/ P(p)A = 1g,,C)
la troisiéme suivant du lemme 4.20, et la derniére étant une évidence. Ceci permet de conclure.

Théoréme 4.46. — Si D est un p-module étale sur Og, et si P € 01| X] a une image non nulle
dans kr[X], alors Uapplication v : D — (DV)" induit des isomorphismes

DPW=0 2 (DV/P(g)DY)" et D/P($)D = (DV)"O=)"

Démonstration. — Le €@p-module (DY /P(¢)DV)" s’identifie, via 1~! au sous-ensemble des élé-
ments z de D tels que l'on ait [z, P(p)y] = 0 quel que soit y € DV. Comme [z, P(p)y] =
[P(3))x,y], cet ensemble est aussi 'ensemble des x € D tel que, quel que soit y € DV, on ait
[P(¥)z,y] ¢est-a-dire DP®)=0_ On en déduit le premier isomorphisme.

Comme [z, P(¢)y] = [P(1)x, y], la restriction de t(z) & (DY)P®)=0 est nulle si z € P(y)D, et
donc ¢ induit une application kz-linéaire de D/P(v))D dans ((DV)P#)=0)A_Si D est de torsion,
le &'1-module (Dv)lD (#)=0 gt de longueur finie d’aprés le lemme 4.21 et cette application est sur-
jective d’aprés la prop. 4.9, et la surjectivité de I'application naturelle (DY) — ((DY)P@)=0)A,
Comme par ailleurs, lg,, D/P(¥)D = lgg, D!/P(¢))D¥ < lgﬁL(DV)P(W):O d’aprés les proposi-
tions 4.43 et 4.45, on en déduit le second isomorphisme, ce qui termine la démonstration dans le
cas d’'un Og-module de torsion. Le cas général s’en déduit par passage a la limite comme dans
la démonstration de la prop. 4.9

Proposition 4.47. — Si D est un p-module étale sur Og, si M est un treillis de D stable par
Y, et sivp: M — M est surjective, alors D* /M est un Or-module de dimension < dimg, D.

Démonstration. — Si D est de torsion, alors D¥ /M est un Or-module de type fini puisque Dt
et M sont des treillis de D. Il existe donc P € O[X] dont I'image dans kz[X| n’est pas nulle
tel que P(1) soit identiquement nul sur Df/M. Ceci implique que DF/M est un quotient de
D!/ P(1)) D, et comme la dimension sur &y, de Df/P (1)) D¥ est égale a celle de DP(¥)=0 d’apres
le th. 4.46, le cor. 4.22 permet de conclure, si D est de torsion. Le cas général s’en déduit par
passage a la limite en utilisant I'isomorphisme

DF/M = lim D¥/(M + ("D 1 DF)) = lim (D /p* D)} /(M (" D 1 M)).
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4.8. Le module ¢~>°(D)

Si D est un @-module sur O ou &, une suite w = (w™),en d’éléments de D est bornée s'il
existe un treillis de D contenant tous les w(™, n € N. On note ¢~*°(D) P'ensemble des suites
bornées w = (w™),en d’éléments de D vérifiant 1 (w™Y)) = w™ quel que soit n € N. Plus
généralement, si M C D, on note ¢¥»~°°(M) 'ensemble des suites d’éléments w = (w™),en de
p=°(D) telles que l'on ait w™ € M quel que soit n € N. On déduit de la propriété (iii) de
Dt que si w = (w™)pen € (D), alors w™ € D quel que soit n € N. Autrement dit,
Y (D) = (D).

Remarque 4.48. — Le module DY=! s’dentifie naturellement & un sous-&r-module de
1 ~°°(D). Rappelons que ce module joue un réle trés important en théorie d’ITwasawa.

Si D est un ¢-module étale sur Oz, on munit ¢~ °°(D) de la topologie de la limite projective
(induite par la topologie produit), D! étant muni de la topologie induite par la topologie faible
sur Og, ce qui fait de ¥ ~°°(D) un Or-module compact. Si D est un p-module étale sur &, et si
Dy est un réseau de D stable par ¢, alors ¢y ~>°(D) = L ®¢, 1~ °°(Dp) et on munit ¢)~>°(D) =
Unenp "1p~°°(Dy) de la topologie de la limite inductive, ce qui en fait un L-espace vectoriel
complet pour une topologie localement convexe.

Exemple 4.49. — Comme (T~1) = T7!, on peut voir T~! comme un élément de ¢~°(&).
L’isomorphisme &% = L. T @ P0(Zyp) de 'exemple 4.32 nous fournit un isomorphisme de L-
espaces vectoriels topologiques 1~°(&) = L- T~ & Zp(Qy), ott Zp(Q,) est muni de la topologie
de la convergence faible.

Proposition 4.50. — Si D un p-module étale sur Og, et si D = D/mpD, alors la suite de
O'1,-modules ci-dessous est exacte :

0 —mpy~>(D) = ¢~>*(D) — ¢ ~>(D) — 0.

Démonstration. — La seule chose non évidente est la surjectivité de I'application ¢p~>°(D) —
Y=>°(D). Soit donc @ = (W™),,ez € 1~°°(D). Choisissons une base ey, . .., eq de D sur O¢ dont
les images €1, ...,¢q forment une base de D* sur k. [[T]], et notons M le sous-&[[T]]-module
de D engendré par eg,...,eq. Finalement, choisissons une section s : kz[[T]] — OL[[T]] de la
réduction modulo my. Nous allons construire, par récurrence sur k une suite d’entiers my et une
suite wy = (w,(gn))nez d’éléments de D vérifiant les conditions suivantes pour tout £ € N et tout
n € 7.

° wlin) EM+myT ™M+ +mk T ;

) w(w,i"+1)) - w,(f’) emh D,

° wlsﬁ_)l — w,gn) € m]zD,

° w,gn) a pour image w™ dans D.
(n)

I suffira alors de poser w™ = limy,_, , o wkn pour construire un élément de 1p~>°(D) dont I'image
dans 1~°°(D) est w. Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 4.51. — Sim € N et u = (up)nen est une suite d’éléments de T_mﬁﬁ, alors il existe

une suite v = (Vp)neN d’éléments de T-"D" telle que Uy = P(Vpy1) — vy quel que soit n € N.
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Démonstration. — On a ¢*(T~™D*) C wk(T*mkaﬁ) = T-™D! quel que soit k € N et, par
ailleurs, il existe k € N tel que /*(T~™D*) C D¥ d’aprés le (iii) de la proposition 4.29. Comme
1) induit une surjection de D! sur lui-méme, on peut construire par récurrence sur n une suite
v/ = (v} )nen d’éléments de D¥ vérifiant vy = 0 et ¥ (v),, 1) = ¥*(upix) + v/, si n € N. Si on pose
alors

Un = Uy = (tn + P(tng1) + -+ " (uny1)),
on a v, € T~™D! quel que soit n € N, et

k
Y(Unt1) — vy = ¢(U;z+1) - U;L — (V% (Un+k) — un) = up,
ce qui montre que la suite v,, ainsi construite convient.

Revenons a la démonstration de la prop. 4.50. Pour construire wy, il suffit d’écrire w™ sous la
forme W™ = 3% | a;&;, avec a; € ki [[T]] puisque @™ € Eﬁ, et de poser w((]n) =% s(ag)e; €
M.

(n)

Supposons wy, construite. Choisissons une uniformisante @y, de L. On note u; * € D l'image

de wzk(¢(w,in+1)) - w,(gn)). La suite wy étant bornée, la suite u, = (u](qn))nez est une suite

bornée d’éléments de D. Par suite, il existe m, € N tel que u,in) € 7" D quel que soit

n € N. D’aprés le lemme 4.51, il existe vy = (v,&"))kez une suite d’éléments de T~ D" telle

que w(v,(cnﬂ) ) — fu]g") = u]gn) quel que soit n € Z. Il ne reste plus qu’a écrire v,in) sous la forme
Ul(:) =T Z?:l agn)éi, avec az(n) € kr[[T]] si 1 < i< d, et a poser
d
= ) 4 TS (e
i=1

pour construire une suite wg = (ng_)l)nez avec les propriétés voulues. Ceci permet de conclure.

4.9. (¢,I')-modules

Rappelons que I'on a aussi muni &g d’une action continue de I' = Gal(Qy(pt, )/ Qp), respec-
tant la structure de &p-algébre de Oy et faisant agir v € T'sur T par T — (T) = (1+T)x(V) —1.

Définition 4.52. — Un (p,T')-module sur k((T')), Og ou & est un p-module qui est en plus
muni d’une action semi-linéaire de I' commutant a celle de ¢. Un tel module est étale s’il 1'est
en tant que p-module.

Proposition 4.53. — Si D est un (p,I')-module étale sur Og ou &, alors D est surconvergent
et, si v €]0,7(D)], alors DO est stable par T

Lemme 4.54. — Si D est un (¢,I')-module, alors 1) commute a l'action de T.

Proposition 4.55. — Soient D et D' deux (p,T")-modules sur Og. Si h : D — D' un est
morphisme de Og-modules commutant a1 et T, alors h est un morphisme de (¢, I")-modules.

Démonstration. — Sil1<i<p-—1,ona
(L +T) " hp(@)) = Y(h((L+T) () = h( (1 +T)¢(x))) = 0.
On en déduit (rem. 4.23) existence de y € D’ tel que h(yo(z)) = ¢(y). On a alors
y = ¥(e(y)) = b(h(p(x))) = h(e(p(x))) = h(z),
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et donc h o = ¢ o h, ce qui permet de conclure.

Lemme 4.56. — Si A = kp((T)), Og ou &, si D est un (p,T')-module étale sur A, si M est
un sous-A-module de D stable par 1 et T', et si M engendre D en tant que (p,T")-module, alors
M =D.

Démonstration. — Si i € N, soit (¢*)*M le sous-A-module de D engendré par ¢'(M). Si k € N,
soit My, = Zfzo(gp*)iM. Comme ((¢*)'M) = (p*) =t M, et comme (M) C M par hypothése,
on a Y(Mpy1) C My quel que soit k € N. Par ailleurs, la suite M}, est une suite croissante de
sous-A-modules de D ; elle est donc stationnaire, et la limite est stable par ¢ par construction, et
par I' puisque M D'est et ¢ commute a I'. C’est donc le (¢, I')-module engendré par M et notre
hypothése selon laquelle M engendre D en tant que (¢, I')-module se traduit par I'existence de
k € N telle que My = D. Ceci implique

D = *(D) = F(My) € My = M,
et permet de conclure.

Si D est un (¢, I')-module étale sur k1, ((T")), Og, ou &, on définit une action de
PQ) ={( 1), a€ Q. beQp}
sur 1) ~°°(D), de la maniére suivante. Si w = (w™),ez € ¥»~°°(D), alors

D) xw)? = wD = p(w®);

—1

((po’“ (1)) * W) () _ (k) i e Z, en particulier, ((*,

(5 9)»w) ) — Yo(w™) siae Z; et v, € I vérifie x(va) = a;

((1 b) *w)(n) =(1+T)""w™ sibe Qp et n = —u,(b).

0 1

On remarquera que 1'on n’a pas, en général, une formule explicite pour (g w)(") si n est trés
négatif, mais on la récupére en utilisant la relation (g% w)™ = N ((g % w)™*+N) et en prenant
N € N assez grand. Pour démontrer que ceci définit bien une action de groupe, il n’y a qu’a
constater que cette action est donnée par les mémes formules que sur les transformées d’Amice

des éléments de 2(Q,).

L’action de P(Zy) = {({ 11)), a€Zy, be Z,} s'étend en une action continue de &1 [[P(Zy)]]
et, en particulier, en une action de ﬁL[[(é le)]] Sipe ﬁL[[(é Zf’)ﬂ, on définit la transformée
d’Amice 7, € O1[[T]] de pu en utilisant I'isomorphisme naturel de (; le) sur Z, envoyant (; )

_ 1 =z ) . 1 Z, _
sur 2. (On a donc <7, (T) = fzp(l—l—T)"”,u((O 1)).) Lactionde € OL[[(, )] surw € ¥=°°(D)
est alors donnée par la formule

(o w)™ = A, (L+T)P" — Dw™ sin > 0.

WV

En particulier, en prenant n = 0, on voit que l'action de OL[[(; Zf’)]] encode la structure de
Or[[T]]-module de DF.

Lemme 4.57. — Soit M C ¢~>°(D) un sous-Or-module fermé et, si k € Z, soit M*) ’en-
semble des x € D tels qu’il existe w = (w™),ez € M, avec w® = z. Alors
(i) M®) = MO quel que soit k € Z ;



54 PIERRE COLMEZ

(i) M©) est un sous-Op[[T]]-module de D* stable par ) qui agit surjectivement, et par T
(i) M = p=>°(M),

Démonstration. — Les (i) et (ii) sont immédiats, ainsi que Pinclusion M C ¢~°°(M(?)). Reste
Pinclusion 1~°(M©) ¢ M a vérifier. Soit w = (w™),ez € Y~™°(M©). Si k € N, il existe
up = (uén))nez € M tel que u,(f) = w® car M®) = MO Par définition de la topologie sur
»~°(D), la suite ug tend vers w dans ¥~ °°(D) quand k tend vers +oo, et M étant supposé
fermé, cela implique w € M, ce qui permet de conclure.

Théoréme 4.58. — Soit D un (p,T')-module sur &. Si M est un sous-L-espace vectoriel fermé
de Y=°°(D) stable par P(Qp), alors il existe un sous-(p,I')-module D" de D tel que

M Cyp=°(D") et = °(D')/M est de dimension < dimg D" sur L.

Démonstration. — Soit M) Pensemble de z € D tels qu'il existe w = (w™),en € ¥~°(D)
avec w(®) = z. D’apres le lemme 4.57, on a M = ¢~ (M), et quitte & remplacer D par le

9 on peut supposer que M engendre D en tant

sous- (¢, I')-module de D engendré par M(
que (¢,I')-module sur &. Choisissons un Og-réseau D, de D stable par ¢ et I, et soit Dy le
sous-(¢,I')-module de Dj, sur Og engendré par Méo) = MO n D ; c’est aussi un sous-Og-
réseau de D puisque 'on a supposé que M engendre D en tant que (¢,T')-module sur &.
Soit My = 1/F°°(Mé0)). C’est un-Op-réseau de M. Soient D = Do/mpDy, M = My/mp M, et
VAR Méo)/mLMéo). Par construction, M = w_oo(ﬂ(o)) et M1 engendre D en tant que
(¢, T')-module sur kr((7)).

Maintenant, I’hypothése selon laquelle M est stable sous I'action de P(Qp) se traduit par la
stabilité de M sous cette action et par le fait que M est un sous-k [[T]]-module de D stable
par T sur lequel 9 agit de maniére surjective. Comme (T P*z) = T7Fy)(z), on en déduit le
fait que le sous-kr,((T))-espace vectoriel de D engendré par M(O) est stable par ¥ et I' et donc,
d’aprés le lemme 4.56, est égal au sous-(¢, I')-module de D qu’il engendre, c’est-a-dire & D ; en
d’autres termes, M(O) est un réseau de D. Par ailleurs, comme M est stable par P(Q,), cela
implique que Méo) est un sous-0z[[T]]-module de Dy inclus dans Df, comme de plus Méo) est
fermé par hypothése et son image dans D est un réseau, cela implique que Méo) est un treillis de
Dy. Finalement, 1 induit une surjection de Dg /Méo) sur lui-méme et donc une bijection puisque
Dg et Méo) sont des treillis de Dy. On en déduit que 'application w = (w("))neN — w©® induit
un isomorphisme

$=(Dy) /My = (D) /Mo = Diy /M.

Ceci permet de conclure car Dg /Méo) est un Op-module de dimension < dimg, Dy d’apres le
cor. 4.22.

Corollaire 4.59. — Si D est un (p,I')-module étale irréductible sur & et si D* ne contient
pas de sous-L-espace vectoriel non nul, de dimension finie, stable par ¢, alors 1~=°°(D) est un
P(Qp)-module toplogiquement irréductible.

Démonstration. — Soit M un sous-P(Qp)-module fermé non nul de ¢~>°(D). Comme D est
supposé irréductible en tant que (¢, I')-module, il résulte du th. 4.58 que w +— w©@ induit un
isomorphisme de 1~°(D)/M sur D!/M©) qui est de dimension finie sur L. Soit P € L[X]
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le polynome caractéristique de 1 sur D /M. Alors Df/M©) est un quotient de D*!/P(1)D?
qui est le dual de (D*)P (®)=0_ Comme ce dernier module est un sous-L-espace vectoriel de D*,
stable par ¢ et de dimension finie d’aprés le cor. 4.22 il est nul par hypothése, ce qui permet de
conclure.

5. Des (¢,I')-modules aux représentations de GL2(Q,).
5.1. (p, N)-modules filtrés et (¢, I')-modules

5.1.1. Représentations galoisiennes. — Soit Qp une cloture algébrique de Q. Notons 9q, =
Gal(Qp/Qp) le groupe de Galois absolu de Q,; notons g, = Gal(Qp/Qp(upoo)) le noyau du
caractére cyclotomique x : 9q, — Zy. Soit I' = 9q, /g, le groupe de Galois de I'extension
cyclotomique; il est isomorphe a Zy via .

Définition 5.1. — Si G = Yq,,, /q,, une L-représentation V' de G est un L-espace vectoriel
de dimension finie muni d’une action L-linéaire continue de G.

Nous allons rappeler un certain nombre de résultats concernant la classification de ces re-
présentations (programme de Fontaine). Notons que Fontaine considére en général des Qp-
représentations au lieu de L-représentations; l'extension aux L-représentations ne pose aucun
probléme : il suffit de tensoriser les anneaux de Fontaine usuels (avec leurs structures, ¢, N,
filtration) par L au dessus de Q,. Comme on regarde les représentations de ¥q,,, tout se passe
sans douleur ; si on s’intéressait aux représentations de ¥k, K extension finie de Q,, il faudrait
juste se méfier au niveau de la filtration de Dgg(V') : les L® K-modules qui interviennent ne sont
pas forcément libres. Nous ne nous attarderons pas sur la construction des anneaux de Fontaine
car il existe maintenant [1, 2, 14| une description des relations entre les différents invariants
attachés a une représentation galoisienne n’utilisant que des anneaux de séries de Laurent, et
c’est de cette relation dont nous aurons besoin.

5.1.2. p-modules, (@,I')-modules et représentations galoisiennes. — Fontaine a construit un
anneau B (qu'’il note @) muni d’actions de 9q, et ¢, commutant entre elles, telles que (B)% Q =
& et (B)¥=! = L, qui permet de décrire les L-représentations de Yq, et HAq,.

Proposition 5.2. — (i) Si V est une L-représentation de Hq,, alors D(V) = (B ®L V)7
est un p-module étale sur & .

(i) Si D est un p-module étale sur &, alors V(D) = (B ®¢ D)¥=! est une L-représentation
de %Qp'

(iii) De plus, les foncteurs V et D sont inverses l'un de l’autre.

Proposition 5.3. — (i) Si V est une L-représentation de 9q,, alors D(V) = (B®r V)@ est
un (@, I')-module étale sur &.

(i3) Si D est un (@, T')-module étale sur &, alors V(D) = (B®sD)¥=! est une L-représentation
de ng.

(iii) De plus, les foncteurs V et D sont inverses l'un de l'autre.

Remarque 5.4. — La théorie des (¢,I')-modules marche tout aussi bien au niveau entier, en
remplacant 'anneau B ci-dessus par 'anneau A de ses entiers. En particulier, si T est un réseau
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d’une L-représentation V, alors D(T') est un réseau de D(V) ;8i T = T//m T est la représentation
résiduelle de V, alors D(T) = D(T)/m;D(T).

Par ailleurs, comme nous 'avons déja signalé (prop. 4.53 et commentaires), D — & ®gt D est
une équivalence de catégories de la catégorie des (¢, T')-modules étales sur &7 sur la catégorie
des (¢,T')-modules étales sur &. En composant cette équivalence de catégories avec celle de la
proposition 5.3, on en déduit I’existence de deux foncteurs VI et DT, inverses 'un de I’autres,
établissant une équivalence de catégories entre la catégorie des L-représentations de ¥q, et celle
des (¢, T)-modules étales sur &T. On peut par ailleurs décrire ces foncteurs en introduisant le
sous-anneau BT des éléments surconvergents de B, et on a

VT(D) = (BJr @ gt D)‘P=1 ot DT(V) _ (BT L V><%6QP_

Remarque 5.5. — Lors de notre étude sur 'action de 1 sur un g-module ou un (¢, I')-module,
un certain nombre de propriétés ont été mises en avant (cf. cor. 4.59 par exemple). On peut utiliser
les équivalences de catégories ci-dessus pour les traduire en des propriétés des représentations
galoisiennes associées. Soit donc D un (¢,T')-module sur & et V= V(D) la L-représentation de
“q, qui lui est attachée.

(i) D est irréductible en tant que (¢, I')-module si et seulement si V' est irréductible en tant
que représentation de ng ;

(ii) D est irréductible en tant que p-module si et seulement si la restriction de V' & g, est
irréductible ;

(iii) D n’a pas de sous-L-espace vectoriel de dimension finie stable par ¢ si et seulement si V'
n’a pas de sous-espace non nul sur lequel Gal(Qp / ng) agit trivialement.

Les deux premiers points sont de simples traductions. Le dernier se démontre en remarquant
que les éléments de B dont les images par ¢™, n € N, engendrent un espace de dimension finie
sur L, appartiennent au sous-anneau L ® (jgr de B, et donc que, si P € L[X], alors

DP@)=0 ~ (@f ®q, V)%Qp C @“ ®q, VGal@p/Q;b)‘
Ceci démontre une des implications du dernier point ; 'autre est immédiate.
5.1.3. (v, N)-modules filtrés et représentations galoisiennes. —

Définition 5.6. — (i) Un (¢, N)-module filtré D est un L-espace vectoriel de dimension finie
muni d’actions linéaires de ¢ et N, avec Ny = ppN et d’une filtration décroissante par des
sous-L-espaces vectoriels D%, i € Z, avec D' =0sii> 0et D' = D si i < 0.

(ii) Si D est un (¢, N)-module filtré, on lui associe les invariants ¢y (D) et ¢t (D) définis par

tnN(D) = vp(dety) et tp(D) = ZZ . dimL(Di/D”l),
1€Z
(iii) Un (¢, N)-module filtré D est admissible si tg(D) = tn(D) et si ty(D') < ty(D') pour
tout sous-L-espace vectoriel de D stable par ¢ et N (muni de la filtration induite).

Rappelons que Fontaine a construit
e un anneau By muni d’actions L-linéaires de ¢, N et ¥q,, l'action de ¥q, commutant a
celles de p et N, et Ny = ppN,
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e un anneau Bgr muni d’une filtration décroissante et d’une action L-linéaire de ¥q, respectant
cette filtration

e une injection ¥q, -équivariante de Bg; dans Byr.

Rappelons aussi qu'une L-représentation V de dimension d est semi-stable si By @1 V = B%
en tant que ¥q, -modules. La catégorie des L-représentations semi-stables de 9q, est équivalente
a celle des (¢, N)-modules filtrés admissibles. Plus précisément, on a le résultat suivant ;

Proposition 5.7. — (i) Si V est une L-représentation de 9q,,, alors Dg (V) = (Bst ®L V)
est un (@, N)-module filtré admissible.

(i) Si D est un (@, N)-module filtré admissible, alors V(D) = Fil®(Bg @1 V)N=09=1 est
une représentation semi-stable de 9q,.

(i1i) De plus, les foncteurs Vg et Dy sont inverses l'un de ’autre.

5.1.4. (¢, N)-modules filtrés et (p,T")-modules. — Si on part d'un (p, N)-module filtré admis-
sible D, alors DT = DT(V (D)) est un (p,T')-module sur &'. Cette description de DT utilise
les deux anneaux de Fontaine BT et By et est donc loin d’étre transparente. Heureusement,
on dispose maintenant d’une description directe du module D' en terme de D en passant par
I’anneau de Robba & qui est quand méme nettement plus concret. La description a laquelle il
est fait allusion ci-dessus va demander un peu de préparation. Rappelons que 'on a étendu la
notion d’ordre de # a %[1,logT).

Si D est un L-espace vectoriel de dimension finie muni d’une action linéaire de ¢, on a une
décomposition canonique D = @&,cq Dy, par les pentes de ¢, ou D|, est la somme des sous-espaces
caractéristiques pour les valeurs propres a de ¢ de valuation v,(a) = r. Une base eq,...,eq de
D est dite adaptée a ¢ si, quel que soit 1 <@ < d, il existe r; € Q tel que e; € Dy,.j. Si tel est le
cas, on pose ty(e;) = r;.

Si D est un L-espace vectoriel de dimension finie muni d’une filtration par des sous-L-espaces
vectoriels D?, décroissante, indexée par les entiers, exhaustive et séparée, et si z € D est non nul,
on note ty(z) le plus grand entier i tel que o € D'. Une base fi,..., fg de D est dite adaptée a
la filtration si D = ZtH( ;L - fj quel que soit j € Z. On a alors tg(D) = Zj 1tu(f5)-

Proposition 5.8. — Soit D un (p, N)-module filtré admissible, et soit DT = DT(Vg(D)).
Soient e, ...,eq une base de D adaptée a ¢, fi1,..., fq une base adaptée a la filtration, et soient
A= (a;j) € My(L) et, sin € N, B™ = (bgq;)) € GL4(L) les matrices définies par

d
N(e;) = Z aj:ej et Z b n)f]
7j=1

Alors Z[+,1ogT) @1, D = Z[3,10gT] @41 DI et x = Z?:l zie; € Z[2,logT) @1 D appartient a
D' si et seulement si

(i) N(:E])—I—Z:Z 102, =0s1<j<d;

(i1) Zz ) jl i a un zéro dordre > — tr(f;) enn—1 sin est une racine primitive p"-iéme
de l'unité, et n > 0;

(111) x; est d’ordre < —tn(e;) si1<i<d.
De plus, si v €]0,7(D")], alors x = Zle zie; € Z[+,logT) ®1, D € (DN i et seulement si
ze Dl eta; e éa]o’r][%,logT], pour 1 <1 < d.



58 PIERRE COLMEZ

5.2. Le (¢,I')-module attaché a une représentation semi-stable de dimension 2

5.2.1. Le (¢, N)-module filtré D, o. — Soit k un entier > 2. Si o € L vérifie 2vp(a) =1 =k —1
et si £ € L, on note D, ¢ le (¢, N)-module filtré défini par

Dyg=L-e1®L-ex, (er)=aer, ple2) = p taes, Nej=es, Nea =0

0 sii>k
;vg: L-(el—.,?eg) Silgigk—l,.
D, » sii<O.
Remarque 5.9. — On fera attention au fait que la convention pour I'invariant .Z est I'opposée

de la convention habituelle. Elle est par contre en accord avec la convention log o p = .Z.

Proposition 5.10. — (i) D, ¢ est admissible.

(11) Si k >3, alors Dy, ¢ est irréductible ; si k = 2, alors L-ey est un sous-(¢, N')-module filtré
admissible de D, .

(iii) Si les (p, N)-modules filtrés Do, ¢ et Do o1 sont isomorphes, alors o =o' et £ =",

Démonstration. — C’est bien connu (et immédiat).

5.2.2. La représentation Vo . — Le (¢, N)-module filtré D, ¢ étant admissible, V,, ¢ =
Vit(Da,#) est une L-représentation semi-stable de %q, de dimension 2 dont les poids de
Hodge-Tate sont 1 — k et 0.

Proposition 5.11. — Si k > 3, alors V, & est une représentation irréductible de Yq, qui reste
wrréductible quand on la restreint a gQ%b.

Démonstration. — Le (yp, N)-module filtré D, ¢ n’a pas de sous-objet admissible, méme sur
une extension finie de Q, ou aprés extension du corps des coefficients ; on en déduit le fait que
Va,z est une représentation de ¥q, qui reste absolument irréductible méme si on la restreint a
9K, si K est une extension finie de Q. L’'image de %q,, est un sous-groupe de Lie de GL2(0L)
dont aucun sous-groupe d’indice fini n’est contenu dans un sous-groupe de Borel (méme aprés
extension de L). Comme le déterminant de V,, ¢ est d’image infinie, 1" enveloppe algébrique de
I'image est donc GLs et celle de I'image de gng contient donc SLs puisque elle est distinguée
dans GLs et que le quotient est abélien.

Remarque 5.12. — Si k = 2, la représentation V,, ¢ est réductible : si nr(pa~!) désigne le
caractere non ramifié de ¥q, envoyant un frobenius arithmétique sur pa~!, alors Va,# est une
extension non triviale de L(x~! - nr(pa~1)) par L(nr(pa—')) dont la classe est déterminée par
Pinvariant .Z.

5.2.8. Le (p,T')-module Dl,z- — Posons Dl,g = D'(V,.#). C’est un (p,I')-module étale sur
&1, et nous allons utiliser la prop. 5.8 pour en donner une description directe (prop. 5.15 ci-
dessous). Avant de ce faire, remarquons que les propositions 5.10 et 5.11 se traduisent de la
maniére suivante.

Proposition 5.13. — (i) Si k > 3, alors DL,S,/) est irréductible ; si k = 2, alors Dl_s,ﬂ est une
extension non triviale de deuz (p,I")-modules de dimension 1.
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(i1) Si k > 3, alors le n’a pas de sous-L-espace vectoriel de dimension finie non nul stable

par ¢.
(117) Si les (¢, I')-modules DJ;_% et DJ;, o sont isomorphes, alors o = o et L = 2"

D’aprés la prop. 5.8, on a ,@[%,logT] ®r Do,y = ,@[%,logT] ® et DL,X' On note up(w) et
uz(w) les coordonnées de w dans la base t' ey, t! e,
Proposition 5.14. — w € 9?[%, log T ®1, Do, ¢ appartient Dlg s et seulement st

(1) ui(w) € Z est d’ordre k — 1 — vp(a) ;

(i) uz(w) = Tlul( YlogT + vo ot vy € Z est d’ordre k — vp(a) ;

(117) up(w) + p™ "L - ui(w) a un zéro d’ordre k — 1 enn — 1, sin est d’ordre p™ et n > 0.

Démonstration. — Soient fi = e; — ZLeg et fo = ez. Ceci fait de f1, fo une base de D, » adaptée
a la filtration et on a ty(fi) = k — 1 et tg(f2) = 0. D’autre part, ej,es est une base de D, ¢
adaptée a la décomposition suivant les pentes de frobenius et on a ty(e1) = vp(a), tn(e2) =
vp(a) — 1. Comme N(e1) = ez, N(e2) = 0 et o "(e1) = o "(f1 + L f2), ¢ "(e2) = a7 "p" fo,
la proposition 5.8 se traduit alors, si x = x1e1 + x2e2, de la maniére suivante : x € DL,,% si et
seulement si

(i) N(y2) = =1, N(y1) = 0;

(i) L1 (A+T)n—1)+p"z2((1+T)n—1) a un zéro d’ordre > 0en O et z1((1+7)n—1) a
un zéro d’ordre > 1 — k, si n > 0, et si 17 est une racine primitive p™-iéme de 'unité;

(iii) 21 est d’ordre > —v, () et 2 est d’ordre > 1 — vp(@).
Le résultat s’en déduit sans probléme (en utilisant le fait quun élément = de Z[}] appartient
a Z si et seulement si il existe ng tel que x ait un zéro d’ordre > 0 en toute racine de I'unité
d’ordre p™, n = nyg).

Vu le role joué par log » dans cet article, il est plus confortable de retraduire 1’énoncé précédent
avec log & T" au lieu de logT', en utilisant la formule

logo((1+T)n—1) = +log((1 +T)n —1).

_Z
(p—Dp!
Proposition 5.15. — w € %’[%, log o T ®1, Dy, ¢ appartient Dl,z st et seulement si

(1) ui(w) € Z est d’ordre k — 1 — vp(a) ;

(i) uz(w) = J%ul(w) logoy T +vg ot vy € XZ est d’ordre k — vp(a) ;

(117) ug(w) a un zéro d’ordre k — 1 enn—1, sin est d’ordre p" et n > 0.

Si0<r< r(DL &), on note D( } le sous-&®"l-module de DT défini a la prop. 4.35. 1l
résulte de la proposition 5.8 que I’ on peut préciser la proposition 5. 15 sous la forme suivante.

Proposition 5.16. — w € %[%, log o T ®1, Dy, o appartient a D((IO_’:;J si et seulement si
(i) u1(w) € 197 est d’ordre k — 1 — vy(a) ;
(i) uz(w) = %ul(w) logy T 4 va ot vg € &%) est d’ordre k — vy(a) ;

(111) ug(w) a un zéro d’ordre k — 1 enn—1, sin est d’ordre p™ et W <.
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5.2.4. Le module DEY - — Notons Di & le module (DL g)ﬁ. Soit Ty, o un réseau de V,, ¢ stable
par 9q,, et soit D(T,, ) C D(Va,¢) = & Qg DL & le réseau correspondant a T, . Notons

aussi Du(ng) le module D(ng)ﬁ : c’est un réseau de Diz

Proposition 5.17. — Il existe C > 0 telle que, sii € N et si w € Dﬁ(Ta’g) Np'D(T, ), alors
vi—z (ur(w)) > 5 — C.
2

Démonstration. — D’aprés le cor. 4.39, il existe r > 0 et f1, fo € D7) (Th, ) formant une base

de D(T,, ) sur Og tels que Dﬁ(ng) soit inclus dans le module engendré par fi et fo sur ﬁé?ﬂ.

Soit alors w € Dﬁ(T% ) Np'D(T, #). D’aprés ce qui précéde, on peut écrire w sous la forme
w=xf] +yfo avec T,y € ﬁi@o’ﬂ

au cor. 1.5, on en déduit les minorations

N p'Ce. En utilisant les minorations obtenues au lemme 1.3 et

vics () 027 () — (52, )
>inf<vg;/2]<xu1<f1>> o (1) - €2 )
> 2 im0 M (£0), 25 () - (P2 - o2 )

ce qui permet de conclure.

5.2.5. Le module w*OO(DLg). — Soit = p"~ta~!. Avant de décrire w*OO(D;g), COImMMmencons
par énoncer le lemme suivant qui est une conséquence immédiate de la proposition 1.17.

Lemme 5.18. — si F = (F™), o est une suite d’éléments de %&_2)/2 telle que (87" F™)en
est bornée dans %’&72)/2 et (FOH)) = FO) quel que soit n € N, alors

Ly(F)™ = lim pmy™(F™ log, T)

m—-+00

existe quel que soit n € N.

Proposition 5.19. — (i) Si w = (w™),en € w*"o(Dlj), alors il existe des suites F, =
(Fqs,n))neN (resp. Gy = (Gq(l?))neN) d’éléments de ,@&_2)/2 (resp. %’:/2) telles que
(a) (B7"Fw”)
(b) w( (1) ) = FM et 1/1( (1) ) G quel que soitn € N ;
(¢) up(w™) = g—" nEM et u2(w(”)) = B "Ly (F)™ + G(n)) quel que soit n € N ;
(d) £y (F)™) + G =0 mod. TH L, quels que soient n € N et n € phe

ol neN (resp (ﬂ_”G(n))neN) est bornée dans ,@(';_2)/2 (resp. %]j/z);

(i) Réciproquement, si F,, = (Fé,n))neN et Gy = (Ggu))neN sont des suites d’éléments de
%(',: 9y/2 €t %72’/2 respectivement qui vérifient les conditions (a), (b), (c) et (d) ci-dessus, et
si

n —-n n 6 — n

alors w = (w™),en € 11’_00(DL$)‘
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Démonstration. — Soit w = (w™),en € wfoo(le). D’apreés le cor. 4.39, si r = T(DL o) la
suite (w(™),en est une suite bornée d’éléments de Déog vérifiant 1 (w™t)) = w quel que
soit n € N. Ceci se traduit de la maniére suivante.

o (uy (w(™)),en est une suite bornée d’éléments de <§’(}k }2)/2 vérifiant uy (w™) = B (uy (w+)).

Comme v,(3) = ﬂ > 0, on dédu1t de la proposition 1.11, I'appartenance de u; (w(™) a %(';_2)/2

quel que soit n € N. Soit F Bnul( ) Il résulte de ce qui précéde que F, = (F&"))%N est
une suite d’éléments de %(k 2)/2 vérifiant les conditions (a) et (b) de la proposition, et on déduit

de la proposition 1.17, Dexistence de £ (F,)™, Pappartenance de £y (F,)™ — £ logy, T &

64,(]0,1])/2 et le fait que ((pB) " (Lo (Fy)™ — Féj‘)))neN est borné dans éa(]lgf%)ﬂ et donc aussi dans

J0,7]
Eero -

o (up(w™) — I%lul(w(m)logg T)nen est une suite bornée d’éléments de (ga]l(;,;] et on a
uz (w™) = pB(ug(w™ 1)) quel que soit n € N. Soit Gl = - (pB) " uz(w™) — Ly (Fy)™.

Il résulte de ce qui précéde que G( W e é"k% ¢( (n+1) ) Ggun) quel que soit n € N. De plus,

((pﬂ)_”Ggl))neN est bornée dans 511/2] et comme v,(pB) > 0, la proposition 1.11 permet de
montrer que Gq(un ) e %,':/2 quel que soit n € N. Les suites F, et GG, vérifient donc les conditions
(a), (b) et (c) de la proposition.

Par ailleurs, il résulte de la proposition 5.16 que ai(u2(w("))))‘T:n71 = 0 quels que soient
neN,0<i<k—2etn€ pyo — pymo, o mg est le plus grand entier tel que W >r
et 0=(1+ T)% comme d’habitude. On a donc (£ (F)™ + Ggl))h:nfl
ne€N,0<i<k—2etn€ pyo — pymg. Par ailleurs, on a 0" o)™ = p~Mh™ 0 9" ; on en déduit
la formule

= 0 quels que soient

oW (H))_, =p "N OH,

(Lty)r" =14

Appliquant ceci & H = {4 (F)"+m) 4 Ggler), m = mo, T =1n—1etnE puymy, et utilisant la
formule ¥ (£ (F)+m) —I—Gg,?er)) =Ly (F)™ +G on en déduit que la relation 8% (¢4 (F)™ +
Gl ))‘T:n_l = 0 reste valable pour tout 7 € pye. Ceci termine la démonstration du (i).

Pour démontrer le (ii), il suffit d’utiliser la proposition 5.16 pour démontrer I’appartenance de

w™ 3 Dg)g,l et les arguments ci-dessus pour montrer que la suite w = (w(”))nez ainsi construite

appartient a ¢~ (DL )

5.3. Quelques représentations de GL2(Q,)

Soit B € L avec v,(f3) = % On définit la représentation B(3,.Z) de GL2(Qp), en faisant
agir (§ 2) sur pu € B(k)* par la formule :

ar +0b
o(z <01 * B~ vp(ad— bc)/ cx+d k—2¢
/1°1(Qp) @ ) e Pl(Qp)( ) <c:c+d)
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Siw e w*OO(DL &), on note iy € Dg_2)/2(Qp) et A € Z42(Qyp) les distributions dont les
transformées d’Amice sont données par les formules

/ (1+T)" py = F™ et / (1+T)"" Ny = G,
(0,—n) (0,—n)

ol Fqs,n) et G,(ZL ), n € Z sont les éléments de Z* définis a la prop. 5.19.

Théoréme 5.20. — Soient k > 3, a € L avec vy(a) = %, B=p" 1871 et £ € L. Alors Uap-
plication w +— fuy, induit un isomorphisme P(Qy)-€équivariant de L-espaces vectoriels topologiques
(pour les topologies forte et faible) de 1/}_°°(DJ; o) sur B(§,2)*.

Démonstration. — Le fait que w — p,, induit un isomorphisme de T/)_OO(DL o) sur B(3,2)*
est une combinaison de la prop. 5.19 et du cor. 3.21. Reste I’équivariance par rapport & P(Q,)
& vérifier. Par définition, on a

((g ) ) ) ( + T)bp ap’”p(‘ﬂ (w(n-l-vp(a)) ) )

En utilisant le lien entre w et la transformée d’Amice de p,,, cela se traduit par

/6”/ (1 + T)p”x Wia b :ﬂfnfvp(a)(l + T)p”b/ (1 + T)p"""vp(a)-ap_“p(a)w s
PO G ) D(0.~n—vy(a))

:B—n—vp(a)/ (1+T)pn(az+b) M
D(0,~n—vy(@))

S [ e e
D(0,—n)
Le résultat s’en déduit.

Corollaire 5.21. — (i) B(k,.Z) # 0.
(it) B(3,ZL) est une représentation irréductible de GL2(Qp).

Démonstration. — Le (i) suit de ce que w_OO(DL,Z) n’est pas réduit a 0 et le (ii) de ce que
; o = Voo ®det(V g )~ est une représentation de 9q, qui reste irréductible quand on la

restreint & gQab ce qui implique que ¥~ (Dl ) est irréductible en tant que représentation de
P(Qp) (prop. 5.11, (iii) de la rem. 5.5 et cor. 4.59).

0)

Proposition 5.22. — L’application w = (w("))nez — w® induit un isomorphisme de

- T ~ N
¢ OO(Da,JZ) = Da,f‘

Démonstration. — La surjectivité étant automatique, il n’y a que l'injectivité a vérifier. Soit donc
w = (w"),ez € 1!J_°°(DL ) vérifiant w(®) = 0. La distribution p,, est alors & support dans

PY(Q,) — Z, et la distribution y/ = ((1) é) - [y est & support dans pZ,, et appartient & B(5,.Z)*.
Maintenant, si a € Q,, soit
k—2
fa(z) = (z — a)*2log (z — a) Zx\Z )z — )2 log o (x — 1),
=0
Z.)k72

ot les \; sont des polynémes en a de degré < k —2 définis par El o Aila)(z— = (r—a)k2.

L’application a +— f, est une application analytique de Q, — Z, dans les fonctions analytiques
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(];__i)!. Comme p/ € B(8,£)* et est a support dans

pZp, on a fpzp fa i =0 quel que soit a € Q, — Z,, et on peut dériver k — 1 fois cette égalité par
rapport & a pour en déduire la nullité de fpzp w—ia

développant x—ia en puissance de ¢!, la nullité de fpz 2"’ quel que soit n € N et donc aussi
P

sur Z, et sa dérivée k — 1-ieme est a —
1 quel que soit a € Q, — Z,. Ceci implique, en

la nullité de p’, ce qui permet de conclure.

Théoréme 5.23. — S’il existe un morphisme non nul h : B(8, %) — B(f',£’) de GL2(Qp)-
espaces de Banach, alors =3 et £ = <.

Démonstration. — En utilisant le théoréme 5.20 et la proposition 5.22, on déduit de h, par
dualité, Iexistence d’un morphisme h* : Di,7 o = Di’ o de Or[[T]]-modules commutant aux
actions de ¥ et I'. Comme D(ﬁm o €t Dcﬂx, o sont des treillis de Dy o1 et D, o respectivement,
on peut (cf. prop. 4.7) étendre hf par linéarité, en un morphisme de &g-modules de D, ¢ dans
D, ¢ commutant a l'action de 1 et I'. La proposition 4.55 montrant qu'un tel morphisme est
automatiquement un morphisme de (¢, I')-modules, la prop. 5.13 permet de conclure.

5.4. Admissibilité de B(3,.%)

D’aprés le cor. 2.19, le groupe GL2(Q)) agit par isométries sur B(3)* et sur B(3, £)* C B(3)*
munis de la valuation vy« qui est équivalente a la valuation vy, , (qQ,)-
2

Théoréme 5.24. — La représentation B(3,.Z) est une représentation admissible de GL2(Qp).

Démonstration. — On note U la boule unité de B(3,.£)* C B(k)* qui est stable par GL2(Q,).
Le théoréme de 'image ouverte montre qu’il existe ¢ € Z tel que U soit contenu dans 'image de
pCDﬂ(Ta’ ) via lisomorphisme ¢ : Di o — B(3,2)* obtenu en composant les isomorphismes
D} , = 4=(D] )= B(B,.£)* des prop. 5.22 et th. 5.20.

Soient N € N assez grand, et Wy et W5 les deux sous-Z,-modules de U définis par

Wi={nel, U7y 2 (Resp,o)(n)) = N} et Wo={nueUl, Uk (Respo,0) (1 o)*sm)) = N}.

Comme D(0,0) et D(co,0) sont invariants par translation par un élément de Z,, cela implique
que W7 et W5 sont stables sous I'action de (é Zl’) De plus, ils sont échangés par ((1) (1)) et,si N
est assez grand, Wy N Wy C pU.
Par ailleurs, d’aprés la proposition 5.17, il existe ¢ € N tel que, si w € pCDﬁ(Ta,g) N
Pt D(T,, #), alors vy, , (Resp()(pw)) = 1 et donc i, € Wi. De plus, DHT,, ) étant un
2

treillis de D(T,, ), le O1[[T]]-module
D (To,2) /(0" D¥ (T, 2) O p** ' D(To, )

est de type fini. En utilisant le fait que I’action de A € & L[[(é Zf)]] correspond & la multiplication
par la transformée d’Amice de A (vue comme une mesure sur Z,), on en déduit le fait que les
ﬁL[[(é Zl”)]]—modules U/Wy et Wy /(WaNW7) sont de type fini. Finalement, comme ((1J (1)) induit
un isomorphisme de Wy /(WoNW7) sur Wy /(W1 NWa), on en déduit le fait que U/pU, qui est un

quotient de U/(Wo N W), est un O0[[GL2(Zy)]]-module de type fini, ce qu'il fallait démontrer.
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5.5. Zéros supplémentaires des fonctions L p-adiques

Proposition 5.25. — Siw € (D! Pl T/J_OO(DLg); alors

a7
(6 V) *Aw=pBrw et (5 ) *pw =B
Démonstration. — C’est immeédiat.

Proposition 5.26. — Si a = p™*! (et donc 8 = p’) et siw € (D! ,)¥=" c¢=°(D! ), alors

J

Démonstration. — Si i € Z, on a

/ Y =/ y’ﬂw—/ Y iy = (1—ﬂpi)/ Y oy
z zZ PZ Z,

b P »
On en déduit la premiére égalité.
Passons a la démonstration de la seconde. Soit Hy #(y) = fD(—y 0) fe(z,y) pxr(xz) On a alors

Y =0 et / ylogy pw =L | ¥ .
Z

* *
P P Zp

p‘l/ fo(@,y) pxr(z) —/ folp™ 2, y) p(x) = p " He o (py) — Ly"
D(_yv_l) D(_pyvo)

car fo(u,v) = p~* f(pu, pv) — L. La définition de A, (cf. th. 5.20), les prop. 5.19 et 3.20, et la
définition de ¢4 (p1y) (lemme 3.11) nous fournissent les égalités

/ yeAw—p‘l/ z//\w:/
Z, p1Zp Zy

— -1 ‘
=t [ (e T [ e ma) n)

m—-+oo

Yy () —pt / Yl (baw)
p_lzp

=— lim <H£,.§f(y) —p Hy 2 (py) + & yz) Pao-

m—-+00 p—mZp

i ?) * Aw = pBAw, comme ({ (1)) * by = Bt et comme § = pf, on a

p_l/ Y\ =(pﬁ)p_1/ (» ') N 2/ ¥ A
p-1Z, Z, Z

P

/ Yt =B™ / (p™™y) o = / Y o
p—mZ, Z Z

P P

pt / Hy o (py)pw =Bp ™" / Hy o (y)pw = / Hy (y) phoo-
p~mZyp pt plimzp

Comme (

On en déduit la formule

lim / HygWpw =2 |y po.
p~mLy

m——+00

Maintenant, la suite de terme général

/ (Hoz () — o' 108 5 911w
p~mZy
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tend vers 0 quand m tend vers +oo d’aprés le lemme 3.8 (dans les notations de ce lemme, cette

intégrale est égale a va(b):_m Jo(tw, 7,0,0)), et comme

/ y'loggy pw =6 | (0 "y) logy (0 ™Y) tuw
p"Zy Z;

=(p‘£6)m/ (y'logy — mZL) i =/ y log y p,

p ZP

uisque pfB =1et [,. y‘, = 0), cela permet de conclure.
puisque p 23 Y H
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