LA FORMULE LIMITE DE KRONECKER

par

Pierre Colmez

Résumé. — Nous faisons quelques remarques sur les liens entre la formule limite
de Kronecker pour les corps totalement réels, les périodes (normalisées) des variétés
abéliennes CM, et les unités des extensions abéliennes des corps CM.

Abstract. — We make some remarks about the relation between the Kronecker
limit formula for totally real fields, (normalized) periods of CM abelian varieties, and
units in abelian extensions of CM fields.

Cette petite note est une série de commentaires sur [3], en particulier sur le
quatriéme point de [3, §0.7], qui explicite ce que la conjecture [3, conj.04] (ou [3,
conj.I1.2.11]) implique pour la moyenne, sur tous les types CM possibles, des hau-
teurs de Faltings des variétés abéliennes CM par ’anneau des entiers &k d’un corps
CM K donné : si x est le caractére quadratique associé & K/F ou F est le sous-corps
réel maximal de K, on a®)

log 27

1 1/L(x,0) 1 [F: Q]

1 hpar (X :—7<7’ -1 f)—i

W gy 2 hea(Xe) = =5 (00 + 5 loety 2
PED(K)

Cette formule est maintenant un théoréme ([9] pour [K : Q] = 4 et [1, 11] pour le

cas général). Dans [3, §0.7], cette formule est suivie du commentaire suivant :

[..] le second membre s’exprime & ’aide de la formule limite de Kronecker
pour F. La conjecture 0.4 laisse donc penser que la fonction apparaissant
dans la formule limite de Kronecker pour un corps totalement réel a des
propriétés arithmétiques, au moins aux points CM, tout-a-fait similaires &
celles de la classique fonction log |A] [...]

Nous explicitons ci-dessous (formule (7)) ce qu’il en est exactement (). Nous en pro-
fitons aussi pour donner une définition géométrique (th.12 et prop.16) de périodes
“absolues” des variétés abéliennes CM ; notons que Yoshida [10] a formulé une conjec-
ture donnant une construction analytique de telles périodes. Enfin, dans ’appendice,

1. Les parenthéses de la formule de [3] sont mal placées.
2. Ce que j’avais en téte a I’époque était beaucoup trop optimiste.
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nous montrons (prop. 18) que le (ii) de la conjecture [3, conj.I1.2.11] (concernant les
hauteurs de Faltings) implique “la moiti¢” de la conjecture compléte (la conjecture
compléte est connue dans le cas abélien grace a [3, th. II1.3.9] complété par [6]).

1. Fonctions zéta de Dedekind en s =0

On note Q la cléture algébrique de Q dans C. Si L C Q est un corps de nombres,
on note O I'anneau de ses entiers, Uy, le groupe des unités de Op, Cly le groupe
des classes d’idéaux fractionnaires de L, hy, son cardinal, wy, le nombre de racines de
I'unités dans L. On note Hy I'ensemble Hom(L, Q) des plongements de L dans Q;
comme on a supposé L C Q, cela fait que Hj, contient des éléments privilégiés id et
la conjugaison complexe ¢ (qui peut coincider avec id).

Soient 71 le nombre de places réelles de L et 2 le nombre de ses places complexes,
et donc [L : Q] = 71+ 27r5. Si v est une place archimédienne de L, choisissons o, € Hy,
induisant v, et posons e, = 1 si v est réelle et e, = 2 si v est complexe. L’injection
de L dans Q induit une place privilégiée vo. Si u1,. .., %, 1r,—1 est une famille libre
d’éléments de Uy, le sous-groupe (ug, ..., U, +r,—1) qu'ils engendrent est d’indice fini
dans Uy,. On définit le régulateur Ry de Uy, par la formule

1
[UL : <u1, ey Upi4ro—1
(Comme on a divisé par 'indice dans tout le groupe des unités et pas dans sa partie
libre, notre Ry, correspond au % habituel.)

On note (g, la fonction zéta de Dedekind de L; c’est une fonction analytique sur
C, holomorphe en dehors d’un pole simple en s = 1; son comportement en s = 0 est
donné par la formule analytique du nombre de classes

CL(S) ~ —hLRL$T1+T271
Soient K un corps CM et F' son sous-corps totalement réel maximal. On note d le
degré de F sur Q. Alors Up est d’indice fini dans Uk, et on a
1 e
Ry

RL = >} | det(log |0’U(ui)|ev)v3ﬁ”0, 1§i§7”1+7‘2*1|

Uk : Up] = 2%
Au voisinage de 0, on a
Cr(s) = —hp (Rpsd_l + ’ypsd) +O(s*1), avec vp € R.

Remargue 2. — On a yq = log V27, mais la nature arithmétique de v n’est pas
claire si F' # Q.

Soit x le caractére de Dirichlet de F' correspondant a extension quadratique K/F'.
La formule (1) est équivalente (via le (ii) de [3, th.0.3]) a lidentité (3)

L(x, s) = L(x,0)(1 4 ht(x)s) + O(s*)

3. ht est la forme linéaire fabriquée a partir des logarithmes de périodes de variétés abéliennes
CM, qui est définie dans [3, th.0.3] (cf. aussi le dernier point de la prop. 16 et la note 5.)
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Comme (i (s) = Cr(s)L(x,s), on en tire
(i (5) = —hrL(x,0)(Rps®™" + (v + Rrht(x))s?) + O(s"*1)
En comparant avec la formule analytique du nombre de classes pour K, cela donne

. hkg Ry hi 2d-1

" hpRp  hp [Ug:Up]

d—1
B Gl = —hiRist = (S

L(x,0)

v+ hKRKht(x)>sd +O(s%)

2. Fonctions zéta d’Epstein en s =0

Si A est un Op-réseau de C ®q F, on pose

, 1
E(A,s) = ZweA/UF W

oit N: C® F — C est induit par Np/q : FF — Q. Alors, E(A,s) admet un prolon-
gement analytique a tout le plan complexe, holomorphe en dehors d’un poéle simple
en s = 1, et le comportement au voisinage de 0 est donné par la formule limite de
Kronecker :

E(A,s) = —Rps®™! — (Up(A) + 297 1y5)s? + O(s7H)
oll ¥ est une fonction sur les Op-réseaux vérifiant
Up(ad) = Up(A) + Rrlog|N(a)|?, siae€ (Ceq F)*

2d71

et la constante ~p est 1a pour rendre les formules suivantes plus esthétiques.

Remarque 4. — (i) On peut trouver wy,ws tels que A = awy G Opws, ol a est un
w2

idéal de O dont I'image dans Clg ne dépend que de A. Si z = %2 alors

wi ’
Up(A) = VUp(a® Opz) + Rplog [N(w;)[?
Les z — Up(a @ Opz), pour a € Clp sont les branches de la forme automorphe

analytique réelle dont la transformée de Mellin est (r(s)(p(s+ 1).
(ii) Si F = Q, on peut écrire A = w1(Z + Zz) avec Im(z) > 0, et on a

VQ(Z + Zz) = log(v2r [n(2)[?)
ot n(z) = ¢'/%* [1,51(1 —¢") est la forme modulaire de poids 1 habituelle.
Si a € Clg, fixons un idéal a de Ok dont I'image dans Clg est a. Alors

1 1

1 11 1
: = = = FE -1
) 21 Nbs  [Uk : Up] Na® ozEClzl:/U N@PE = Ux U Nar 0 %)

Au voisinage de 0, on a donc

(5) Ca(s) = —Rgs?™ — e (Pr(@) + 297 yp)s? + O (™)
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ott Ur(a) := Ur(a~!)+ Rplog Na. En comparant les formules (3) et (5) pour (x(s) =
> acci, Cals), on en tire lidentité

(6) !

m Z Up(a) = hg Riht(x)

aeClg

Maintenant, sin : Clg — C* est un caractére, le comportement de L(7, s) au voisinage
de 0 est donné par la conjecture de Stark : si H est le corps de classes de Hilbert de
K, et si U}, est le sous-espace de Uy ® Q(n) sur lequel Gal(H/K) = Clk agit par 7,
alors il existe A(n) € Q(n) tel que

L(n,s) = A(n)R(U})s® + O(s?+1)

ot R(U};) est le régulateur de U}, (un déterminant d x d de combinaisons linéaires
de logarithmes d’unités de O ). Comme L(n,s) = > n(a)Ca(s), une application de
la formule d’inversion de Fourier sur Clg fournit 'identité (conjecturale)

. 1 N
(7) Vp(a) = [Uk : Ur]Rht(x) + e ZU(G) YA(n)R(U;)
K n#1
Remarque 8. — (i) Si F = Q, l'identité (7) est un théoréme grace au lien entre 7,

les périodes des courbes elliptiques CM et les unités elliptiques.

(ii) Si F # Q, l'identité (7) montre que U prend des valeurs intéressantes aux
points spéciaux, mais que la situation est nettement plus compliquée que pour Q
car ces valeurs font intervenir des déterminants d x d de logarithmes de nombres
significatifs, ce qui ne donne pas un accés direct a ces nombres.

(iii) En dehors du cas F = Q, on peut prouver U'identité (7) si |[Clg| = 1,2. Si
|Clg| = 1, cela se réduit a la formule (6), et si |Clg| = 2, on obtient
1hgRy
2hg Ry
ou £+ = + si a est la classe des idéaux principaux et £ = — sinon.

(iv) Le membre de droite de l'identité (7) n’a pas l’air homogeéne car le terme
Rycht(x) est un produit d’un déterminant (d—1) x (d—1) de logarithmes de conjugués
d’unités par le logarithme d’une période, alors que tous les autres termes sont des
déterminants d x d de logarithmes de conjugués d’unités. Nous expliquons ci-dessous
(prop. 14) comment écrire naturellement Ry ht(x) comme un déterminant d x d.

\I/F(CI) = [UK : UF]RKht(X) + = [UK : UF]RKht(X) + %h;{RE

3. Corps CM

Notons Q™ < Q le composé de tous les corps CM et, si K est un corps CM,
notons GSM le groupe Gal(Q“M/K).

Soit €4 V'espace des a : Gq — Z, localement constantes, se factorisant par GEM
telles que g — a(g) + a(cg) soit constante, ol ¢ est la conjugaison complexe (qui
est dans le centre de G%M) Alors €4 contient, comme sous-module d’indice 2, la
somme directe de 'espace des fonctions constantes et de €4, espace des a telles que
a(cg) = —a(g) pour tout g € Gq. Soient C.4° C G et C.#° C €. les sous-espaces
des fonctions centrales.



LA FORMULE LIMITE DE KRONECKER 5

Alors C ® €.#° admet pour base les caractéres d’Artin dont la fonction L ne
s’annule pas en 0. Soient pa et, si s € C, Z(-, s) les formes C-lindaires sur ¢.#°
L' (x,s)
_PArAA L(x,s) '
L’inclusion Q < Q,, induit une inclusion Gq, < Gq, et les formes linéaires ci-dessus
se décomposent sous la forme

HArt = Z HArt,p 1ng7 Z(7S) = Z ZP('vs) logp
peEPL peEP

définies par par(x) = logf, (ou f, est le conducteur de x) et Z(x,s) =

ol fiars,p €t Zp (-, s) sont des applications linéaires sur LC(Gq,, Z), a valeurs dans Q
et Q(p~?) respectivement.
On suppose que ' C K C Q, i.e. que l'on dispose d’un plongement privilégié de

F et K dans Q. Si 0,7 € Hg, soit b o € €4 la fonction sur Gq donnée par la
formule (4

1 sigo=r,
(9) bror(g) =14 —1 sigo=cr,

0 sinon.

On a bK,o‘,T = 7bK,U,CT = *bK,ca,‘r = bK,ca,c‘r-
Si & C Hg est un type CM, soit

bK,U,CP = E bK,o’,T

TED

4. Anneaux de périodes

On fixe un plongement Q — Qp pour chaque p. Notons Byg , I’anneau des périodes
p-adiques. Soit ¥ := {0, p € &} I'ensemble des places de Q. Si v € ¥, on définit B,
par Boo = C et B, = Bgr p, si p € <. Finalement, on pose :

B .= HvBy

Si LC désigne ’espace des fonctions localement constantes, on a des isomorphismes
(BeQ)" = lm (B®L)"=LC(Gq,B")
[L:Q]<o0
On voit 6* comme un sous-groupe de (B ®Q)* en envoyant « sur 1 ®« ; via l'isomor-
phisme ci-dessus, cela correspond & envoyer « sur la fonction localement constante
g — a9. L’injection Q* — LC(Gq,B*) est Gq équivariante, si on fait agir h € Gq
sur LC(Gq, B*) par
(h* ¢)(g) = o(gh)
On note Ug C Q* la limite inductive des Uz. On note UM la limite inductive
des U;, pour F' totalement réel. On définit ¢ : Q* — (B ® Q)* en envoyant \ sur
la fonction g — A9\, et donc L(Q*) n’est pas un sous-groupe de Q < (B® Q)*.

4. Elle est reliée aux ax -, de [3] par la formule bx o7 = K 0,7 — OK,0,cr-
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On note +(Q") le sous-groupe des () vérifiant Up(AIA9) = 0 pour tout g € Gq ; en
particulier, «(Ug) C L(Q)o.
La restriction de ¢ & QM est X — AN car A\°9 = \9¢ pour tout g, si A € UM, 11
sensuit que t((QM)*) € (QM)* et que t((Q°M)*)y c UM c Q" — (B® Q)*.
On dispose d’une application norme normalisée
(10) NM:. BeQ)* - BoQ™*2zQ
définie, via les identifications (B®Q)* = LC(Gq, B*) et (BeQM)* =~ LC(G%M, B*)
par la formule suivante, pour ¢ fixe par G, avec L/Q galoisienne finie, et K plus grand
sous-corps CM de L :

Ny = (T otam)

heGk/GL

(Iexposant 1/[L : K] est la raison pour laquelle on a tensorisé¢ (B ® Q“M)* par Q; on
vérifie facilement que le résultat est indépendant de L grace a cet exposant 1/[L : KJ).
Si A € L*, on a, car K est un corps CM,

H NN = (N e NI (N A = (N e A)(Ny g A)©)?
hGGK/GL

Il s’ensuit que NCM(L(Q*)O) C UM © Q, ce qui induit un morphisme
NM: (B®Q)*/«(Q ) — ((B®QM)*/U™M) 07 Q
induisant Pidentité sur (B @ QM)* /UM c (B ®@ Q)*/1(Q")o.

5. Périodes des variétés abéliennes CM

Si ® € Hg est un type CM, choisissons une variété abélienne X4, définie sur une
extension finie L de K, & multiplication complexe par O, de type CM ®, ayant
bonne réduction partout (c’est possible, quitte & agrandir L). On fixe un modéle 2%
de Xg sur Ok. Sio € Hg, soit H7(Z3) le O -module des w € Hjg(2%) sur lesquels
a € Ok agit par multiplication par o(«). Alors (quitte a agrandir encore L) H?(Z3)
est de rang 1 sur 0, ; on en fixe une base w,, et donc w, est unique & multiplication
prés par un élément de Uyp,.

Sig € Gal(L/Q), on note X, w¥, etc. les objets déduits par extension des scalaires.
Alors X3 est isogéne & X ¢ et wd est une base de H97(2,4). Si u, € H'(X$(C),Z)
notons

(WE, ug)w ::/ wd € B,
u

g
Les formules de Riemann impliquent que
(W3 ug)o Wiy, ug)v = gty

ol ay € Q, et oll to = 2iT et t, est le 2im p-adique de Fontaine.
Les périodes (wg,uq), dépendent de tous les choix entrant dans leur définition;
nous allons les normaliser, grace au théoréme de Deligne [4] sur les cycles de Hodge
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absolus et son avatar p-adique [5, 2, 7, 8], pour qu’elles ne dépendent que de ® et o
(3 une petite indétermination prés). Commengons par remarquer que la conjugaison
complexe ¢ induit un isomorphisme H'(X$(C),Z) = H'(X$’(C), Z).

Lemme 11. — (i) la quantité Per(X,wd,w?,) = (Per, (X, ws,wi))), € B*, ou
(W, ug)o(We?s ¢ ugho

<Wgo'7 ug>v<w§g, C- ug>v

Per, (X3, wd, wd)) :=

ne dépend pas du choiz de ug, et Peroo(X$,w?, w.) est réelle > 0.
(i) Up(Perp(ngWgana)) = 2(Zp(bk 90,99, 0) = partp(br gogo))

Démonstration. — Que Per (X3, wd,wd,) soit réelle > 0 résulte de ce que (wd, ug) oo
et (W9, c- ug)oo sont des nombres complexes conjugués (et de méme en remplagant
o par co). Que Per(X3, w?, wg ) ne dépende pas de u, est le contenu de [3, lemme
I1.2.1] : cela résulte de ce que H*(X3(C),Z) est un K-module de rang 1, et que le
résultat est vecteur propre pour l'action de K pour le caractére go + cgo — gco — cgco
qui est trivial puisque ¢ commute a tout.

Pour prouver le (ii), on utilise le (i) de [3, th.IL.1.1] selon lequel,

UP(<O‘)<%,J’ u)p) = ”p(wgab,gg) + Zp(ak go,g0,0) — Hart,p(aK go,go)

si u est un générateur du Z, ® Ox-module T,,(XJ) (et idem pour les autres termes).
On a imposé v,(wg) = 0 en prenant une base de H?(%Z3), et comme le résultat ne
dépend pas du choix de uy, on peut supposer que u, est un générateur du Z, ® Og-
module T),(X$) (et idem pour les autres termes). Le résultat est alors une conséquence
de la linéarité de Z,(-,0) et parsp, et des relations bx go. g0 = K go,gd — GK,gco,gd €L
bK,cgo',cg<I> = bK,go’,g‘I)- O

Théoréme 12. — (i) Il existe une unique application multiplicative
Q: 6l (B Q) /(@)
vérifiant, pour tous K corps CM, ® C Hg type CM, 0 € Hi et g€ Gq :
Qbk,0,0)(g) = Per(Xg, w§, wl,)
(ii) L’application multiplicative

QM =NMoQ:a# — (BaQ™)*/UM) 2z Q
est Gq équivariante (i.e. h* QCM(b) = Q°M(h - b), avec (h - b)(g) := b(h~'gh)), et
coincide avec Q dans (B ® Q)* @z Q)/L(Q*)O

Démonstration. — Commengons par remarquer que le membre de droite est un élé-
ment bien défini de (B2Q)*% / L(Q*)O : on ne peut changer w, et w., que par multiplica-
tion par des éléments A, A, de Uy, ce qui multiplie Q(bx o.a)(g) par (AA;1)9(ANS1)<9.
Si on remplace L par une extension, le résultat ne change pas. Enfin, si on rem-
place X¢ par une variété isogéne X}, l'isogénie o : X¢ — X} fournit A\, € L* pour
v = 0,c0, tels que a*wy, , = Aw,. Si A = A AL, alors Per((Xg)Y, (w))?, (Wi,)?) =
NN9Per(XJ,wl,wi)) et on a v,(AIAY) = 0 pour tous g et p, grace au (ii) du
lemme 11.
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Maintenant, 'unicité est immédiate car les bx , ¢ engendrent le Z-module €/ .
Passons a la preuve de l'existence. Il s’agit de vérifier que les relations satisfaites
par les b » ¢ le sont encore par les Q(bg »a). Ces relations sont engendrées par les
relations suivantes :

0 bx oo = —bK cod-

e Si h: K' — K est un isomorphisme, alors b o on = VK 0.0-

e Si K C KI, on a bK’,a’,<I>’ = bK’J’q> sioc = J\/K et @ = {T € Hg, TIK S (P}

eSi) P = Zj <I>;, alors ) . bi 0.0, = Zj bK’U’q,;,.

La formule Q(bk 5.0) = Q(bk co,0) " est immédiate sur la définition, et l'identité
Qbg’ on,on) = QUbk o) est la traduction de ce que Xk ¢ est aussi & multiplication
complexe par K’, de type CM ®h ; les deux premiéres relations sont donc préservées
par .

La troisiéme identité a vérifier résulte de ce que Xk ¢ est un produit de [K' : K]
variétés abéliennes isogénes & X ¢ (écrire un idéal de Ok, vu comme Ok-module,
sous la forme d’une somme directe d’idéaux de O ). Cela fournit une égalité & mul-
tiplication prés par A9\, avec \ € Q*, et on montre que \ € L(Q*)O en constatant
que v,(AIN9) = 0, pour tous p et g, grace au (ii) du lemme 11.

11 reste la derniére identité a vérifier (c’est aussi la plus délicate). Si ¥ est un type
CM de K, notons h'(¥) le le motif de Hodge absolu associ¢ & H'(Xy). Alors h' ()
est derang 1 sur K. Si ), &, = Ej @’ et siles Xy pour ¥ = ®;, @’ sont définies sur
L, le théoréeme de Deligne fournit un isomorphisme ®;h'(®;) = @;h'(®)) de motifs a
coefficients dans K, définis sur L. Il existe alors A, € L* tel que (®;wi ) = A (®jwj o),
siv=o0,co (ce A, dépend du choix des w,).

SiA = NaA; ! alors [, Per(X3 ,wf,,wf ) = MA9T], Per(Xg);_,wg w? ), pour

1,00 7 1,co 3,00 j,ca)
tout g € Gq. Pour conclure, il reste & vérifier que ¢(\) € L(Q*)o ou, autrement dit,
que v, (AIAY) = 0 pour tous p et g; cela résulte du (ii) du lemme 11 et de la linéarité
de Z,(-,0) et pare,p-

Ceci prouve le (i); prouvons le (ii). Si K’ est le plus grand sous-corps CM de L,
alors K C K' et

(O (brc0))9) = ( H Per((X2)7, (wh)?, (wfg)g)) VIL:K
heGk//GL

Or les X2 sont toutes isogénes a Xg (car h® = @), et donc

Per((X3)?, (wh), (ls)?) = (Qbk.02))(g) mod «(Q")o

pour tout h € Gk//Gy,. Le second énoncé du (ii) s’en déduit.
Il reste a vérifier la Gq-équivariance, et il suffit de la vérifier pour les bx . Celle-ci
résulte des identités b none = h - br o0 €t

(QM(bx.0,0)) (9h) = Pex(X§", wi"", wly) = Per(Xflg, i, %,,) = (QM (bxnone))(9)

Ceci termine la preuve du théoréme. O
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6. Un régulateur augmenté

Notons (C®QM)* Tensemble des ¢ € LC(GGM, C*) vérifiant ¢(cg) = ¢(g) € R,
pour tout g. Le (i) du lemme 11 implique que la composante QM de QM (i.e. sa
projection sur ((C®Q)*/UM)®7Q) est & valeurs dans (C®QM)% /UM)®2Q.

Lemme 13. — Soit K un corps CM.
) QM (bg iq5d) admet un relévement Qoo (K) € (C® QM)* invariant par GEM.
) ,21d, + K
(ii) Qoo (K) est unique a multiplication pres par un élément de U @ Q.

Démonstration. — Remarquons que h - b id,id = bkid,id Si h € G?{M. Il s’ensuit que
tout relévement de QSOM (b{{,id,id) est invariant par G%M modulo UM ® Q. Partons
donc d’un tel relévement Q.. (K); il est invariant par G ott L C K est un corps

CM. Mais alors
- 1/[L:K]
IR Qm(K)>
heGSM /GEM

est invariant par G%M et est un relévement de QSOM(b K,id,id) puisque chacun des termes
du produit en est un. Ceci prouve le (i).

Le (ii) est une conséquence du fait qu'un élément de UM @z Q fixe par G¢M
appartient a U;g ®Q (c’est immédiat si on ne tensorise pas par Q, et on peut toujours

élever notre élément & une puissance entiére pour passer de UM @z Q a UM). O
Comme Q. (K) est invariant par G?{M, on peut le voir comme un élément de
(R%)#x ou encore comme un élément de (C ® K)*. Vu dans (R*)#%, on a

Qoo (K) ~ (ngM(bK,a,U))UEHK

Proposition 14. — Soit vy,...,v4—1 formant une famille libre dans Uk, alors
1
Riht(x) = det(Log|v1 |2, ... Loglvg_1]?, Log(Que (I
() = ol det(Logl ... Logfuanr*, Log(e (K)|
Démonstration. — Remarquons que le membre de droite ne dépend pas du choix de

Qs (K) puisque cette quantité est unique a multiplication prés par un élément de
U; ® Q, dont le logarithme est une combinaison linéaire des autres colonnes.

Si on fait la somme des lignes, tous les termes sont 0 sauf le terme de la derniére
colonne qui vaut log(Ng Q€ (K)). Vu la définition de Ry, il suffit de vérifier que
1og(N/q€2eo (K)) = ht(x).

La fonction bg jq,ia est nulle en dehors de Gy et coincide avec x sur Gp. Si h € Gq,
on a bK,h~id,h~id = bK7id,id(h71gh)- On en déduit que deHF bK,a,a = Indg(ﬁx. En
particulier, > iy DK,0,0 est une fonction centrale, et donc l'identité que 'on cherche
a démontrer est un cas particulier du dernier point de la prop. 16. O

7. Périodes absolues

Comme dans le th. 12, on fait agir Gq sur €.#_ par conjugaison intérieure sur la
variable : (h-a)(g) = a(h~'gh). Sia € €4, on note I'(a) C Gq le stabilisateur de a,
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T
et on pose F(a) = Q . (alors F'(a) est totalement réel car 'action de Gq sur €4
se factorise par GgM dans lequel ¢ est central).

Remarque 15. — (i) a € 6.0 si et seulement si F(a) = Q.
(ii) Si h € Gq/T(a) = Hp(a), alors T'(h-a) = hI'(a)h™' et F(h-a) = F(a)".

=l

Sia € 4., choisissons un relévement Qo (a) de QSM (a) dans (C® QM)* comme

ci-dessus. Il existe alors un corps CM K tel que Qoo(a) soit fixe par GZM. On pose,
comme ci-dessus,

Qb8 () = ( H - Qoo(a)>1/[K:F(a)]

heGR /GRM

Proposition 16. — (i) Q2b%(a) est fize par Ggl(\g) et ne dépend pas, a multiplication
prés par un élément de U;(a) ®z Q, du choiz de Qo (a).
(ii) Qs : €. — R* vérifie les propriétés suivantes :
o sia € G, alors Q23(a) a pour image QM (a) mod UM 2z Q.
o Q3% (atd) = (NF(a,b)/F(a+b)(legs(G)Qg]cos(b)))l/[F(a’b):F(aer)] mod U;(Hb)@Q-
o SiacCnO, alors 02P%(a) = expht(a).

Démonstration. — Le (i) est immédiat ainsi que les deux premiéres propriétés du (ii).
La derniére est juste un exercice de traduction entre la définition de ht (cf. [3, th.0.3])
et celle de Q255 : les deux font intervenir une moyenne des Pero(X$,wd, w?)) (noté
[(wg, wd, , Ug)oo|oo dans [3]), et les facteurs v, (wd) — vp(wl,) qui apparaissent dans la
deéfinition de ht de [3] sont 0 dans cet article grace a notre normalisation des w,. O

Remarque 17. — Yoshida [10] a énoncé une conjecture donnant une formule pour
des variantes de QSM (bk ,.-) en termes des fonctions Gamma multiples de Shintani
mentionnées dans [3, §0.7]. Notons que les variantes qu’il considére sont aussi définies
“4 une unité pres”.

Appendice A

La conj. 0.4 de [3], combinée avec le (ii) du th. 0.3 de [3], fournit une formule conjec-
turale pour la hauteur de Faltings d’une variété abélienne a multiplication complexe
par 'anneau des entiers de son corps de multiplication complexe. On peut se de-
mander “quelle portion” de la conj.0.4 découle de la conjecture sur les hauteurs de
Faltings; la prop. 18 ci-dessous montre que c’est “la moiti¢” (par contre, la conjecture
“en moyenne”, démontrée dans [1, 11|, ne fournit qu'une toute petite partie de cette
conj.0.4).
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On note a + a° la projection de Q ® €4 sur Q @ C.#° ; elle envoie Q ® C.A.
dans Q ® €#°. Si K est un corps CM et ® C K est un type CM, on pose %)
Br.o = ZU’TE(D bk o.r OU bi o+ est définie par la formule (9).

Proposition 18. — Le sous-espace de Q @ C.#° engendré par les B%’q) est l’espace
des fonctions paires de Q @ C€.#° (i.e. (g~') = ¢(g), pour tout g € Gq).

Démonstration. — On a by (97 ') = bk +,(g); on en déduit que Bg ¢ est paire.
Comme symétriser une fonction paire donne une fonction paire, B%’@ est aussi paire.
Pour la méme raison, il suffit de vérifier que le sous-espace de Q ® €.Z_ engendré par
les Bi o est I'espace des fonctions paires de Q @ €.

Maintenant, les bx » - engendrant Q ® €4, les by ».r + bk - forment une famille
génératrice de l'espace des fonctions paires de €.

Si on écrit ® = ¥ U {«, 8}, on fabrique des types CM

(1)00 = ‘b, @01 = \IJ L {Oé, Cﬁ}, @10 = \I/ L {ca,ﬂ}, (1)11 = \I/ LJ {CO&,Cﬂ}
Alors
Bk @y, — Br,010 — Br,001 + Br,01, = 4(bk,a,8 + UK 8,0)

On en déduit que I'espace engendré par les Bi ¢ contient une famille génératrice de
I’espace des fonctions paires de Q ® €4, ce qui permet de conclure. O

Remarque 19. — Il est facile d’écrire une fonction paire comme combinaison linéaire
de 1 et des bg o,r + bk o ; la preuve de la proposition fournit une formule permettant
de transformer une telle expression en une combinaison linéaire des Bg ¢ (ou des
Ak e, cf. note 5). Projeter sur ¢€.#° fournit une expression d’une fonction centrale
paire comme combinaison linéaire des AY .

Références

[1] F. ANDREATTA, E. GorEN, B. HowarD, K. MADAPUSI PERA, Faltings heights of abe-
lian varieties with complex multiplication, Ann. of Math. 187 (2018), 391-531.

[2] D.Brasius, A p-adic property of Hodge classes on abelian varieties, Proc. Sympos.
Pure Math. 55, Part 2 AMS, 1994, 293-308.

[3] P.CoLMEZ, Périodes des variétés abéliennes a multiplication complexe, Ann. of
Math. 138 (1993), 625-683

[4] P.DELIGNE, Hodge cycles on abelian varieties, Lecture Notes in Math. 900, pp. 9-100,
Springer-Verlag, 1982.

[5] R.GILLARD, Relations monomiales entre périodes p-adiques, Invent. Math. 93 (1988),
355—-381.

[6] A.OBuUs, On Colmez’s product formula for periods of CM-abelian varieties, Math.
Ann. 356 (2013), 401-418.

5. On a Bk.o(9) = 24k,0(g9) — |®], et la projection A% 4 de Ak ¢ est la fonction relice a
la hauteur de Faltings de X dans [3]. En particulier, la conjecture pour les hauteurs de Faltings

équivaut a ht(BY, ;) = Z(BY% 4,0) pour tous K et ®.



12 PIERRE COLMEZ

[7] A.Ocus, A p-adic analogue of the Chowla-Selberg formula, Lecture Notes in
Math. 1454, pp. 319-341, Springer-Verlag, 1990.

[8] J.-P. WINTENBERGER, Torseur entre cohomologie étale p-adique et cohomologie cris-
talline ; le cas abélien, Duke Math. J. 62 (1991), 511-526.

[9] T.YaNG, Arithmetic intersection on a Hilbert modular surface and the Faltings height,
Asian J. Math. 17 (2013), 335-381.

[10] H.YosHIDA, On absolute CM-periods. II, Amer. J. Math. 120 (1998), 1199-1236.

[11] X.YuaN, S.ZHANG, On the averaged Colmez conjecture, Ann. of Math. 187 (2018),
533-638.

Pierre CoLMEz, C.N.R.S., IMJ-PRG, Sorbonne Université, 4 place Jussieu, 75005 Paris, France
E-mail : pierre.colmez@imj-prg.fr



