SERIE PRINCIPALE UNITAIRE POUR GlL,(Q,) ET
REPRESENTATIONS TRIANGULINES DE DIMENSION 2

par

Pierre Colmez

Résumé. — Cet article s’inscrit dans le cadre d’une hypothétique correspondance de Langlands p-
adique. Notre but est d’établir une bijection naturelle entre la famille des représentations triangulines
irréductibles de dimension 2 de %q, et la « série principale unitaire » pour GL2(Qp). Ces deux
familles sont paramétrées par la méme variété analytique %, décrite ci-dessous, et la bijection
précédemment mentionnée fait correspondre les représentations V(s) de 9q, et II(s) de GL2(Qp)
attachées a s € .%,. La correspondance ainsi obtenue est mieux qu’une simple bijection entre deux
familles d’objets : si s € %, on dispose de constructions naturelles donnant une description du
dual TI(s)* de II(s) a partir de V (s).
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Introduction

0.1. Notations

On fixe une cloture algébrique Qp de Qp, et on note Yq, = Gal(Qp /Qp) le groupe de Galois
absolu de Q, et Wq, C 9q, son groupe de Weil (qui est dense dans ¥%q,). Si g € Wq,, on
note deg(g) € Z l'entier défini par g(z) = S W F,. Soit x : 9q, — Z5 le caractere
cyclotomique. Si Fioo = Qp(Hye), alors g, = kerx = Gal(ap /Fx), ce qui permet de voir y
aussi comme un isomorphisme de I' = 9q,,/Hq, = Gal(F/Qy) sur Z.
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Soit 9\(14) I'ensemble des caractéres continus ¢ : Q; — L*. La notation est justifice par le
fait que é\(L) est I’ensemble des points L-rationnels d’une variété analytique 7. On note juste

x € :7\(L) le caractére induit par I'inclusion de Q) dans L, et |z| le caractére envoyant x € Q;;
log d(u)
logu

sur p~ (@) Si § e é\(L), on note w(d) son poids, défini par w(d) =
une racine de 'unité.

ou u € Zy n'est pas

L’abélianisé Wg; de Wq, est isomorphe a Q d’apres la théorie locale du corps de classes, ce
qui permet de voir un élément de .7 (L) aussi comme un caractére continu de Wq,. De maniére

explicite, si g € Wq, et § € :?\(L), alors d(g) est défini par la formule
5(9) = 8(p)~ ¥ W5(x(9))-

Si 0 est unitaire (i.e. si vy(d(p)) = 0), alors d se prolonge par continuité a ¥q,, ce qui permet
aussi de voir 6 comme un caractére de 9q,,, et w(0) est alors le poids de Hodge-Tate généralisé
de §. Par exemple z|x|, qui est unitaire, correspond au caractére cyclotomique x ; son poids est 1.

0.2. L’espace des paramétres %,

On note (01, 02) un élément générique de T x 7, et on deﬁmt . comme la variété analytique
obtenue en éclatant 7 x 7 le long des sous-variétés 51(5 = 2'|z|, pour i entier > 1 et des
~i pour i entier > 0. On a donc une projection de . sur T x 7 dont les
fibres sont en général réduites & un point et isomorphes a P! dans le cas contraire. On note

variétés 610, L=y

un élément générique s de (L) sous la forme s = (d1,82,.%), oit £ = oo € P°(L) si la fibre
au-dessus de (81, d2) est réduite & un point, et .2 € P!(L) sinon.
On note ., le fermé de . constitué des s vérifiant les conditions

0p(61(0) + vp(02(p) = 0 ot v, (81(p)) > 0.

Si s € .74 (L), on associe a s les invariants u(s) € Q4 et w(s) € L définis par

u(s) = vp(01(p)) = —vp(02(p)) et w(s) = w(b1) — w(da).

On partitionne .4 sous la forme ., = .8 [[ZFS [[ 7 [[ 709 .70, on
o % est I'ensemble des s tels que w(s) ne soit pas un entier > 1;
o /" est 'ensemble des s tels que w(s) soit un entier > 1, u(s) < w(s) et £ = 00}
o .5 est 'ensemble des s tels que w(s) soit un entier > 1, u( ) <w(s) et L # o0;
o 79" est 'ensemble des s tels que w(s) soit un entier > 1, u(s) = w(s);
o .71 est 'ensemble des s tels que w(s) soit un entier > 1, u(s) > w(s).

7 “eris”, “st”, “ord” et “ncl” sont respectivement censés faire

77,

Remarque 0.1. — Les exposants “ng”,

7 N4

penser & “non géométrique”, “cristalline”; “semi-stable”, “ordinaire” et “non classique”. Cette termi-
nologie vient de la classification des reprebentatlonb galoisiennes associées aux formes modulaires

surconvergentes.

On partitionne aussi .4 sous la forme . = .7 [[ L%, ou

o ./ est 'ensemble des s tels que u(s) =0;

o .7, est 'ensemble des s tels que u(s) > 0.

Si truc € {ng, cris, st, ord, ncl} et machin € {+,0, %}, on note .Z1 . Tintersection de /"¢
et Pmachin- En particulier, les ensembles .7 ord g 2 nel gont vides.
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Finalement, on pose .Z, = .78 [[ S ] 75t

0.3. (¢,I')-modules

Soit #Z Panneau de Robba, et soit &1 le corps des éléments bornés de Z. Les anneaux &' ¢ %
sont munis d’actions du frobenius ¢ et de I' commutant entre elles.

Un (¢,T)-module sur & ou Z est un module libre de type fini muni d’actions semi-linéaires
de ¢ et de I' commutant entre elles, telles que ¢(D) engendre D (en tant que module sur & tou
Z). Un (p,I')-module sur Z est triangulable si c’est une extension successive de (¢, I')-modules
de rang 1 sur Z.

La classification des (i, I')-modules triangulables de rang 2 se rameéne, par définition, & celle
des (i, F)—I/n\odules de rang 1 et de leurs extensions, ce qui fait 'objet du théoréme 0.2 ci-dessous.

Sid € (L), on note Z(6) le (p,I') module obtenu en multipliant l'action de ¢ sur & par
d(p) et celle de v € I" par d(x(7)). On a alors le résultat suivant.

—

Théoréme 0.2. — (i) Si D est un (p,I')-module de rang 1 sur X, il existe un unique § € 7 (L)
tel que D = Z(0).

(ii) Sid1,02 € </7\(L), alors Ext!(%(52), #(61)) = Ext'(#, #(6105 ")) est un L-espace vectoriel
de dimension 1 sauf si 5152_1 est de la forme =, avec i entier > 0, ou de la forme |x|x!, avec i
entier > 1; dans ces deux cas, Ext'(%(52),%(81)) est de dimension 2 et ’espace projectif associé

est naturellement isomorphe ¢ P(L).

Soit ,57/(L) I'ensemble des s = (61,92, h), ot 61,92 € ﬁL) et h € Ext! (%2, %(610,")). Si s €
ﬂL), on note D(s) 'extension de % (d3) par Z(61) définie par h. Si o € L* et si s’ = (41, dg, ah),
les (p,T')-modules D(s) et D(s’) sont isomorphes, ce qui fait que 'espace des parameétres naturels
pour décrire les (¢, I')-modules non irréductibles de rang 2 sur & est le champs analytique
5// G,,. La variété analytique . introduite ci-dessus correspond & 'ouvert « h # 0 » des (¢, I')-
modules non scindés.

0.4. Représentations triangulines

Rappelons que la catégorie des L-représentations de 9q,, est équivalente [27, 11] & la catégorie
des (¢,T')-modules étales sur &T. Par ailleurs, Kedlaya a établi [28] I'existence d'une filtration
par les pentes pour les p-modules sur Z; cette filtration est ’analogue de la décomposition
de Dieudonné-Manin. Une conséquence de ce théoréme de Kedlaya est que la catégorie des L-
représentations de ¥q, est aussi équivalente a la catégorie des (¢, I')-modules sur % qui sont M
de pente 0.

Si V est une L-représentation de %q,, on note DT(V) et Dyig(V) = Z @g: DT(V) respec-
tivement les (¢, I')-modules sur & T et % qui lui sont associés. On dit que V est tm‘anguline@)
si Dyig(V') est triangulable. La classification des représentations triangulines de dimension 2 est
donc équivalente a celle des (¢, I')-module triangulables de pente 0 ; elle repose sur le théoréme 0.2
et le théoréme de Kedlaya dont un certain nombre de conséquences immédiates sont résumées
dans la remarque suivante.

WUn p-module D sur Z est de pente 0, ’il contient un p-module A étale sur &' tel que 'on ait D = % AN
le module A est alors unique d’aprés le théoréme de Kedlaya.
) Le triangle est un instrument de musique dont le son (triangulin (7)) est presque cristallin...
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Remarque 0.3. — (i) Si 6 € 7 (L), la pente de Z(J) définie par Kedlaya est v,(d(p)). Un des
points cruciaux pour ce qui suit est qu'une extension de (¢,I')-modules peut fort bien étre de
pente 0 sans que les deux morceaux le soient, mais alors les extensions sont dans le sens opposé
& celui permis par le théoréme de Kedlaya.

(ii) Le cas scindé n’est pas trés passionnant : le module D(s) est de pente 0 si et seulement
si les deux caractéres 01, d2 sont unitaires, la représentation V(s) qui lui correspond est alors la
somme directe de d1 et d9 vus comme des caractéres de %Qp.

(iii) Dans le cas non scindé, si D(s) est de pente 0, alors son déterminant est de pente 0 et
Z(01) est de pente > 0 La premiére de ces conditions se traduit par v,(d1(p)) + vp(d2(p)) = 0 et
la seconde par v,(d1(p)) > 0. Une condition nécessaire pour que D(s) soit de pente 0 si s € .77
est donc que s € .#;. Cette condition n’est pas suffisante mais presque, comme le montre le (i)
du théoréme 0.5 ci-dessous.

Si s € .7, est tel que D(s) est de pente 0, on note V(s) la L-représentation de ¥q, qui lui est
associée. Cette représentation est trianguline par construction. Réciproquement, le théoréme 0.2
et la discussion précédente montrent que, si V' est trianguline, alors il existe s € . tel que D(s)
soit de pente 0 et V =V (s).

Remarque 0.4. — Le cas ou s = (01,02, .Z) € S n’est pas spécialement passionnant car alors
01 et 09 sont unitaires et V(s) est une extension de d2 par d; dont la classe est déterminée par
Z. En particulier, V(s) n’est pas irréductible.

Théoréme 0.5. — (i) Si s € Fx, le module D(s) est de pente 0, sauf si s € .72, auquel cas
les pentes sont u(s) — w(s) et w(s) — u(s).
(ii) Si s € S, alors V(s) est irréductible. Si s € £, alors V (s) (tordue par un caractére
convenable) devient ordinaire sur une extension abélienne de Q, et n’est donc pas irréductible.
(iii) Si s = (01,02,.%L) et s = (87,85, L") sont deux éléments distincts de Sy, alors V(s) =
V(s') si et seulement si 5,8 € S et §f = 2¥5)5y, 6 = 27 G)6y.

Remarque 0.6. — L’application s = (81, 02,00) > s' = (x%(5)5y, 27%()§;, 00) est une involu-
tion de 7S

Pour décrire les propriétés de V(s), quand elle existe, il est plus agréable de supposer que
la restriction de 6; & Zy est triviale. On peut facilement en déduire ce qui se passe dans le cas
général en tordant par un caractére de la maniére suivante. Si § € ?(L), on note §° € é\(L) le
caractere dont la restriction a Zj coincide avec celle de 4 et qui vérifie § (p) = 1; en particulier, 6"

est unitaire ce qui permet de le voir comme un caractére de 9q,,. Si s = (41,062,.2) € Sy —.7 nel
alors 80 = (01(69)71,02(69)71, L) € . — .2 et on a V(s) = V(s°)(6?).

Remarque 0.7. — Les poids de Hodge-Tate de V(s) sont w(d1) et w(dz); ceux de V(s?) sont
0 et —w(s).

Théoréme 0.8. — (i) Soit s = (61,02,L) € S tel que la restriction de 61 a Zy soit triviale.

o Sisc S— 0 = A 1[50, le L-espace vectoriel Deis(V(5))9=®) est non nul.

o Sis € .S alors V(s) devient cristalline sur une extension abélienne de Qp et Dpst(V (s))
est, en tant que représentation de Wq,,, la somme des deuz caractéres associés a 61 et ()5, sauf
st ces deux caractéres sont égaur, auquel cas c’est I’extension non triviale de ces deux caracteres.



6 PIERRE COLMEZ

o Sis € 7 alors V(s) est semi-stable; le module Dy (V') est, en tant que représentation
de Wq,, la somme des deur caractéres associés a 61 et 2%y, et le parametre de Fontaine-
Mazur |31] de la filtration est £ .

(ii) Soit V' une L-représentation irréductible de dimension 2 de 9q, dont les poids de Hodge-
Tate sont 0 et w € L, et telle qu’il existe o € L* avec vy(a) > 0 et (BL, @, V)Pape=a £ (.
Alors il existe s = (01, 02,.L) € L tel que 61 soit trivial sur Zy;, 01(p) = a et w(s) = —w, et tel
que V=2V (s) (resp. V=2V (zV61, 0 V6, L)) si 5 € Ly (resp. sis € .72). De plus,

o V devient cristalline sur une extension finie de Q, si et seulement si s € B

o V est semi-stable si et seulement si s € .75,

Remarque 0.9. — (i) Il résulte de ce qui précéde qu'une L-représentation cristalline de dimen-
sion 2 de ¥q, est trianguline si et seulement si les valeurs propres de ¢ sur De,is(V) appartiennent
a L, et qu'une représentation semi-stable de dimension 2 de 9q, est trianguline.

(ii) D’aprés un théoréeme de Kisin [29], les représentations attachées aux formes modulaires
surconvergentes vérifient ’hypothése selon laquelle il existe v € L* avec vp(a) > 0 et (BY, @1
V)gQP"":a soit non nul. Ceci nous fournit un morphisme z — s(z) de variétés analytiques de la
courbe de Coleman-Mazur [14| dans .}, mais il se passe quelque chose d’un peu bizarre dans
le cas ot s = s(z) = (61, 09,.2) € .2 (i.e. dans le cas oil = correspond & une forme de poids
entier > 2 qui n’est pas classique) puisque la représentation V' (s) n’existe pas. La représentation
V, est alors V(s'), ot s = (§;27%), 520) | #). Notons que V(s') a un comportement trés
analogue a celui que devrait avoir V (s) puisque ses poids de Hodge-Tate sont 0 et —w(s), et la
valeur propre de ¢ sur D¢s(V(s')) est d1(p); sa particularité est que les poids de Hodge-Tate
sont « dans I’autre sens » car Deis(V (s')) est inclus dans Fil*®). (Voir le (v) de la rem. 0.13
pour d’autres commentaires.)

0.5. Représentations de GL»(Q,)

Si £ € L, on note log s le logarithme normalisé par log,p = £, et si £ = oo, on définit
log & par log., = vp; on a donc log,, () = lim g, £ log o ().

Si s = (01,02,Z) € L4, on note ds le caractére (x|x])_151551. Remarquons que, si s € %%, on
ne peut avoir .Z # oo que si J, est de la forme z?, avec i € N. On associe & s les représentations
B(s), M(s) et II(s) de GL2(Q,) définies de la maniére suivante.

e B(s) est 'ensemble des ¢ : Q, — L de classe €™*) telles que x — &5(2)p(1/x) se prolonge
en une fonction de classe €*(*) en 0. L’action de (¢ Z) € GL3(Q,) est donnée par la formule

am—i—b)
cx+d’

pxs (2 ) (x) = 07" (ad — be)ds(cx + d)g(

e Si 5 n’est pas de la forme 2%, avec i € N, on prend pour M (s) I’espace vectoriel engendré
par 1, et les d5(z — a), pour a € Q,.

Si 65 = x%, avec i € N, on note M(s) l'intersection avec B(s) de I'espace vectoriel engendré
par les 0s(x — a) et les ds(x — a)log g (z — a), pour a € Q.

—_—

e Finalement, si s € .%, on pose II(s) = B(s)/M(s), ou M(s) désigne 'adhérence de M (s)
dans B(s).
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Remarque 0.10. — Si s = (01,02,.%) € S, on a M(s) = 0, mais il ne semble pas qu'il
faille prendre II(s) = B(s) si on veut étendre la correspondance de Langlands p-adique aux
représentations de ¥q, qui ne sont pas irréductibles. En fait, le cas des représentations ordinaires
(cf. [9]) suggere que le bon espace a considérer pour II(s) doit étre une extension de B(s) par
B(¢), ou ¢’ = (d2,01,.2).

Compte-tenu de la remarque ci-dessus, nous nous restreindrons au cas s € .%%. L’énoncé
ci-dessous devrait étre un théoréme dans un futur trés proche (cf. (i) de la rem. 0.13).

Théoréme 0.11. — (i) Si s = (01, 02,.L) € S, alors T(s) # 0 et est unitaire sauf si s € .72
De plus,

o 5i s € Sy, alors I1(s) est irréductible et admissible,

o sis € SN2 alors TI(s) nlest pas irréductible : si s' = (x=%)§y, 2%) 6y, L), alors
(%)w(s) induit un morphisme GL2(Q,)-équivariant de B(s) dans B(s') tuant M(s), et II(s)
est une extension de B(s') par ladhérence de l'image des fonctions localement polynomiales de
degré < w(s) dans II(s).

(i) Si s = (01,02,-%L) et s = (01,05,L") sont deuz éléments distincts de Sy, alors il existe
un morphisme GLa(Qp)-équivariant non nul TI(s) — TI(s') si et seulement si s,s' € ST et
8 = xv)gy, 8 = x5y

En vue d’une hypothétique correspondance de Langlands locale p-adique, le parallélisme entre
les résultats du théoréme 0.8 concernant les L-représentations de ¥q, et ceux du théoréme 0.11
ci-dessus est assez frappant. Ce qui est encore plus frappant, est qu’il semble difficile de démon-
trer directement le théoréme 0.11 sans utiliser le théoréme 0.12 ci-dessous pour le déduire du
théoréme 0.8, via la théorie des (¢, I')-modules.

Rappelons qu'un (¢, I')-module étale D est muni d’un inverse a gauche ¥ de ¢ commutant a
P’action de I'. L’ensemble 1)~>°(D), des suites bornées z = (2(™),cz d’éléments de D vérifiant
w(:v(”ﬂ)) = 2™ quel que soit n € Z, est alors muni d’une action naturelle du sous-groupe
mirabolique (§ 7) de GL2(Qp), définie en utilisant les actions de ¢, T' et la structure de &1 [[T]]-
module de D.

Théoreme 0.12. — Si s € Sy, alors le (§ 7)-module =°(DT(V(s))) est naturellement iso-
morphe au dual I1(s)* de II(s).

Remarque 0.13. — (i) La démonstration de ce théoréme n’est pas encore complétement rédi-
gée. On a Sy, = L [[ LS 75 Le cas s € 75 a été traité dans [22], et la démonstration
a été adaptée par Berger et Breuil [3] pour traiter le cas ot s € .Z& est tel que 85zt w(8) est
trivial sur Zy (sauf les cas exceptionnels®)...) ; le cas s € .7 est particuliérement intéressant
car c’est le seul ot des isomorphismes non triviaux apparaissent (cf. (ii) du th. 0.11). La démons-
tration dans le cas .%® présente de grandes similarités avec celle du cas s € .75, les nouveautés
se trouvant plutot dans la construction des (o, T')-modules Df(V(s)) que dans la construction
de l'isomorphisme du théoréme 0.12. Il reste donc a traiter, a torsion prés par un caractére, les

11 y a deux cas exceptionnels un peu embétants, & savoir les s € &% qui vérifient soit 6105 ' = |z| 2 () (et
donc & = z*)71), soit 810, 1 = 2 (et donc §s = ¥ (z|z|)~!). Le premier de ces cas correspond au cas
ou la représentation de Wq, associée a la représentation cristalline V(s) (tordue par un caractére) est « non
générique » ; le second correspond au cas ol cette représentation n’est pas semi-simple.
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cas exceptionnels et les cas correspondant, du coté galoisien, aux représentations non cristallines,
mais devenant cristallines sur une extension abélienne de Q. Il ne semble pas y avoir de vrai
obstacle...

(ii) Comme nous l'avons signalé plus haut, la correspondance de Langlands locale p-adique
semble devoir s’étendre [9] au cas s € #°; I'intérét de ce cas est que les représentations ne
sont plus irréductibles.

(iii) Le module II(s)* est muni d’une action de GL2(Q)). Il serait trés intéressant de pouvoir
lire, directement en termes de (¢, I')-modules, I'action de GL2(Q,) que I'isomorphisme ci-dessus
induit sur ¢=°°(D(V(s))). Comme on sait déja lire ’action du sous-groupe mirabolique, il « n’y
a que » ’action de ((1) (1)) qui reste 4 comprendre.

(iv) L’idée selon laquelle la correspondance de Langlands locale p-adique pouvait s’étendre a
toute la série principale unitaire et pas seulement au cas localement algébrique a été inspirée par
I’espoir que cette correspondance se comporte bien en famille. Cet espoir s’est trouvé confirmé
(au moins dans le cas de la série principale) par les résultats de [3| qui, réinterprétés en termes
de caracteres de Q, au lieu de valeurs propres de frobenius, faisaient ressortir un parallélisme
éclatant avec ceux de Kisin [29].

(v) En vue d’une correspondance de Langlands locale p-adique en famille, le cas de s € Yj_‘d
pose un petit probléme (cf. (ii) de la remarque 0.9). Une maniére de remédier a ce probléme serait

_w(s) w(5)52, OO)

de définir V(s) et II(s) comme étant respectivement V (s') et II(s"), ou ' = (x 0, x
si s = (01, 02,00) € Y};el. Du point de vue des représentations de GL2(Q)), cela se justifie de la
maniére suivante. Définissons le sous-espace M (s) de B(s) comme étant

e 'espace vectoriel engendré par les 27, pour 0 < j < u(s) et les (r — a)7és(z — a), pour
a€Qpet0<j <u(s),si ds n'est pas de la forme 2, avec i € N;

e l'intersection avec B(s) de I'espace vectoriel engendré par les 2/, pour 0 < j < i et les
(z — a)ds(z — a) logy(x — a), pour a € Q, et 0 < j < u(s) = %, si ds = 2%, avec i € N.

Si s € 4, la fonction a — 6s(z—a) (resp. a — 0s(x —a)log o (z —a)) est une fonction sur Q,,
a valeurs dans B(s), qui est de classe 67 si j < u(s). La dérivée j-iéme de cette fonction est de la
forme ¢,(j)(z —a) ™/ 0s(x—a) (vesp. ¢, (j)(z —a) 7 0s(x—a) +cs(j)(x —a) Ids(z —a) log » (v —a)),

ol ¢(j) est une constante non nulle sauf si w(s) € {1,...,7}. On en déduit que M (s) est aussi
Padhérence de M (s) dans B(s) si les ¢;(s) ne s’annulent pas, c’est-a-dire, si s ¢ .72 Par contre,

—

—/ —~
si s € .70 alors I'adhérence M (s) de M (s) est nettement plus grosse que M(s), et on montre
w(s —/
que l'application dde((s)) : B(s) — B(s') induit un isomorphisme B(s)/M(s) = TII(s').
(vi) Une des motivations pour étendre les résultats a la série principale était de fournir une

démonstration, en termes de représentations de GL2(Q,) (avec I'invariant £ de Breuil [8]), de la

formule .Z = —QZ—Z de Stevens [34], reliant invariant .Z de Coleman [13] et dérivée logarithmique
de valeurs propres de frobenius. Soit

2 5(2) = (ap(2) 7™, o] Tt (@) (0 (k) Pay (2) 1)), 2 (2))

une fonction analytique (avec (z)*~* = exp((k — 2) log z)) sur la boule D(k,r) de C, de centre k,
entier > 3, et de valuation r, & valeurs dans .#;. En particulier, la fonction z +— ap(z) est
analytique, et dg;) = 2F72 ) ce qui fait que Z(k) est un élément, a priori quelconque, de P(L).
Soit z +— pu(z) une fonction analytique de D(k,r) dans @% (Qp) telle que pu(z) € II(s(2))*
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quel que soit z (P'existence de telles familles analytiques de distributions résulte de I’étude des

(,T')-modules associés a une famille analytique de représentations galoisiennes [4]). Si j,, est une
k—2
R ;
une famille finie de fonctions analytiques sur D(k,7), telles que >, A\u(2)(z — au) 7" d5z) (v — au)

famille d’entiers vérifiant 0 < j, < si a,, est une famille d’éléments de Q,, et si A, (2), est

a un pole d’ordre < k—EQ en 0o, alors la fonction
FE = [ (M@~ a0~ ) 02
P u

est identiquement nulle sur D(k,r). Comme les fonctions fQ z' j1(z) sont aussi identiquement
P

nulles sur D(k,r) si i < %, on obtient, en dérivant F'(z) par rapport & z et en évaluant le
résultat en z = k (ol I'on a 0y (2 — au) = (z — ay)*2),
ap, (k)

/Qp (%:)\u(k)(log(x — ay) + 2vp(x — au)ap(k;)>(x _ au)k—Z—ju) (k) = 0.

Ceci montre que pu(k) € I(ay(k)r@, ||zt Fa,(k)~or®), 225’8)* et donc Z (k) = 2%. On
peut voir cette formule comme une illustration du fait que .%; est obtenu par éclatement & partir
de 7 x 7.

Evidemment, pour retrouver la formule de Stevens, il faut savoir que les invariants .Z utilisés

sont les mémes(®

, ce qui demande de rassembler un certains nombre de résultats pas totalement
évidents, dont celui de Breuil [8] qui a été le facteur déclenchant pour I'introduction des (¢, T')-

modules dans la théorie des représentations unitaires de GL2(Qp). Dans I'autre sens, on peut

’

utiliser les diverses démonstrations de la formule ¥ = —22—2, et les résultats de Kisin [29],
pour démontrer que les différents invariants . attachés & une forme modulaire coincident. En
effet, outre la formule originale de Stevens et celle ci-dessus, on dispose de telles formules pour
I'invariant de Fontaine-Mazur [21] et pour ceux de Teitelbaum et Darmon-Orton [5].

0.6. Plan de la démonstration dans le cas s € .%4®

Comme mentionné plus haut, le théoréme 0.12 a été démontré ailleurs dans les cas s € .75 et
s € . nous nous concentrerons donc sur le cas s € .%,® ou, plus généralement, sur le cas ol
s = (01,02, %) € Sy est tel qu'il existe k € N, avec k — 1 > 2u(s) et w(s) ¢ {1,...,k}, ce qui
permet de couvrir une partie du cas s € .Z. Choisissons un tel k, et posons § = m_k515§1. On
dispose alors de la description suivante du module A(s) = Df(V(s)).

Proposition 0.14. — 1l existe \, A, B et C, ot
o \ est une mesure sur Zy vérifiant sz STINA£0,

o Ae Z" vérifie (0(p)p —1)A= [ (1+T)* A,
p
e B e (&1)Y=0 vérifie (5(v)y —1)B = [, (1+T)% A,
P
e Cc X esttel que A— (5(y)y—1)C =B — (8(p)p —1)C =0 mod t*, (avec t = log(1 +T)),

®Au signe prés; le signe des invariants .Z est parfaitement arbitraire.
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tels que, si D(s,k) est le (p,I")-module de base g1, ga sur Z, avec actions de ¢ et vy données par

e(g1) =p Fo1(p)g1, ¢(g2) = 62(p)(g2 + Bgr),
Y(g1) = x(7) (Mg, v(g2) = 82(7) (g2 + Agr),

alors A(s) le sous-ensemble de D(s, k) des x = x1g1+x292, 0t o1, 2 € X vérifient les conditions
e z1 — Cxo =0 mod t¥,
e 1 est d’ordre k — u(s) et xo est d’ordre u(s).

Remarque 0.15. — 1l est, a priori, loin d’étre clair qu’il existe des couples (z7, z2) d’éléments
de # vérifiant les conditions « 1 — Cxo = 0 mod t* » et « x1 est d’ordre k — u(s) et xo est
d’ordre u(s) ».

Cette existence, dans le cas ou C € L est équivalente a la conjecture « faiblement admissible
implique admissible » de Fontaine (en dimension 2, dans le cas cristallin, pour K = Q,). Dans
le cas général, cette existence est contenue de maniére implicite dans le théoréme de Dieudonné-
Manin de Kedlaya [28]. Ceci avait déja été utilisé par Berger |2| qui en avait déduit une nouvelle
démonstration de la conjecture « faiblement admissible implique admissible ».

Soit u un générateur topologique de Zy. Soit gy la distribution sur Z; définie par

w(9) . .
dugy, = ——— sid:Z; — CJ est un caractére continu # 1, et / Ugp, = ——-
Z; 6(U) —1 p p Z;‘) logu

Cette distribution est l’analogue multiplicatif de la distribution de Kubota-Leopoldt, ce qui
justifie la notation. Elle dépend du choix de u.

Soit o = |71 = #'7*4,. La restriction de a & Z% coincide avec celle de 4, et on a w(a) =
w(d) = w(s) — k. On note A x aujy, le produit de convolution sur Z; de A et ;. On définit

o, comme 'unique distribution sur Q, dont la restriction a Zj est A x augy et qui vérifie®)

/ ¢(px) Mo\ = pa(p)_l / ¢(x>ﬂa,A-
Qp Qp
On définit co \ # 0, et co1(4), si j € N, par les formules :

_ p - L (w(e) +g) - (w(e)
Ca) = (p—l)logu/zza 1)\7&0 et can(j) = i .ca}/\.

Soit % 1'ensemble des parties finies de L x Qp x N. Si U = {u = (ay, ju, M)} € %, soient

lou(y) = Z /\uma(y —ay) et Py(X)= Z (X — a)m.
uelU AN u€lU

On note % (k,u(s)) 'ensemble des U € % tels que deg Py < k—1—u(s) et k—1—u(s) < j, < k—1
quel que soit u € U.
Finalement, si j € N, soit fq ;(z,y) la fonction de deux variables définie par

i

fai(e,y) = ZJ: (‘Z) wy(]a_):iz

=0

®)gi a(p) = p!7% il faut en plus imposer fz :rzpom = 0 pour garantir 'unicité.
p
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Proposition 0.16. — Si i € .@u(s)(Qp), les conditions sutvantes sont équivalentes.

(i) p e II(s)*.

(ii) pr luap =0 quel que soit U € U (k,u(s)).

(iil) 11 eviste v € Dy_yu(5)(Qp) telle que, quels que soient a € Qp, n1,na €Z et 0 < j <k —1,
on ait

p”l/ 2 Z/—p"2/ v
D(a,n1) D(a,n2)

L et rea@ [ s @) s

P

(iv) Il eziste v € Dy_y(s)(Qp) telle quel® | quel que soit n € N, on ait
F™ = §(p)(CF™ + Z 3(p)" ™™ (BF{™™)) mod t*.

(v) Il existe z = (20")) ez € p=°(A(s)) tel que, si on écrit 2™ sous la forme Z%n)gl + zén)gg,

alors quel que soit n € Z,
e[ arre
—nz,
Réciproquement, si z = (2M),ez € ¥~°(A(s)), il existe p, € Du)(Qp) et vz € Di_y(5)(Qp)
vérifiant les propriétés (iv) et (v) et, quel que soit n € Z, on a

AV = prap) ) (R §jé‘%WBﬂ“mD

Remarque 0.17. — (i) La démonstration de cette proposition consiste en une longue série de
traductions occupant les §§ 6, 7 et 8.
(ii) L’isomorphisme du th. 0.12 est obtenu en envoyant z € 1p~>°(A(s)) sur p,.

0.7. Céoukonfaikoi. — La clé de voute de I'article est le § 3 qui est consacré a des calculs de
groupes d’extensions dans la catégorie des (¢, I')-modules et, en particulier a la démonstration
du th. 0.2. Le reste de ’article consiste en une série de traductions des résultats du § 3 en utilisant
les diverses équivalences de catégories a notre disposition. Les th. 0.5 et 0.8 sont démontrés par
petits bouts dans les §§ 4 et 5 qui sont consacrés respectivement a I’étude des (¢, I')-modules
D(s) et A(s) = D(V(s)) et a celle de la représentation galoisienne V(s). Le seul résultat de
cette partie galoisienne utilisé du coté GL2(Q,) est la prop. 0.14 démontrée au n°4.5. Cette
proposition permet, d’une part (n°8.7), de décrire le module »~>°(D'(V (s))), et d’autre part
(§ 7), d’associer a s un certain nombre d’objets qui permettent (§ 8) de faire marcher la machine
du § 6 pour décrire le dual de II(s). Comme le résumé ci-dessus le suggére, les résultats ont été
obtenus dans 'ordre inverse de celui dans lequel ils sont présentés dans ’article... Pour déduire
les propriétés de II(s) (th. 0.11) de la description du dual II(s)* (th. 0.12), il n’y a rien a changer
aux arguments de [22,7 7] et [3,7 7] ; nous ne les avons pas reproduits dans cet article.

(©)5i 1 est une distribution sur Q, et n € Z, on pose F,Em = fp,nz

LT e
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1. Compléments a [22]

1.1. Compléments sur %

Lemme 1.1. — (i) Si a € L* nest pas de la forme p~%, i € N, alors ap — 1 : BT — R+ est
un isomorphisme.
(i) Si o = p~*, avec i € N, alors le noyau de awp — 1 : ZT — R+ est la droite L -, et

;::O?J apt® est dans l'image de ap — 1 si et seulement si a; = 0.

Démonstration. — Si k > —uvp(a), alors — 319

T*%*. (Pour montrer que la somme définit bien une fonction analytique sur v,(T) > 0, il suffit
de constater que 'on a v,(¢"(T)) = n+ C, si n est assez grand, et donc v, (F (¢(T))) = nk+ C’
si F' est divisible par T%.) Le résultat se déduit alors de ce que Z+ = @f;olL B DTERT et de
ce que @(t') = p't’.

(i)™ est un inverse continu de ap — 1 sur

Lemme 1.2. — Sib e & et sivy(a) <0, il existe c € & tel que v/ = b— (ap—1)c appartienne
a (&T¥=0,

Démonstration. — 11 suffit de résoudre I'équation ac — 1p(c) = 1)(b) dans &T, or cette équa-
tion admet comme solution ¢ = Zg;’ol a4k (b), la convergence de la série dans &' étant une
conséquence de la prop. [22,77].

Corollaire 1.3. — Sib e Z et sivy(a) <0, il existe c € X tel que b = b—(ap—1)c appartienne
a (&1)$=0,

Démonstration. — D’aprés le lemme 1.1, si k > —v, (), il existe ¢; € Z tel que b — (v — 1)1
soit de la forme » ;. a;T" et donc appartienne a &1, ce qui permet d’utiliser le lemme 1.2 pour
conclure.
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Lemme 1.4. — Sivy(a) <0, et si a € Z vérific (ap — 1)a € (1)Y=, alors a € Z+.
Démonstration. — Si v = Y ;.4 2 T* est un élément de %, on note 2+ et 2~ les séries de
Laurent définies par 27 = 37, -, o TF € BT et o = don<o1 2, TF € &7 On a (x)” = Y(z7)
et Y(z)T =(xT); on a aussi p(z)” = p(z7)".
Appliquant ce qui précéde a = = (p(a) —a) € (7)¥=0, on en déduit les identités
0=19((p(a) —a"'a)7) =d((p(a”) —a~a)") = (¥(p(a) —a'a7))” =a” —a"'Y(a7),
et comme on a supposé v,(a) < 0, une récurrence immédiate montre que a~ € mk Og, quel que

soit k € N. On en déduit la nullité de a—, ce qu’il fallait démontrer.

Sif=2> rez apT* € #, on définit le résidu de la forme différentielle w = f dT par la formule
res(w) = a—1. On a alors res(y(w)) = res(w) et res(p(w)) = res(w).
Soit 0 : # — X V'opérateur différentiel 0 = % =(1+ T)%. On a
Jdop=ppod et dovy=x(y)yo0.
Par ailleurs, comme df = 0 f fi—TT ; on en déduit la proposition suivante :

Proposition 1.5. — (i) kerd = L et f est dans l'image de O si et seulement si res(f %) =0.
(i) 0 : Z[log T| — Z[logT| est surjective.

On pose Res(f) = res(f fTTT) Comme log @ et log % appartiennent a % et donc ont une

différentielle dont le résidu est nul, on en déduit les formules
Res(y(z)) = x(7) 'Res(z) et Res(p(z)) = Res(x).
Lemme 1.6. — Six € (&1)*, alors Res% €Z.

Démonstration. — On peut écrire & de maniére unique sous la forme x = oT*x+ ™, avec a € L*,
ke€Z, ot €1+ TOL[T] et 2= € (14 pT~OL[[T7]]) N &T. On a alors ResZ— = Res‘i?”—: =0

et ResaT—:'Zc = k, ce qui permet de conclure.
Lemme 1.7 — Six € % vérifie Res(x) =0, alors il existe c € Z tel que (y — 1)c = tx.

Démonstration. — Ce lemme peut se trouver dans [1]. Rappelons-en la démonstration. Soit
log(1+X)
logx(7)
la forme X F'(X), et donc V sous la forme (7 — 1)F(y — 1), ce qui prouve que pour trouver une

. Un petit calcul montre que V = t9. Par ailleurs, on peut factoriser sous

solution de I’équation (y — 1)c = t'y, il suffit d’exhiber une solution de 1’équation dc = t~1y.
Le lemme est alors une conséquence du fait que dc¢ = x a une solution dans Z si et seulement si
Res(z) = 0.

1.2. Anneaux de Fontaine

Proposition 1.8. — Sir > 0 et si x € ﬁ]o’r][%,log 7], les conditions suivantes sont équiva-
lentes :
(i) Nt =0;

(i) = € BIO7I[).

Démonstration. — C’est évident.
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Proposition 1.9. — Sir >0 et six € ﬁ]o’r][l] les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) o "(z) € BI; quel que soit n € N vérifiant # <r;
(i) « € BIO,
Démonstration. — L’implication (ii)=-(i) est immeédiate, et pour montrer I'implication (i)=-(ii),

il suffit de prouver que si z € BIO] est tel que ¢ "(x) est divisible par ¢ dans B;{R pour

tout n vérifiant ———— < r, alors z est divisible par ¢ dans BI®"]. Ceci a été démontré par
(r—1)p

Berger [1,77].

Lemme 1.10. — Six € Brlg, les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) il existe ng € N tel que ¢ ™ (x) € Amax quel que soit n > 0;

(i) = € AT,
Démonstration. — L’implication (ii)=-(i) est immédiate. Passons a la réciproque. Par hypothése,
si n > ng, il existe z, € Anax tel que x = ¢"(z,,). Par ailleurs, si y € A, 1l existe une suite
(ar)ken d’éléments de A*, tendant p-adiquement vers 0, telle que 'on ait

y:ioak([z])k et donc ¢"( Z k@ k)([i])kp’
k=0

on en déduit linclusion ¢"(Apax) C A+ + p" P Amax, et I'appartenance de z & ﬂn>n0(1~&+ +
P" L Apax). Comme AT N p"Anax = (p, [p])"A™T, cela implique que AT est fermé dans Ay ;
on en déduit 'appartenance de x & AT, ce qu'il fallait démontrer.

Proposition 1.11. — Sir >0, et si 0 < s < r, les conditions suivantes sont équivalentes pour
z € Blorl

(i) la suite (¢~ ™(x))nen est bornée dans Bls7] -

(i) = € BO7.

Démonstration. — L’implication (ii)=-(i) est immédiate. Passons a la réciproque. On peut dé-
composer x sous la forme z = y + z avec z € B(0-7] et, quitte & remplacer z par y, on peut

supposer r = 400 et x € BT auquel cas le résultat suit du lemme 1.10.

rig’
Proposition 1.12. — Six € X et si a € L* vérifie vp(a) > 0, les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) = est d’ordre v,(a) ;

ii) la suite de terme général o™~ "(x) est bornée dans B!
rig”

Démonstration. — On peut écrire x sous la forme z = 7 + 27, avec + € #T et 2~ € &1,
La suite (¢~ ™(27))neN est alors bornée dans BT ; il en est donc, a fortiori, de méme de la suite

n

(@™ ™(x7))nen dans B . On peut donc remplacer x par 7 et se ramener & vérifier que

x € A" est d’ordre vp(a) si et seulement si la suite (oo™ "(z))neN est bornée dans Brlg

Maintenant, on a B;tg = Nieny'(B,) et une suite (x,),en est bornée dans Brlg si et
seulement si (z,)neN est bornée dans ¢'(B/,,) quel que soit i € N, ou encore, si et seulement
si, quel que soit i € N, la suite (¢ ~(7,))nen est bornée dans By, .. Ceci permet de se ramener
a prouver que z € Z " est d’ordre vy(a) si et seulement si la suite (¢~ "(z))nen est bornée

dans B .. Pour la démonstration de ce dernier fait, voir par exemple [15, lemme VIIIL.3.3].

n
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2. (p,I')-modules et représentations de ¥Yq,

2.1. (¢,I')-modules étales et représentations galoisiennes

Si A est un anneau muni d’'un action d’un frobenius ¢, un p-module D sur A est, dans cet
article™, un A-module libre muni d’une action semi-linéaire de © telle que, si eg, ..., eq est une
base de D sur A, alors il en est de méme de p(eq),...,p(eq).

Sir=%¢cQ,aveca€Z,bec N—{0}, et a et b premiers entre eux, on note Dy, le p-module
sur A, de rang b, possédant une base ey, ..., e, dans laquelle 'action de ¢ est donnée par

pler) = ez, ..., 0(ep—1) = e, plep) = per.

Un ¢-module D sur A est élémentaire s'il est isomorphe a Dy, pour un certain 7 € Q (qui est
alors unique).

Le corps B est un corps complet pour la valuation v, de corps résiduel E qui est algébriquement
clos. Un p-module D sur B posséde donc une décomposition de Dieudonné-Manin en somme
directe de p-modules élémentaires D = e Dy,

Un p-module D sur &' est de pente r € Q si, dans la décomposition de Dieudonné-Manin de
B ®(%p D, tous les r; sont égaux a r. Un p-module D sur &' est étale s'il est de pente 0.

Rappelons qu'un (¢, I')-module étale sur & t est un p-module étale sur & muni en plus d’une
action semi-linéaire de I' commutant a celle de ¢.

Proposition 2.1 (|27, 11]). — Les foncteurs V1 et DT définis par
DI(V) = (Bl @q, V)"& et VI(D)=(B'a, D)
D

sont inverses l'un de l'autre et établissent une équivalence de catégories entre la catégorie des
L-représentations de 9q, et celle des (¢, T')-modules étales sur &t

2.2. Le théoréme de Dieudonné-Manin de Kedlaya

Le théoréme de Kedlaya ci-dessous va jouer un réle fondamental dans la suite pour la construc-
tion de (¢, ')-modules étales sur & t et donc de représentations p-adiques de 9q,-

Proposition 2.2 (|28]). — Si D est un p-module sur %, il existe une unique filtration
0=DyCDiC---CDp=D

et, pour 1 < i < h, un unique sous-&'-module A; de D;/D;_1, non nul, stable par ¢ et isocline
de pente r; en tant que p-module sur &, tels que

o7 1o Ty,

° Di/Difl :%®(§T A;sil<i<h.

Définition 2.3. — (i) Les rationnels r;, 1 < i < h apparaissant dans la proposition 2.2 sont les
pentes de D.

(ii) D est de pente r si h = 1 et 71 = r; ceci implique que D contient un unique sous-p-module
A(D) sur &1, isocline de pente 7, tel que D = Z @4t A(D).

(M On peut relacher cette condition de liberté ; il faut alors imposer que 'application naturelle A ®pn) (D) — D
soit un isomorphisme.
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Rappelons quun (¢, I')-module sur % est un p-module sur % muni en plus d’une action
semi-linéaire de I' commutant a celle de ¢.

Proposition 2.4. — Si D est un (p,I")-module sur Z de pente 0, alors A(D) est stable par T

Démonstration. — Choisissons une base eg,...,eq de A = A(D) sur &T. C’est donc aussi une
base D sur #Z. Soit A la matrice de v dans cette base, et, si n € N soit B, la matrice de ¢".
Comme A est de pente 0, il existe N € N tel que, quel que soit n € N, les matrices B,, et
B, ! soient a coefficients dans p~ @;. On tire de la relation A = B,,¢"(A)y(B; '), le fait que
les coefficients de A restent bornés quand on s’approche de v,(T) = 0, et donc que A est a
coefficients dans &T. Ceci permet de conclure.

Corollaire 2.5. — Les foncteurs A — X Q41 A et D — A(D) sont inverses l'un de 'autre et
induisent une équivalence de catégories de la catégorie des (o,I')-modules étales sur & sur la
sous-catégorie des (¢, ")-modules sur % qui sont de pente 0.

Remarque 2.6. — On peut reformuler le corollaire ci-dessus en disant que 'on ne perd pas
d’information en tensorisant par £, ce qui est quand méme un peu surprenant car cette opération
peut transformer un (g, I')-module irréductible sur &' en un (¢, I')-module réductible sur %, mais
alors les morceaux ne sont pas de pente 0 et les extensions entre les morceaux sont dans le sens
opposé & celui permis par le théoréme de Kedlaya.

2.3. Application aux représentations galoisiennes

Proposition 2.7 — Les foncteurs Dyig et 'V définis par

D.ig(V) = Z @5 DI(V) et V(D)= (B, ®5 D)

sont tnverses l'un de lautre et induisent une équivalence de catégories de la catégorie des L-
représentations de 9q, sur celle des (@,T')-modules sur % qui sont de pente 0. De plus, on a

V(D) = VI(A(D)).

Démonstration. — Compte tenu des prop. 2.1 et 2.2, il suffit de prouver la formule V(D) =
Vi(A(D)). On a Biig ®e D = Biig ®Ret A(D), et comme A(D) est étale, on peut utiliser la
proposition 1.11 pour caractériser Bf @4+ A(D) C BLg ®g D comme 'ensemble des z tels que
la suite de terme général ¢~ "(z) soit bornée. On en déduit les égalités,

(Bl ®4 D)7~ =(B @41 A(D))*™ = (B @ (B @41 A(D))"
— (B o (Bl @, VI(AD))?™ = (Bl @, VI(AD))#~ = VI(A(D)).
Ceci permet de conclure.

Pour terminer ce n°, rappelons que 'on peut retrouver [1] les modules Deyis(V) et Dgi (V)
directement a partir de Dy (V'), sans passer par les anneaux de Fontaine. Plus précisément, on
a le résultat suivant :
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Proposition 2.8. — Si'V est une L-représentation de 9q,, alors

"= (#[1/t) 00 DI(V))"

r_ (%[1/t,logT] R et DT(V))F

Dcris(v) :(‘%[1/75] 74 Drig(V))
Dy (V) =(2[1/t,10g T] @7 Dyig(V))

3. Calculs de groupes de cohomologie

3.1. Le complexe associé a un (¢, [')-module

Soit v un générateur de I' (si p = 2, il faut un peu modifier les arguments). Si D est un
(¢, I')-module sur %, on note C*(D) le complexe

d d d d
0—>D—>D&D—>D—>0,

avec dy(z) = ((y—1)z, (¢—1)x) et do(z,y) = (¢—1)x—(y—1)y. Sii € N, on note B*(D) I'image
de d; et Z'(D) le noyau de d;; 1, ce qui permet de définir le i-éme groupe de cohomologie H*(D)
de D comme le quotient de Z(D) par B*(D). On a bien évidemment H*(D) = 0sii ¢ {0, 1,2}.
Le groupe H'(D) s’identifie au groupe des extensions de % par D : si E est une telle extension
et e € F est un relévement de 1 € %, alors ((y—1)e, (¢ —1)e) est un élément de Z'(C*(D)) dont
la classe dans H'(D) ne dépend pas du choix de e, ce qui nous fournit une application naturelle
Ext(%, D) — H'(D) qui est un isomorphisme comme on le constate aisément.

Par ailleurs, si 0 — D; — D — D3 — 0 est une suite exacte de (¢, I')-modules sur %, la suite
de complexes associés

0— C*(Dy) — C*(D) — C*(D2) — 0,
est exacte ; elle donne donc naissance a la suite exacte longue de cohomologie

0— HO(Dl) — HO(D) — HO(DQ) — Hl(Dl) — Hl(D) — e — Hz(D2) — 0.

3.2. Le (p,I')-module associé & un caractére de Q; et sa cohomologie

—

Soit .7 (L) le groupe des caractéres continus (et donc localement analytiques) de Qj dans L*.

—~

Sid € 7 (L), on peut écrire § de maniére unique sous la forme
5(z) = o @n(z|z]), avec a =d(p) € L* et 7: Z; — 07.

Comme Z; = pu(Qp) X (1+2pZyp), ot u(Qy) est le groupe (fini) des racines de I'unité contenues
dans Q,, et comme 1 + 2pZ,, est isomorphe a Z,, le caractére 7 est déterminé par sa restriction
no & u(Qp) et sa valeur en 1+ 2p qui appartient & 1+ my, car (1 + 2p)P" tend vers 1 quand n
tend vers +oo. Ceci permet de voir </9\(L) comme ’ensemble des points L-rationnels d’un groupe
analytique rigide :7\, isomorphe (non canoniquement) a Gy, x B(1,17) x pu(Qp).

Side ?(L), la quantité lolig(qf) ne dépend pas du choix de u € Zy — u(Qy). On la note w(d) ;

c’est le poids ou le poids de Hodge-Tate de §. Il est plus ou moins immédiat que
e w(d) = 0 si et seulement si § est localement constant ;
e w(d) € Z si et seulement si § est localement algébrique.
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Sid e 9\(14), on note Z(6) le (p,I')-module obtenu en tordant les actions de ¢ et I' sur Z
par §. De maniére explicite, si on note x(d) I’élément de Z(d) correspondant a x € %, on a

e(@(9)) = (6(p)p(x))(6) et y(@(d)) = (6(7)v(2))(9),
ou l'on a utilisé I'identification W?pr = Q, pour voir § comme un caractére de I’ (on a donc

0(g9) =0(x(g))sigeTl).Sioe cé\(L) et si i € N, on note simplement Z*(§), B*(8) et H'(6), les
groupes Z'(%(0)), B (Z%(6)) et H (Z(5)).

Proposition 3.1. — (i) Si § n'est pas de la forme =, avec i € N, alors H(§) = 0.
(ii) Sii € N, alors HO(z7%) = L - t'.

Démonstration. — D’aprés le lemme 1.1, on a H°(6) = 0 si §(p) n’est pas de la forme p~¢, avec
i €N, et H'(§) C L-t"si §(p) =p ¢ et i € N. Le résultat s’en déduit.

Corollaire 3.2. — Les (¢,T')-modules Z(8) et Z(8') ne sont isomorphes que si 6 = ¢'.

Démonstration. — En tordant par 6!, on se raméne & prouver que Z(J) n’est pas isomorphe
axsid# 1, ce quisuit de ce que § = 1 est le seul élément de T (L) tel que que Z() soit
engendré par H°(4).

3.3. Calcul de H!(4) dans le cas v,(5(p)) <0
Lemme 3.3. — Soit § € é\(L) et soit X € Yo(Zy, L). Alors
(i) léquation (6(v)y — 1)b = [,.(1+T)* X a une unique solution bs dans (&)¥=0;
p
(ii) bsx € ET si et seulement si [, 6~ A= 0.

Démonstration. — Comme fz;;(l +T)* X € ()0 C (61)¥=0) le (i) est un cas particulier du
théoréme [11,? ?| selon lequel v — 1 est inversible sur D¥=9 si D est un (¢, I')-module étale sur
&7

Prouvons le (ii). L’application p +— §~ !4 induit un isomorphisme de I'-modules de P0(Z, L)
sur Zo(Zy, L)(4), ce qui permet de se ramener au cas 6 = 1. En utilisant I'isomorphisme I' = Z7
qui induit un isomorphisme T'-équivariant L ®¢, OL[[I']] = Z0(Z;, L), on est ramené a prouver
que p € (v —1)OL[[T]] si et seulement si fz; p = 0. Comme fz; v(p) = fz; u, cela nous fournit

une des implications, l'autre s’en déduit en remarquant que (y — 1)0L[[I']] est de corang 1 sur
01, dans Op[[I']] car «y est un générateur topologique de I'.

Lemme 3.4. — Soit § € g(L) et soit A\ € @0( ) vérifiant fz* oA =0 sid(p) =p " et
i € N. Alors l’équation (6(p)p — 1)a = fz* X a une unique solution asy dans #+
=0sid(p) = _ietZEN

vérifiant (9'as ) _,

Démonstration. — C’est une simple traduction du lemme 1.1.

Remarque 3.5. — Par construction, si A € Zy(Z3, L) (et vérifie [,, 2'A = 0 dans le cas §(p) =
. p
p~tet i€ N), alors (asy,bsn) € Z1(0).
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Proposition 3.6. — Soit 0 : Q5 — L* un caractere continu vérifiant vy(3(p)) < 0.

(i) Si & n'est pas de la forme z~*

limage de (asx,bs) en est une base si et seulement si fz* STLA#£0.
p

, avec i entier > 1, alors H1(5) est de dimension 1 sur L et

(ii) Si 0 = 27, avec i entier > 1, alors H(8) est de dimension 2 sur L, et les images de (t*,0)
et (0,') en forment une base.

Démonstration. — Soit (a,b) € Z1(5). Comme v,(5(p)) < 0, d’aprés le cor. 1.3, il existe ¢y € 2 tel
que by = b—(6(p)p—1)co € (£1)¥=0. Soit a; = a—(6(7)y—1)co de telle sorte que (ay,by) € Z1(6)
a méme image que (a,b) dans H'(§). Comme (a1,b1) € Z'(5), et comme b; € (£1)¥=0, on a
(8(p)p — 1)ag = (5(y)y — 1)by € (£N)¥=0. D’aprés le lemme 1.4, ceci implique a; € Z* et donc
(6(7)y = 1)by € (£T)¥=0.

Soit A € Zy(Zy, L) la mesure définie par fz* +T)* X = (6(y)y — 1)b1. Si §(p) = p~%, avec i

entier > 1, la relatlon (0(p)p —Day = fz* * X entraine que 'on a

/* A =9((8(p)e — Var)_, = (p'6(p) — 1)('ar)},_, = 0.

Le lemme 3.3 implique donc que by = b5 et le lemme 3.4 que a1 — a5\ € Lt'. Maintenant,
si d(p) = p~%, mais § # 7%, alors (t,0) est le bord de ((6(y)x(y)" — 1)~'#,0); pour terminer
la démonstration du (i), il suffit donc de vérifier que (asn,bsr) € BY() si et seulement si
Jge 67 EA=0.

p

Si (asn, bs\) € B'(9), il existe ¢ € Z tel que (6(p)¢ — 1)c = bs . Comme (bsy) = 0, cela
entraine ¢ € Z d’aprés le lemme 1.4, et donc bs ) € (& +)7*1’20. D’aprés le lemme 3.3, ceci implique
Jze67EA=0.

p

Réciproquement, si fZZ 571X\ = 0, il résulte du lemme 3.3 que b5y € (£7)¥=Y. De plus, si
§(p) = p~%, la nullité de

. 5N = (67 = Dbsa)jp_y = B(NX()' = 1)(85.2))1_,
P
entraine celle de (Gibg,k)‘ho puisque § # 2% et donc 6(7)x(7)* — 1 # 1. On en déduit, grace au
lemme 1.1, I'existence et 'unicité de ¢ € 2+ vérifiant (5(p)p—1)c = 0 (et (8%c)|,._, si 6(p) = p~).
On a alors
(0(p)e = D((0(v)y — e —asp) =0,

ce qui, grace au lemme 1.1, entraine que (§(y)y — 1)c —as = 0 et donc que (as .z, bs ) € B(0).
Ceci permet de conclure.

(ii) Dans le cas § = 77,
n’est plus un bord, et ensuite la condition fz* 0=\ = 0 est automatique, mais bsn € &1 ne

P

lr—o = 0, et donc l'existence de ¢ dans Z% (et
donc dans Z) vérifiant (6(p)p — 1)c = 0 n’est pas automatique. Le résultat s’en déduit.

2(T) #(T)

Remarque 3.7. — Dans le cas, § = ||, on peut prendre (log 1= 'p L1og & 77~ ) comme générateur

il faut modifier le raisonnement & deux endroits. Tout d’abord (¢,0)

vérifie plus nécéssairement la propriété (9%bs, )

de H'(4), ce qui a I'avantage de rendre plus transparent le lien avec les représentations semi-
stables.
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3.4. L’opérateur 0 : H'(z716) — H(9)

On déduit des formules

dop=ppod et doy=x(y)yo0,

le fait que 9 induit un morphisme L-linéaire, commutant & Paction de ¢ et T, de Z(z~1§) dans
Z(5). Ce morphisme induit un morphisme de complexes de C*(z~16) dans C*(6), et donc aussi
un morphisme, encore noté 9, de H'(z~18) dans H'(¥).

Proposition 3.8. — (i) Si § # x et § # z|x|, alors O induit un isomorphisme de H'(xz~15) sur
H(5).

(ii) Si 6 = x, alors 0 : H(z716) — H(J) est identiquement nul et H'(5) est un L-espace
vectoriel de dimension 1.

(iii) Si 0 = x|x|, alors O : HY(x716) — H'(8) est identiquement nul et H' () est un L-espace
vectoriel de dimension 2.

Démonstration. — Commencons par déterminer le noyau de 9. Si § = z, alors 716 = 1 et
H'(2716) est le L-espace vectoriel de dimension 2 engendré par (1,0) et (0,1) qui sont tués par
9, ce qui fait que O est identiquement nul sur H!(z~19).

Si § = z|z|, alors 716 = |z| et H'(2716) est le L-espace vectoriel de dimension 1 engendré
par (log @, log %) dont I'image par 0 est le bord de #, ce qui fait que 9 est identiquement
nul sur H'(z~16).

Si§# xetd# x|z, etsi(a,b) € ZH(z15) est dans le noyau de 9, alors il existe ¢ € Z tel
que l'on ait da = (§(y) — 1)c et 9b = (d(p)¢ — 1)c. Ceci implique en particulier que 'on a

(6(y)x (1)~ = 1)Res(c) = (8(p) — 1)Res(c) =0,

et comme § # z|z|, I'une au moins des deux quantités (5(7)x(v)~! — 1) ou (6(p) — 1) est
non nulle, ce qui implique que Res(c) est nul, et qu'il existe ¢ € Z tel que d¢ = c. Soient
a=a—(6(y)x(y)"t=1)d et v =b— (6(p)p~te — 1)c’. Par construction, on a da’ = O = 0, et
donc @/, b € L. Par ailleurs, on a aussi (6(p)p~ 1y — 1)a’ = (6(7)x(y)~! = 1)V, et comme § # ,
I'une au moins des deux quantités (§(p)p~te — 1) et (5(7)x(7)~! — 1) est non nulle, ce qui fait
que les couples (a’,b") vérifiant la relation ci-dessus forment un L-espace vectoriel de dimension
1 et que l'on peut modifier ¢’ en lui ajoutant un élément de L de telle sorte que a’ = ' = 0. On
en déduit I'injectivité de 9 : H(x=15) — H'(5) dans le cas § # x et § # z|z|.

Intéressons nous maintenant a I'image de 9 : H'(z716) — H'(9). Soit (a,b) € Z'(5). On a
donc (§(p)e — 1)a = (6(y)y — 1)b, ce qui nous donne la relation

(6(p) — DRes(a) = (8(7)x(7) ™" — 1Res(b).

Si (0(p) — 1) # 0, on peut ajouter a (a,b) un bord de telle sorte que Res(b) = 0, et la relation
précédente entraine alors que Res(a) = 0. Si (§(7)x(y)™' — 1) # 0, on peut ajouter a (a,b)
un bord de telle sorte que Res(a) = 0, et la relation précédente entraine alors que Res(b) = 0.
Autrement dit, si § # z|x|, quitte & ajouter un bord a (a,b), on peut s’arranger pour que
Res(a) = Res(b) = 0. 1l existe alors a/,b’ € Z tels que a = da’ et b = 9. Ceci implique que
(8(p)p~ Ly —1)a’ — (6(y)x(y) "ty —1)¥ € L, et, comme précédemment, si § # x, on peut ajouter
a a et b des éléments de L de telle sorte que (a/, V') € Z'(z716). On en déduit la surjectivité de
0 : HY (z718) — H'(0) dans le cas § # x et § # z|z|, ce qui termine la démonstration du (i).
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Si maintenant § = x, la quantité d(a,b) = (6(p)p~te — 1)a’ — (6(y)x(7y) "ty — 1)b' € L ne
dépend pas du choix de (a/, ') vérifiant 9a’ = a et O’ = b, ce qui nous fournit une application
naturelle de H'(§) dans L qui n’est pas identiquement nulle car, si b = gp(%) — %, etsia e T#"

est 'unique solution de I'équation (pp —1)a = (p—1) (mzﬁfix@)_l — %) € TZ#™", on peut prendre
b = I%log %, et pour @ la primitive de (1 + T')~'a sans terme constant. Alors d(a,b) est le

terme constant de —(y — 1)V = —%((p —p)log ‘p}?, et donc d(a,b) = —% log x(7) # 0. Ceci
termine la démonstration du (ii).

Finalement, si 6 = x|z|, le raisonnement fait ci-dessus montre que O est une surjection
de Z'(z~15) sur l'ensemble des (a,b) € Z'(§) vérifiant Res(a) = Res(b) = 0. Comme 0 :
H'(2716) — H'(6) est identiquement nulle, cela montre que H'(J) s’identifie & I'image de Z*(6)
dans L? par (a,b) — (Res(a), Res(b)). Or Z1(0) contient les couples (,b), ot b € (&T)¥=0 est
I'unique solution de I'équation (x(y)y — 1)b= (¢ — 1)£, et (a, % + 3), ot a € TZ™ est P'unique
solution de I'équation (¢ —1)a = (x(7)y—1)(3+3) € TOL[[T]]. On en déduit le fait que 'image
de Z'(8) dans L? par (a,b) — (Res(a), Res(b)) est L? tout entier, ce qui termine la démontration
du (iii) et donc de la proposition en entier !

3.5. Dimension de H'!(9)

Les résultats des deux § précédents permettent de calculer la dimension de H'(9).
Théoréme 3.9. — (i) Si 6 n'est pas de la forme x=°, avec i € N, ou de la forme |z|z’, avec i
entier > 1, alors H'(8) est un L-espace vectoriel de dimension 1.

(ii) Si & = 7%, avec i € N, alors H'(8) est un L-espace vectoriel de dimension 2 engendré
par les images de (t',0), (0,t%) € Z1(9).

(iii) Si § = |z|2*, avec i > 1 entier, alors H(8) est un L-espace vectoriel de dimension 2.

Démonstration. — e Si § = 2%, avec i € N, alors H!(§) est de dimension 2 d’aprés le (ii) de la
prop. 3.6.

e Si § =z, avec i entier > 1, alors H'(§) a méme dimension que H'(z) comme le montre une
récurrence immédiate utilisant le (i) de la prop. 3.8, et donc H'(9) est de dimension 1 d’aprés le
(ii) de la proposition 3.8.

e Si § = 2%|x|, avec i entier > 1, alors H'(§) a méme dimension que H!(z|z|) d’aprés le (i) de
la prop. 3.8, et donc H'(§) est de dimension 2 d’aprés le (iii) de la proposition 3.8.

e Dans tous les autres cas, H'(J) a méme dimension, pour tout k¥ € N, que H'(z~%) d’aprés
le (i) de la prop. 3.8, et comme v,(p~*3(p)) < 0'si k est assez grand, le (i) de la prop. 3.6 montre
que H'(5) est de dimension 1.

Ceci permet de conclure.

Remarque 3.10. — (i) Si v,(d(p)) = 0, I'équivalence de catégories entre (¢,I')-modules de
pente 0 sur % et L-représentations de ¥q, montre que H 1(8) est aussi égal au groupe de co-
homologie galoisienne H'(%q,, L(d)). Le théoréme 3.9 permet donc de retrouver les résultats
classiques selon lesquels, si § est un caractere de 9q,, alors H l(ng, L(9)) est de dimension 1
sur L, si § # 1 et 0 # x, et de dimension 2, si 6 =1 ou d = ¥.

(i) Si § = 1, Pextension de représentations de %q, de L par L(J) correspondant & (0,1) € H'(4)
est celle donnée par g(e1) = e; et g(ea) = e2 — (degg)er, o deg : Yq, — Z, est le caractere
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additif non ramifié envoyant un frobenius sur 1 ; 'extension correspondant a (1,0) est celle donnée

par g(e1) = ey et geg) = eg + Eg;g?)

€].

Définition 3.11. — Si i € N, on définit un isomorphisme . : Proj(H'(z~%)) = PY(L) en
envoyant h = a(0,1) 4+ b(1,0) sur Z(h) = ﬁx(v)'

Remarque 3.12. — (i) Sii = 0etsi h € H'(z7") est non nul, le (ii) de la remarque 3.10 montre
que la représentation de ¥q, définie par h ne dépend, a isomorphisme pres, que de £ (h), et que
cette représentation est non ramifiée si et seulement si .Z = oo (elle n’est méme de Hodge-Tate
que si Z(h) = 00).

(ii) On dispose aussi (cf. def. 3.19) d’un isomorphisme naturel . : Proj(H!(z!|z|)) = PY(L),
si ¢ est un entier > 1. Ce dernier permet de retrouver (cf. prop. 5.18) l'invariant .# attaché par
Fontaine et Mazur [31] a une représentation semi-stable non cristalline de dimension 2 de ¥q,,
ce qui justifie le nom que lui avons donné.

3.6. Calcul de H(t™*%(5)/%(5))

Si N € N, soit (,~ une racine primitive pV-iéme de 'unité choisie de telle sorte que 'on ait
C£N+1 = (pnv quel que soit N € N. On note Ly la Qp-algebre étale L ®q, Q,(,~), que I'on
munit de I'action L-linéaire évidente de T'. Si @y = N~ (T1p(T)) est le p"V-iéme polynome
cyclotomique, on a aussi Ly = L[T]/®y. On note L, la réunion des Ly, N € N.

Sin : Zy — OF est d’ordre fini, on note pV ™ son conducteur (ot N (1) est défini par N (n) = 0
sin =1 et N(n) est le plus petit entier n tel que n soit trivial sur 1+ p"Z, si n # 1), on définit
la somme de Gauss G(n) associée a n par G(n) =1sin=1et, si N(n)=N > 1,

G = >, n@CyeLy

x€(Z/pNZ)*

Proposition 3.13. — Soit k > 1 un entier.

(i) Sin:Zy — OF est d'ordre fini et 0 < i < k — 1, alors G(n)t' est vecteur propre pour
Paction de T' agissant par n~1x".

(ii) Si N € N, alors LN[t]/tk = @N(n)gN DPoigk—1 L- G(T])ti.

Démonstration. — Le (i) est un calcul immédiat (et classique). Le (ii) suit de I'indépendance
linéaire des caractéres et de ce que [{n, N(n) < N} = (p — 1)pV~! = dimy, Ly.

—

Sid € 7 (L) vérifie w(d) = 0, ce qui équivaut & ce que la restriction dp de J a Zj; soit d’ordre
fini, on pose G(§) = G(dg) et N(6) = N(dp). Si i,k sont deux entiers vérifiant 0 < ¢ < k — 1, on
note s; la projection de Loo[t]/tF sur L - G(8)t.

Corollaire 3.14. — (i) Siw(d) & {1,...,k}, alors (5(Y)x *(7)y — 1) : Lu[t]/t*F — Ly[t]/tF est
un isomorphisme quel que soit n € N.

(i) Si w(d) € {1,...,k}, et si n > N(z=%©§), alors le noyau de (5(y)x *(y)y — 1) :
Ly[t]/tF — L,[t]/tF est L - tF=vO)G(z=v0)§), et I'image est le noyau de Ty —w(8) 5 f—r(5)

Sir<

ﬁ, on note n(r) le plus petit entier tel que (p — 1)p"~1r > 1.
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Proposition 3.15. — (i) Sir < ;1y, alors EONth = @, () E10 Ok
(i) Si (p — Dp"~'r > 1, alors T Cpnet/pn — 1 4nduit un isomorphisme T'-équivariant de
EOT D sur L[] /t*.
(iii) ¢ : 1071 — L0/l se traduit, via les isomorphismes précédents, par O((Tn)nznery) =

(Yn)nzn(r/p), avec Yn = Tn—1 quel que soit n = n(r/p) =n(r) + 1.

Démonstration. — On a t = [] (r) (p~'®,,), a multiplication prés par une unité de &0, ce

nz=n
qui permet d’utiliser le théoréme des parties finies de Lazard pour démontrer le (i). Le reste est

plus ou moins immeédiat.

Si w(@d) = 0 et k > 1, on choisit G(5,k) € &O/®P=DI dont I'image (2,)n>1 dans
FO0V/ =Dtk — @, <1 L,[t]/t* est donnée par x, = 0 si n < N, et z, = 6(p)"G(d) si
n>N.

Lemme 3.16. — Siw(8) =0, alors (6(p)e — 1)G(8,k) € t*% et (6(7)y — 1)G(0,k) € t*%.
Démonstration. — C’est immédiat au vu de la construction de G(6, k) et des prop. 3.13 et 3.15.

Proposition 3.17. — (i) Siw(d) ¢ {1,...,k}, alors HO(t=*2(5)/%(5)) = 0.
(i) Si w(d) € {1,...,k}, alors HO(t %% (8)/%(5)) est un L-espace vectoriel de dimension 1
engendré par t~ O G (=5 w(5)).

Démonstration. — Il n’y a rien & démontrer si kK = 0; nous supposerons donc k > 1. L’application
z + t*z induit un isomorphisme de HO(t=*%(8)/%(5)) sur H((%/t*)(x7%6)), ce qui nous
permet de travailler dans %/t* plutot que dans t %2/ %.

Siw(d) ¢ {1,...,k}, il résulte du cor. 3.14, que (6(7)x*(7)y —1) est injectif sur L,[t]/t* quel
que soit n € N. Il est donc aussi injectif sur % /t*, d’aprés la proposition 3.15, ce qui démontre
le (i).

Si w(d) € {1,...,k}, et si ¢ € Z/tF est tué par (5(y)x *(v)y — 1) et (6(p)p~Fp — 1), il
résulte de la prop. 3.15 que, si on écrit ¢ sous la forme (cn)ns0, avec ¢, € Ly[t]/t*, alors
cn € L- Gz §)th=w0) ot ¢, 11 = pO§(p) e, quel que soit n > 0. Il existe donc A € L tel
que ¢ = )\tk_w(‘s)G(x_w(‘s)é, w(d)), ce qui permet de conclure.

3.7. L’application ¢, : H'(8) — H'(z7%9)
Si k est un entier > 1, la suite exacte 0 — Z(0) — t=*%(0) — t=*%(0)/%#(5) — 0 donne
naissance & une suite exacte longue de cohomologie dont le début est

0 — H(%(0)) — HO(t " %(0)) — H°(t™"%(5)/%(8)) — H'(#(0)) — H'(t”"%(3)).

On peut utiliser ceci pour analyser le L-espace vectoriel H'(2*|z|) qui est de dimension 2 d’aprés
le th. 3.9 : la suite

0 — H((2/t")(|z])) — H" («"[z[) — H'(jz[) — 0

est exacte car H(|z|) = 0 d’aprés la prop. 3.1 et donc H((Z/t*)(|z|)), qui est de dimension 1
sur L d’aprés la prop. 3.17, s’injecte dans H'(x*|z|), et le quotient, qui est de dimension 1,
sidentifie & H'(|x|) puisque cet espace est lui-aussi de dimension 1 sur L, d’aprés le th. 3.9.

Comme H'(|x|) est engendré par (log @,log %ﬁ‘p) et comme H°((%2/t*)(|z])) est engendré



24 PIERRE COLMEZ

par G(|z|,k), on en tire le résultat suivant, en choisissant G’(|z|, k) € &1%1/®=D] dont I'image
(2n)n>1 dans @51 Ly [t]/t* est donnée par z, = log({pne!/?" — 1) quel que soit n € N.

Proposition 8.18. — Sik > 1, et si h € H' (2"|z|), alors il existe A\, € L uniques tel que h
soit limage de (a,b) € Z*(z*|z]), avec

a =ty = D(AG(Jal, k) + pllog T — G (la], k)))
b=t (p~"p — )(AG(le, k) + p(log T — G'(Jx], k))).

Définition 3.19. — Si k > 1, si h € H'(2|x|) est non nul, et si A,y sont les éléments de L
p=LlA

fournis par la proposition 3.18, on note Z(h) € P!(L) la quantité — o

Remarque 3.20. — £(h) = oo si et seulement si h se trivialise dans t*2.

Si k € N, le (¢,I')-module t*%(5) s’identifie naturellement a Z(z~%§) et la suite exacte
ci-dessus donne naissance a un morphisme naturel ¢, : H'(8) — H'(z7%9).

Théoréme 8.21. — (i) Si w(d) ¢ {1,...,k}, alors v, : H'(6) — HY(z7*8) est un isomor-
phisme.

(i) Si w(d) € {1,...,k} et § # x*O) |z[z®®), alors Uapplication de connexion induit un
isomorphisme HO(t7*22(8)/%(8)) = H'(6) et 1 : H'(8) — H'(x7%0) est identiquement nul.

(iit) Si 6 = |z|z*®), avec 1 < w(8) < k, alors v, : H'(6) — H'(z7F68) est surjective et son
noyau est la droite des h € H(8) vérifiant £ (h) = oo € P1(L).

(iv) Si 6 = 2%0) | qvec 1 < w(d) < k, alors v, - H'(8) — H(z78) est injective et son image
est la droite d’invariant £ = oo.

Démonstration. — On part de la suite exacte
0— H°8) — H(z7%8) — H (t %% (0) /% (0)) — H'(6) — H (z7%6).

Si w(d) ¢ {1,...,k}, alors HO(t7*%(5)/%(5)) = 0 d’aprés la proposition 3.17, et H(§) et
H'(27%6) sont de dimension 1 sur L d’aprés le théoréme 3.9. On en déduit le (i).

Si w(d) € {1,...,k} et § # z%0) alors HO(z7*5) = 0 d’aprés la proposition 3.1, et
HO(t=%2(6)/%(5)) s'injecte dans H'(5). Si de plus § # |x|z*®), alors HO(t~%2(5)/%(5)) et
H'(5) sont de dimension 1 sur L, d’aprés la prop. 3.17 et le th. 3.9, et donc 'application de
connexion HY(t=%2%(5)/%(5)) — H*'(§) est un isomorphisme et ¢;, est nulle. On en déduit le (ii).

Comme le (iii) est contenu dans la prop. 3.18, qui est a la base de la définition de l'invariant £,
et dans la rem. 3.20, il ne reste plus que le cas § = z°, avec i € {1,...,k}, a traiter. Dans ce
cas, on a HY(§) = 0 d’aprés la proposition 3.1, et HO(z7%8) et HO(t=*2%(5)/%(5)) sont tous
deux de dimension 1, d’aprés les prop. 3.1 et 3.17. On en déduit, en utilisant la suite exacte
ci-dessus, que ¢, est injective. Comme H1(J) est de dimension 1, son image par ¢}, est une droite
de H'(z7%5) qui est de dimension 2; elle est donc déterminée par la valeur de .Z(u1(h)), ot
h € H'(J) est non nul. Soit (a,b) € Z1(§) représentant h; on a donc (x(7)y — 1)b = (pip — 1)a,
et 1,(h) est représenté par (t*a,t*b). On déduit de la relation (x(v)y — 1)t/ ~1b = (pp — 1)t ta
la nullité de Res(t*~'a). Ceci permet, en utilisant le lemme 1.7, de montrer qu’il existe ¢ € %
tel que (7 — 1)e = t'a. On a alors t*a = (x(7)" %y — 1)(t*~Pc), ce qui prouve que (t*a, t*b) est
cohomologue & un multiple de (0, %) et donc que £ (1(h)) = co. Ceci termine la démonstration
du théoreme 3.21.
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4. Construction de (¢,I')-modules étales sur &

4.1. (p,I')-modules de rang 1 sur #

Lemme 4.1. — Sia,b € (&1)* vérifient a='p(a) = b=1y(b), il existe a, 3 € L* et ¢ € (&1)*,
tels que I’on ait a = ac™1y(c) et b= BcLp(c).

Démonstration. — On peut écrire tout élément z de (£1)* de maniére unique sous la forme
z = xOTF@)p+2 avec 20 € L* k(z) € Z, 2+ € 1 + TOL[[T)] et 2~ € (1 +mg[[T~1]]) n&T.
De plus, k(¢(z)) = pk(z) et k(y(z)) = k().

En posant o = a(® et 8 = b et en divisant a par « et b par 3, on se raméne a démontrer que,
si a® =1 et b =1, alors il existe ¢ € (1)* tel que a = ¢ 1y(c) et b = ¢ '¢(c). Commencons
par remarquer que la relation a~!¢(a) = b~1v(b) implique (p — 1)k(a) = 0 et donc que k(a) = 0.
On a donc a = ata™ et b= T*®)ptb~. En réduisant modulo my, la relation a~'p(a) = b 1y(b),
on obtient la nullité de x(v)*® —1 modulo p et donc la divisibilité de k(b) par p—1, ce qui permet,
quitte & multiplier b par T~ *¢(T*) de se ramener au cas ou k(b) = 0. Mais alors (loga,logb) est
un élément de Z1(1); son image par O est donc un élément de Z*(z) dont I'image dans H!(x)
est triviale d’apres le (ii) de la proposition 3.8. Il existe donc ¢y € Z tel que l'on ait

da ab

. (x(7)y —=1)eo et 5 = (pyp — 1)co.

La relation 9 = (pyp — 1)y et le fait que k(b) = 0 implique que Res(cp) = 0 et donc qu'il existe
c1 € Z tel que ¢y = Ocy.

Soit 7 > 0 tel que ¢; converge sur 0 < v,(T) < 7, et soit n € N tel que n + vp(c1) > 1
sur la couronne p~2r < vp(T) < 7. Soit ¢o = expp”cy. Alors ¢o est analytique sur la couronne
p2r < vy(T) < 7 et y vérifie I'équation fonctionnelle ca = b=P" ¢(c2), ce qui montre que cy se
prolonge en une fonction analytique sur 0 < v,(T') < 7 qui est bornée puisque b©@ =1:o0n a
donc ¢y € (6T)*.

Par ailleurs, comme b € (£7)*, il existe ¢ € BT tel que ¢(c) = be. On a alors p(c™P"¢p) =
¢ P" ¢y, ce qui prouve que ¢ "¢y € L* et donc que " € &, et comme BT est absolument non
ramifiée sur &7, cela implique ¢ € &T. On en déduit le résultat.

—

Proposition 4.2. — Si D est un (p,I')-module de rang 1 sur %, alors il existe § € 7 (L) unique
tel que D soit isomorphe a Z(0).

Démonstration. — L’unicité suit (cor. 3.2) de ce que Z(9) n’est pas isomorphe & Z(0') si 6 # ¢’
Pour montrer I'existence de 4, choisissons une base e de D sur Z. Alors ¢(e) est aussi une base
de D sur Z et il existe b € (&)* tel que I'on ait ¢(e) = be ; en particulier, A = &7 - e est stable
par . Comme D est de rang 1, il est isocline, et la prop. 2.4 montre que A est aussi stable par
I' et donc qu’il existe a € &1 tel que I'on ait y(e) = ae. La relation p(y(e)) = v(p(e)) se traduit
par la relation ay(b) = bp(a), et on déduit du lemme 4.1, I'existence de ¢ € (&7)* tel que ¢ et v
agissent sur €/ = ce par multiplication par des éléments de L*. Ceci permet de conclure.

Remarque 4.3. — On peut aussi déduire ce résultat, via ’équivalence de catégories entre L-
représentations de ¥q, et (o, I')-modules étales sur & T de la description de gg; fournie par la
théorie locale du corps de classes.
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4.2. (¢,I')-modules triangulables

Lemme 4.4. — Si D est un (p,I')-module sur Z, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) D posséde un sous-(¢,T')-module de rang 1 sur X% ;
(ii) D posséde un sous-(¢,T')-module staturé, de rang 1 sur Z.

Démonstration. — Il n’y a bien évidemment que l'implication (i)=-(ii) & prouver. Choisissons
une base e1,...,eq de D sur Z. Soit D; un sous-(¢, I')-module de rang 1 sur Z, et soit f € Dy
une base de D;. Ecrivons f sous la forme f = z1e; + - - - 4+ z4e4. Comme ¢(f) = bf avec b € Z*
et v(f) = af, avec a € Z*, et comme les matrices de p(e1),...,p(eq) et v(e1),...,v(eq), dans
la base eq,...,eq, appartiennent & GLg(Z), on en déduit le fait que I'idéal de # engendré par
x1,...,2q, est stable par v et . Comme Z est un anneau de Bézout, cet idéal est principal,
et la stabilité par v implique qu’on peut trouver un générateur A de cet idéal de la forme
A= Hn>n0(<1>£l" /p), oit &, = " H(X((1+ X)P — 1)) est le p"-iéme polynéme cyclotomique.
La stabilité par ¢ implique alors que %, est décroissante et donc stationnaire pour n assez grand.
Si k est la limite de la suite 4,, on a alors A ~ tF = X H:g(@n /p), & multiplication prés par
une unité de Z. En d’autre termes, quitte a remplacer Dy par t~%D;, on peut s’arranger pour
que D7 soit saturé. Ceci permet de conclure.

Remarque 4.5. — On a démontré en passant que les sous-(p, I')-modules d'un (¢, I")-module
D de rang 1 sur Z sont de la forme t*D, avec k € N.

Définition 4.6. — Un (p,I')-module D sur Z est dit triangulable si c’est une extension suc-
cessive de (¢,I')-modules de rang 1 sur %, i.e. si D posséde une filtration croissante par des
sous-(¢p, I')-modules Dy, pour 0 < i < d telle que l'on ait Dy =0, Dy = D et D;/D;_1 est libre
derang 1si1<¢<d.

4.3. Le (¢,I')-module D(s)

Soit 57/(L) Iensemble des s = (61,02, h), ot 41,02 € ?(L) et h € H'(016,1). Si s € 57/(L), on
note D(s) 'extension de #Z(02) par Z(61) définie par h. Le (p,T')-module D(s) ne dépend de h
qu’a homothétie prés et donc ne dépend que de 'image de s dans ,Ef;(L)/L*.

D’aprés le théoréme 3.9, la dimension de H' (6105 ") est 1 sauf si 6,6, * = 2*|z|, pour i entier > 1
, pour i entier > 0. Dans ces deux derniers cas, H'(§15; 1) est de dimension 2,
et on dispose d'un isomorphisme naturel .% : Proj(H'(8165')) = P(L). Ceci nous permet

de décrire le sous-ensemble de .#(L)/L* des s = (d1,02,h) avec h # 0 (correspondant aux
(¢, T')-modules non scindés) comme 1’ensemble des points L-rationnels de la variété analytique

ou si 5152_1 =z

. obtenue en éclatant 7 x 7 le long des sous-variétés 51551 = 2'|z|, pour i entier > 1 et des

. pour ¢ entier > 0. On dispose d’une projection de .% sur 7 x 7 dont les

variétés 810, 1 = o~
fibres sont en général réduites a un point et isomorphes & P! dans le cas contraire. On note un
élément générique s de (L) sous la forme s = (91, d2,-Z), ou £ = oo si la fibre au-dessus de
(81, 02) est réduite & un point, et £ € P(L) sinon.

On note .7} le fermé de .¥ constitué des s vérifiant les conditions

vp(01(p)) + vp(d2(p)) =0 et vy(d1(p)) = 0.
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Si s €. (L), on associe & s les invariants u(s) € Q4 et w(s) € L définis par
u(s) = vp(01(p)) = —vp(d2(p)) et w(s) = w(d1) — w(d2).
On partitionne .%4 sous la forme ., = S8 [/ [[ .75 [[ 7929, ou

° Y_ﬁg est 'ensemble des s tels que w(s) ne soit pas un entier > 1;

o S est I'ensemble des s tels que w(s) soit un entier > 1, u(s) < w(s) et £ = oo;
o 75" est Pensemble des s tels que w(s) soit un entier > 1, u(s) < w(s) et £ # oo;
o 7' est 'ensemble des s tels que w(s) soit un entier > 1, u(s) = w(s);

o 71 est 'ensemble des s tels que w(s) soit un entier > 1, u(s) > w(s).

On partitionne aussi . sous la forme .7y = % [[ L%, ou

e .7 est 'ensemble des s tels que u(s) =0;

e .7, est 'ensemble des s tels que u(s) > 0.

Si truc € {ng, cris, st, ord, ncl} et machin € {+,0, *}, on note .7, Tintersection de /™"
et Pmachin- En particulier, les ensembles Yoord et YOHCI sont vides.

Finalement, on pose .Z, = .78 [[ #SS ] 75t

Proposition 4.7 — Sis = (d1,02,h) € 5A/(L)/L*, alors D(s) est de pente O si et seulement si
on est dans un des deux cas exclusifs suivants :

® s 65@—5@”;

e h =0 et 41,02 sont unitaires.

Démonstration. — Si D(s) est de pente 0, alors le déterminant de D(s) est de pente 0, ce qui
signifie que v, (61(p)d2(p)) = 0. De plus, si cette condition est vérifiée, alors d’aprés le théoréme
de Kedlaya, D(s) est de pente 0 si et seulement si il n’a pas de sous-module de pente < 0. En
particulier, si D(s) est de pente 0, alors v,(d1(p)) = 0 et donc s € 4. De méme, si h = 0, alors
K (02) est un sous-(p, I')-module de pente v,(d2(p)) de D(s) et donc, si h = 0, alors D(s) est de
pente 0 si et seulement si v,(d1(p)) = vp(d2(p)) = 0. Si h # 0, la discussion précédente montre
que D(s) ne peut étre de pente 0 que si s € 7.

Supposons donc que s € %1, mais que D(s) contient un sous-module D’ de pente strictement
négative. Comme Z(d1) est de pente > 0, tous ses sous-(¢,I')-modules sont de pente > 0, et
I'image de D’ dans Z(d2) est un sous-(¢, I')-module non nul de Z(d2) ; elle est donc (rem. 4.5)
de la forme t*2(82), avec k € N (et k > 1 car D(s) est supposé non scindé), ce qui fait (th. 3.21)
que h € H' (6165 1) se trivialise dans H'(z%6,6;
négativité équivaut a u(s) > k. On a donc v, (d1(p
610, 1 n'est pas de la forme x° ou x|z, avec 1

~—

. La pente de D’ est alors k — u(s) ; sa stricte
65 (p)) = 2u(s) > 2k > k+1; en particulier,
< k, ce qui fait que ¢ @ H'(6105") —

~—

N

)
H'(x7%6,5,") est non injective si et seulement si w(s) = i, avec i entier, 1 < i < k. Comme
1, est alors identiquement nulle, I'existence de D’ est équivalente a celle d’un entier &k > 1 avec
1 < w(s) <k < u(s), cest-a-dire a 'appartenance de s a .72l Ceci permet de conclure.

Remarque 4.8. — La méme démonstration, en remplagant « pente < 0 » par « pente = 0 »
montre que, si u(s) > 0, alors D(s) posséde un sous-(p,I')-module de rang 1 et de pente O si et
seulement si s € .70 et ce sous-(¢, I')-module est isomorphe a t*%(82), ot k = w(s).

Proposition 4.9. — Soient s = (61,02,.%) et s’ = (81,04, %") deuz éléments de S} — S
(i) Si 01 = 0}, alors D(s) = D(s") si et seulement si dy = 64 et L = L.
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(ii) Si &1 # &, alors D(s) = D(s') si et seulement si s,s' € ST et & = 2§y, 5 =
ac‘“’(s)él.

De plus, on alors w(d]) = w(d1), w(dh) = w(da), et D(s) = D(s") contient un sous (¢,T")-
module d’indice t°) isomorphe o Z(51) ® % (5}).

Démonstration. — Le (i) est une évidence; remarquons juste que la condition . = Z’ est
automatique si 6105 ! n’est ni trivial ni de la forme z*|z| avec i entier > 1.

Passons au (ii), et soit D = D(s) = D(s’). Par construction, D contient des sous-(p,T’)-
modules saturés Dy et D) isomorphes respectivement a Z(d1) et Z(8]) qui sont distincts puisque
81 # 01. Mais alors D' = Dy @ D/ est d’indice fini dans D et est stable par ¢ et I'; il existe donc
k € N tel que D' soit d’indice t* dans D, et on a k > 1 car D’ est scindé alors que D = D(s) ne
I’est pas, par hypothése.

L’image de D; dans D/D} = 2%(8}) est d’indice t* puisque Dy @ D} est d’indice t* dans D. On
en déduit I'identité §; = x¥8h. Symétriquement, on a §] = x¥d,. De plus, le fait que D’ soit scindé
se traduit par la nullité des images de h (¢lément de H' (6,05 ") relevant .#) dans H' (z7*5,65")
et h' (élément de H'(8](85)~!) relevant .#’) dans H'(z~*6((0%)~1). D’aprés le théoréme 3.21,
cela se traduit par

e w(s)€{l,...,k} et £ =o0siddy! =av®|zl

e w(s')€{l,...,k} et £ =o0sid(0h) ! = av)|g].

Des relations §; = xF6h et 8] = x5, on déduit les relations w(dy) = k + w(dy) et w(dy) =
—k + w(d}), puis w(s) + w(s") = 2k. Comme w(s) < k et w(s') < k d’aprés ce qui précede, cela
implique w(s) = w(s’) = k. On en déduit le résultat, les relations w(d]) = w(d1) et w(dy) = w(d2)
découlant immédiatement des formules précédentes.

4.4. Le module D(s, k)

Si s = (01,02,-Z) € S, et si k est un entier > 1, on note D(s,k) le sous-(p,')-module
t=k%(61) + D(s) de Z[}] ®% D(s) et on pose § = x7*5165 1. Ceci fait de D(s, k) une extension
de %(d2) par Z(x~%61) dont la classe n’est autre que (k) € H'(S) si h € H'(6105") est un
relevement de .. L’intérét d’introduire D(s, k) est que, si k > 0, alors v,(d(p)) < 0, ce qui
permet d’utiliser la prop. 3.6 pour obtenir une description « concréte » de D(s, k) puis de D(s).
Proposition 4.10. — Soient s = (01,02,00) € L et k un entier > 2u(s) tels que w(s) ¢
{1,...,k}. Soit 6 = x7*5,65".

(i) Il existe A\, A, B et C, ou

o \ est une mesure sur Zy vérifiant fz* STINA£0,

P
o Ae " vérifie (0(p)p —1)A= [ (1+T)" A,
p
o B (&M)V=0 vérifie (6(7)y —1)B = [, (1+T)% A,
D

e C c X esttel que A+ (6(y)y —1)C = B+ (5(p)p —1)C = 0 mod t*.

(ii) Si A, A, B et C vérifient les conditions du (i), alors D(s,k) posséde une base g1, g2 dans
laquelle les actions de ' et ¢ sont données par

Yg) = x0T (g1, Y(g2) = 82(7)(g2 + Agr)

p(1) =p*51()g1,  ¢lg2) = 62(p)(92 + Ban),
et telle que D(s) admette t*gy et go + Cg1 comme base sur %.
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Démonstration. — Soit (a,b) € H' (6105 ") dont Pimage dans Proj(H' (615, ")) est .Z, ce qui fait
que (t*a, t*b) représente la classe de D(s, k) dans H'(§), et qu'il existe une base fi, fo de D(s)
sur # dans laquelle les actions de T" et ¢ sont données par

v(f1) =61 fr, A(f2) = 62(v)(f2 +afr)
o(f1) =01(p)fr,  ¢(f2) = d2(p)(f2 +bf1),

D’apreés la prop. 3.6, il existe alors une mesure A sur Z7, A € Z+, et B € (61)¥=0 tels que 1'on
ait

(6(p)p — 1A= (0(y)y—1)B = Z*(1 +T)* A,

et il existe C' € Z tel que
O(y)y—1)C=—-A+t"a et (6(p)p —1)C = —B+t".

De plus, 1 est injective, ce qui implique que I'image de (A, B) dans H'(§) est non nulle et,
d’aprés la proposition 3.6, cela équivaut a fz* 57X\ # 0. On en déduit le résultat, en posant
p

g =tFfi et go=fo—Ct7Ffy.

Nous allons maintenant nous intéresser au cas w(s) € {1,...,k}, laissé de coté dans la

o~

prop. 4.10. Rappelons que, si § € 7 (L) vérifie w(d) = 0, et si k est un entier > 1, on a choisi
G(8, k) € &0/ @=D] dont 'image (21,)n>1 dans ©p>1Ln[t]/tF est donnée par z, = 0'si n < N(§)
et zp, = §(p)"G(5) si n = N(9). Si § = 1, on peut prendre G(9, k) = 1, mais nous aurons plutdt
besoin de G'(1,k) € &1%1/®=1] dont I'image (2n)n>1 dans @,>1Ly,[t]/t* est donnée par z, = n
sin > 1, de telle sorte que (y — 1)G'(1,k) € t*%Z et (p — 1)G'(1, k) € —1 + t*2. Rappelons que
P’on a aussi choisi G’ (|2, k) € &0V ®=D] dont 'image (25,)n>1 dans ©,>1 Ly [t]/t* est donnée par
T, = log(Cmet/P" — 1) sin > 1.

Proposition 4.11. — (i) Si s = (61,02,00) € LU 2 ik > w(s), et si 61 # G2,
alors D(s, k) contient une base g1, g2 dans laquelle les actions de I" et ¢ sont données par

Y(g1) = x(N Mg, v(92) = 82(7)g2
plg1) =p"01p)g,  (92) = 52(p)g2,
et telle que D(s) admette tFgy, go — t* )Gz 51551 w(s))g1 comme base sur &.
(il) Si s = (61,02,00) € LI U F sik > w(s), et si &1 = d2™®), alors D(s, k) contient
une base g1, ge dans laquelle les actions de I' et ¢ sont données par
Yg1) = x(MNFEMg v(g2) = 82(7)g2
plg1) =p "a)g,  lg2) = 62(p) (g2 + ) g1),

et telle que D(s) admette tFgy, go — tF=*)G'(1,w(s))g1 comme base sur X.
(ili) Si s = (01,02,L) € S5 (et donc &1 = da|z|z®) ), et si k > w(s), alors D(s, k) contient
une base g1, ge dans laquelle les actions de I" et ¢ sont données par
v(91) = xM) Mg, Ag2) = 8200 (g2 + D (v = 1)(log T — &' (|, w(s)))gn)
plg1) =p *00)gr,  lg2) = Ba(p) (g2 + 7 (p7 o — 1) (log T — G (|, w(s)))g1)

et telle que D(s) admette t*gy, go — p;flf =) G(|x|, w(s))g1 comme base sur X.
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Démonstration. — Dans tous les cas, posons 6 = 0§10, ! Le (i) est alors une traduction
du fait que lapplication de connexion de H°(t~*%(0)/%(5)) dans H'(§) est un isomor-
phisme et HO(t7%%(5)/%(5)) est un L-espace vectoriel de dimension 1 engendré par
th=v() G2~ 6,65, w(s)). De méme, le (iii) est une traduction de la définition de Iinva-
riant £ (cf. prop. 3.18); le (ii) quant-a-lui est une traduction du fait que I'application ¢; envoie
H'(8) dans la droite engendrée par (t*=%() 0) de H'(z~%¢).

4.5. Le (¢,I')-module A(s)

Sis €. — .70 on note A(s) le (¢,T')-module A(D(s)). Cest un (¢, I')-module étale sur
&1 et notre but est d’en donner une description plus « concréte ». Nous nous restreindrons® au
cas ou il existe un entier k > 2u(s) tel que w(s) ¢ {1,...,k}, et nous reprenons les notations de
la proposition 4.10; en particulier, B € &t et C € Z.

Proposition 4.12. — Siz = x191 + x292 € D(s,k), alors x € A(s) si et seulement si © vérifie
les deuz conditions suivantes

(i) 21 — Cxy =0 mod t* ;

(ii) z1 est d’ordre k — u(s) et xo est d’ordre u(s).

Démonstration. — La condition (i) traduit juste appartenance de x a D(s). Pour conclure, il

suffit donc de démontrer que si x € D(s), alors x € A(s) si et seulement si  vérifie (ii). Pour cela,

on utilise la caractérisation de A(s) comme ’ensemble des = € D(s) tels que la suite de terme

général p~"(x) soit bornée dans ]A?;Iig ®g D(s) ou, ce qui revient au méme, dans ]§Lg ®az D(s,k).
En posant a; = p*d1(p)~! et ag = 2(p) ™', on obtient

elg) =arlgr et @lg) = a; (g2 + Bgr).

on en tire, par récurrence sur n, les formules

e (g1) = algr et ¢ "(g2) = abge — (b rarp T (B) + -+ alp "(B))g1.

Maintenant, si = 191 + 2202, et ¢~ "(z) = 1,091 + 22,92, la formule ci-dessus nous fournit

les identités
mn

_ _ a1 (e} _ _
21 = 0fp (1) — ofe " (@2) (ST B) + o+ Lo (B)) et wap = afe " (w).
2

Par ailleurs, comme v,(1) = k — u(s) > u(s) = vp(az), et comme B € B', la suite de terme
général

o
71()0*1(3)4_..._1_
(6%

n
«
1 —n
4 (B)
)
est bornée dans BIig. Les conditions suivantes sont donc équivalentes :

e la suite de terme général ¢~ "(x) est bornée dans ﬁiig ®p D(s, k) ;

e les suites de terme général 1, et x2, sont bornées dans Biig ;
: A n,,—n n, . —n 4 nt
e les suites de terme général o'~ "(z1) et o " (x2) sont bornées dans B

(®On pourrait utiliser la proposition 4.11 pour obtenir des résultats du méme type dans le cas w(s) entier > 1,
mais nous n’en aurons pas besoin.
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Comme vp(a) > 0 et vp(ap) > 0, la derniére condition est équivalente, d’aprés la proposi-
tion 1.12, & la condition

e 21 est d’ordre vy(a1) = k —u(s) et zo est d’ordre v,(ag) = u(s).
Ceci permet de conclure.

5. Application aux représentations galoisiennes

5.1. Définition des représentations triangulines

Définition 5.1. — Une L-représentation V de 9q, est dite trianguline si Dyig(V) est triangu-
lable.

Si s = (01,02, h) € JA/(L)/L* est de pente 0, on note V(s) la L-représentation de ¥q, qui lui
correspond par ’équivalence de catégories de la prop. 2.7.

Remarque 5.2. — (i) Par construction, la représentation V'(s) est trianguline.

(ii) Réciproquement, il résulte de la définition et de la prop. 4.7, qu’une représentation tri-
anguline de dimension 2, qui n’est pas somme directe de deux caractéres, est isomorphe a V'(s)
pour un certain s € .%4 — .. Par ailleurs, on a V(s) & V(s') si et seulement si D(s) 2 D(s')
d’aprés la prop. 2.7. Ceci permet d’utiliser la prop. 4.9 pour obtenir une classification compléte
des représentations triangulines de dimension 2.

(iii) Des exemples naturels de représentations triangulines de dimension 2 sont fournis par les
représentations attachées aux formes modulaires surconvergentes. En effet, Kisin [29] a montré
qu’elles satisfont la propriété (i) de la prop. 5.3 ci-dessous (avec n = 1).

Proposition 5.3. — Si'V est une L-représentation de 9q, de dimension 2, les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) il existe n : 9q, — OF et a € L* tels que Deis(V (1))~ #0;

(ii) V est trianguline.
De plus, sous ces conditions, il existe k € Z tel que Dyig(V') contienne un sous-(p,I")-module
isomorphe a Z(9), avec

6(z) = Py~ Yx|z])a»®).

Démonstration. — Soit V une L-représentation de ¥q, de dimension 2 telle qu’il existe n : 9, —
OF et a € L* tels que Deyis(V(1))9=% # 0. D’aprés la prop. 2.8, quitte a multiplier n par x % et
o par p¥ pour k > 0, on peut supposer que Ds(V (1))~ = D,ig(V (n))'=1%=2. Le L-espace
vectoriel Dyig(V(1))F=1%=% est alors non nul et toute L-droite qu'il contient est stable par ¢
et fixe par I'. Choisissons une telle droite. Le sous-Z-module de Dyig(V (1)) qu’elle engendre
est alors stable par ¢ et I', et Dyig(V) contient un sous-(p,I')-module D; de rang 1 sur Z. Le
lemme 4.4 montre que 1’on peut supposer D saturé. Mais alors Do = D/D; est aussi de rang 1
et donc D est une extension de deux (¢, I')-modules de rang 1; il est donc triangulable, ce qui
démontre I'implication (i)=-(ii).

Réciproquement, si V' est trianguline, alors D,z (V) contient un sous-module isomorphe
a Z(5). 1l suffit alors de prendre n : 9%, — OF défini par n(g) = 6 '(x(g9)) pour que
(Dyig(V ()))F=19=2(®) soit non nul. Ceci permet de conclure.



32 PIERRE COLMEZ

5.2. Poids de Hodge-Tate de V (s)

Dans tout ce qui suit, s = (01, 0,.2) € .y — .2 et notre but est d’étudier en détail la
représentation V'(s) de 9q,. On remarquera que, si 7 est un caractére unitaire de Q, (que l'on
voit aussi comme un caractére de 9q, ), alors

V(S) ® n= V(7751777(527$)

Le caractére 0199 est unitaire et peut donc étre vu comme un caractére de %Qp.
Proposition 5.4. — (i) det V(s) = L(6102).

(il) V(s)* = V(5 1,6,,2).

Démonstration. — Le (i) suit de ce que det D(s) = Z(0102) et le (ii) de ce que V(s)* = V(s) ®
(det V(s))~L.
Proposition 5.5. — Les poids de Hodge-Tate de V (s) sont w(d1) et w(dz).

Démonstration. — 11 existe une base fi, fo de D(s) dans laquelle action de v € T" est donnée
par

Y(f1) =a1(V)fr et y(f2) = d2(V)fe + Ay fr,
avec Ay € Z.Sin > 0, alors o~ "(f1) et ¢~ "(f2) convergent dans BJ, ®V (s) et g1 = 0(¢™"(f1)),
g2 = 0(p™"(f2)) forment une base de Dgep , sur Ly. On a alors

Y(g1) =01(M)gr et y(g2) = da(v)g2 + O(¢ " (44))g1,
£1 de Sen est triangulaire

ce qui fait que dans la base g1, g2, l'opérateur Oge, = lim,_; X(7T

supérieur avec w(dy),w(d2) comme coefficients diagonaux. Ceci permet de conclure.

Proposition 5.6. — (i) Si w(d1) = w(d2) et 01 # 02, alors Ogen n'est pas semi-simple.
(i1) Si 01 = d2, alors Ogey est semi-simple si et seulement si £ = oo.

Démonstration. — Quitte & tordre par un caractére de 9q,, on peut se ramener au cas w(dy) =
w(d2) = 0, et méme s’arranger pour que d; soit trivial sur Z;. Si Ogen est semi-simple, cela
implique alors Oge, = 0, et un théoréme de Sen ([33]; cf. aussi [1]) implique que I'inertie de q,
agit a travers un quotient fini. En particulier, Wq, agit unitairement sur Dps(V (s)) qui contient
le L-espace vectoriel Des(V (5))#=1() qui est non nul, car il contient, d’aprés la prop. 2.8, le
module (D(s)1)#=01(¢) qui, lui-méme, contient L(d;) puisque d; est trivial sur Z3. Ceci implique
que u(s) = vp(01(p)) = 0 et donc que V(s) est une extension de L(d2) par L(d1). On peut donc
trouver une base e, ez de V(s) ® 551 dans laquelle I'action de g € 9q, est donnée par

gler) =4d(g)er et g(e2) = e2 +c(g)ex,
ott I'on a posé § = 610, et g — c(g) est un l-cocycle continu sur “q, & valeurs dans L(0), et
qui est trivial sur un sous-groupe H d’indice fini de Iq, contenu dans ker d2 (la restriction de do
a Iq, est d'image finie car d2 est localement constant sur Zy).

Si § # 1, on peut trouver f € Wq, C 9q, avec deg(f) = 1, tel que 0(f) # 1. Choisissons un
tel f et soit ¢ = 565{21. Le cocycle g — (g) = ¢(g) — (6(g) — 1)c est alors trivial sur le groupe
engendré topologiquement par H et f, et comme H est d’indice fini dans Iq, et f engendre
topologiquement ¥q,/Iq,, cela montre que g — ¢/(g), qui est cohomologue a g +— ¢(g), est

trivial sur un sous-groupe d’indice fini de %g,. Comme V' (s) ®dy ! est un Q-espace vectoriel, cela
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implique que V(s)®0d, ! et donc aussi V(s) est somme de deux caractéres, ce que I'on avait exclu.
On en déduit le (i). Le (ii) quant a lui n’est que la définition de I'invariant .Z pour h € H'(6)
quand 0 = 1.

5.3. Irréductibilité de V(s)

Proposition 5.7. — Siu(s) =0, alors V(s) est une extension non triviale de L(d2) par L(d1) ;
en particulier, V(s) n’est pas irréductible.

Démonstration. — C’est une simple conséquence de 1’équivalence de catégories de la proposi-
tion 2.5 entre (p,I')-modules de pente 0 sur Z et L-représentations de 9qQ,-

Proposition 5.8. — (i) V(s) est irréductible si et seulement si s € Fiyy.

(ii) Si s € #¢, alors V(s) est une extension non triviale de L(z~"()81) par L(z"“()sy);
c’est donc la tordue (par un caracteére de 9q,) d’une représentation quasi-ordinaire (i.e. devenant
ordinaire sur une extension abélienne de Q).

Démonstration. — Le cas u(s) = 0 a été traité dans la proposition 5.7. Nous supposerons donc
s € % dans ce qui suit. Comme V(s) est de dimension 2, elle n’est pas irréductible si et
seulement si elle posséde une sous-représentation de dimension 1. Via 1’équivalence de catégories
de la proposition 2.5 entre (¢, I')-modules de pente 0 sur Z et L-représentations de 9q,, cela
équivaut a l'existence d’un sous-(g, I')-module de D(s), de rang 1 et de pente 0. Le résultat suit
alors de la remarque 4.8.

Lemme 5.9. — D(s) contient des (¢,I')-modules de rang 1 autres que les t*%(561), pour k € N,
si et seulement si w(s) est un entier > 1, §; # 5oz et & = 0. De plus, dans ce dernier cas,
ces (¢, T')-modules sont de la forme t*%(52), pour k entier > w(s).

Démonstration. — Soit Dy C D un (¢,T)-module de rang 1 qui n’est pas de la forme t*%(61),
pour k € N. Alors D; n’est pas colinéaire a Z(01) et donc la projection de D(s) sur Z(02) induit
un isomorphisme de D; sur un sous-(¢,I')-module de #Z(d2). Un tel module est de la forme
tk2%(52) et D(s) contient donc un sous-module isomorphe & %(81) @ t*%(52) qui est scindé, ce
qui se traduit par la nullité de 'image par ¢, dans Hl(x*kél(sgl) de h € H? (5152_1) relevant .&.
Le lemme est alors une conséquence directe du th. 3.21.

Proposition 5.10. — Si'V est une L-représentation de dimension 2 de 9q,,, les deuz conditions
sutvantes sont équivalentes :

(i) il existe deux caracteres ni, n2 de Yq, dans OF, tels que w(n) — w(nz) € Z et tels que
Dcris(v(nl)) 7é 0 et Dcris(v(n2)) 7é 0;

(i1) V est somme de deuz caractéres et la différence de ses poids de Hodge-Tate n’est pas un
entier.

Démonstration. — L’implication (ii)=-(i) est immédiate; montrons la réciproque. Si 7 est un
caractére de 9q,, la condition Deis(V (7)) # 0 implique que I'un des poids de Hodge-Tate de V'
différe de —w(n) par un entier. La condition w(n;) — w(n2) ¢ Z implique donc que la différence
des poids de Hodge-Tate de V n’est pas un entier et donc que ni V(n;) ni V(n2) ne sont de
Hodge-Tate, ni, a fortiori, cristallines. Ceci implique que Deris(V(71)) et Deris(V(172)) sont de
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dimension 1. D’aprés la proposition 5.3, D = Dye(V) contient alors des sous-(p, I')-modules
saturés isomorphes a Z(61) et Z(62), avec

91(%) = xk1n1—1<x|x|)a11’p(m) ot 92($) — xk2772_1(37|1:’)04;p(x)7

ou ki, ko € Z, et a1, an sont les valeurs propres de ¢ sur Deyis(V(71)) et Deis(V (12)) respecti-
vement. Ces deux modules ne sont pas inclus dans un méme sous-(¢, I')-mdodule de rang 1 de
D car w(0;) —w(b2) = k1 — w(n1) — k2 + w(n2) n’est pas un entier.

Maintenant, si V' n’est pas somme de deux caractéres, alors D = D(s) pour un certain s €
Sy — Yj‘Cl; la différence des poids de Hodge-tate de V' est alors +w(s) d’aprés la prop. 5.5 et
donc w(s) ¢ Z, ce qui conduit & une contradiction puisque, d’apres le lemme 5.9, si D(s) contient
des sous-(p, I')-modules de rang 1 non colinéaires, alors w(s) est un entier > 1. Ceci permet de
conclure.

5.4. Représentations potentiellement semi-stables et représentations de Weil-
Deligne

Si K est une extension finie galoisienne de Q,, et si Ky est I'extension maximale non ramifiée
de Qp contenue dans K, un L-(Gal(K/Qy), ¢, N)-module, est un L ®q, Ko-module libre de rang
fini muni

e d’une action L-linéaire et Ky-semi-linéaire de ¢ ;

e d’'une action L-linéaire et Kp-semi-linéaire de Gal(K/Q,) commutant & celle de ¢;

e d’un opérateur L ®q, Ko-linéaire nilpotent N : D — D commutant a Gal(K/Q,) et vérifiant
Ny =ppN

Rappelons qu'une A-représentation D du groupe de Weil-Deligne de Q,, (appelée encore A-
W Dq,-module) est un A-module libre de rang fini muni

e d'un morphisme de groupes p : Wq, — GL(D) dont le noyau contient un sous-groupe
d’indice fini de Iq, ;

e d’un opérateur nilpotent N : D — D tel que Np(g) = p~4°89p(g)N si g € Waq,-

Si K est une extension finie galoisienne de Q, et D est un (Gal(K/Q,), ¢, N)-module, on peut
aussi voir D comme un (L ®q, Ko)-W Dq,-module en tordant I'action de g € Wq, C Yq, —
Gal(K/Q,) par ¢~ 99 ce qui tue la semi-linéarité de 'action de g sur Kj.

Si V est une L-représentation de ng qui devient semi-stable sur K, alors Dygt (V) = (Bg ®Q,
V)¥K est un L-(Gal(K/Qp), ¢, N)-module. De plus, linclusion de By, dans Bgg munit K ®f,
Dyt (V) d’une filtration admissible par des sous L ® K-modules libres®. En utilisant la re-
cette décrite ci-dessus, cela permet de voir Dy (V') comme un (L ®q, Ko)-W Dq,-module filtré
admissible.

Remarque 5.11. — Dans le cas particulier ott K est une extension abélienne de Q,, cas auquel
nous allons étre confronté dans cet article, une représentation qui devient semi-stable sur K
devient aussi semi-stable sur K N Qp(py) qui est totalement ramifiée sur Q. Dans ce qui
précede, on a alors Ko = Q, et donc tout est déja linéaire. De plus, I'action de Wq, sur Dy (V) se

®On prendra garde au fait que cette filtration n’est, en général, pas libre sur L @ K, si on considére des L-
représentations de ¥, oit F' est une extension finie de Q,, au lieu de représentations de 9q, .
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factorise a travers Wal; = Qy, et on retrouve la structure de L-(Gal(K/Qp), p, N) en définissant

'action de ¢ comme étant celle de p € Q) = Wa';.
Jignore s’il y a une recette du méme type dans le cas général.

Remarque 5.12. — On fera attention au fait que, si V' est semi-stable et donc si Iq, agit
trivialement sur Dy, (V'), les valeurs propres d’un frobenius de WDq, (i.e. un élément de degré 1)
sont les inverses de celles de .

5.5. Cristallinité de V(s)

—

Si a < bsont deux éléments de Z, et si o, 3 € 7 (L) sont localement constants, on note Dy 4 o 3
le WDq,-module filtré défini par Dy pa,p = L-€1 @ L- e, et
e Ney = Ney =03

. {g(en = a(g)er et g(ea) = Blg)ez sia#f,
ge1) = a(gler et glea) = a(g)(ez — (deggler) sia =4,
0 sii > —a,
o Fili(Loo @1 Dupo ) = Loo - (G(Ba™ ey + e3) s? -b< z < —aet a# B,
Lo - €3 si—-b<i< —aeta=/,
Dyjpas sii < —b.

Ce module est admissible si et seulement si

—b < up(alp), vp(B(p) < —a et vy(a(p)) +vy(B(p)) = —a—b.

On note S(L) (resp. S'(L)) I'ensemble des (a,b,c, ), ot a,b € Z vérifient a < b et
a,fB € 9\(11) sont localement constants, et vérifient v,(a(p)) + vp(B(p)) = —a — b et —b <
0p(@(p), 2p(B(p)) < —a (xesp. vp(a(p)) = —b et v,(3(p)) = —a, ou vy(alp)) = —a et vy(5(p)) =
—b). Si (a,b, o, 3) € ST(L)US(L), on note V4 o5 la L-représentation potentiellement cristal-
line de dimension 2 de 9q, dont Dy o5 est le Dpgt. Cette représentation devient, par construc-
tion, cristalline sur une extension abélienne de Q, ; elle est irréductible si (a, b, o, 3) € S™(L)
et réductible (quasi-ordinaire) si (a,b, a, ) € S'(L).

Proposition 5.13. — Si (a,b,«, 3) € SS(L) U SY(L), la représentation Vypap est triangu-
line. Plus précisément, on a

Vabap = V(zba,2°8,00) 2 V(28 2%, o).

Démonstration. — Commencons par remarquer que, « et 8 jouant des roles symétriques, il suffit
de démontrer que V(s) =V, 443,81 § = (wbﬂ, x%a, 00). Pour cela, il suffit de calculer le module
Deis(V (s)) et de vérifier que ce module est isomorphe & Dy 5,5 en tant que Wq,-module filtré.

Remarquons aussi que, si k € Z, on a
Vmb,a,g@(x’xbk = Vot kbt |olFo kg €l V(xbﬁ,x“oz,oo)®(:c|x|)k = V(xb+k|x|kﬁ,a:a+k|x|a, 00),

ce qui permet de se ramener au cas a = 0.
D’apreés les (i) et (ii) de la prop. 4.11, on peut trouver une base g1, g2 de Z[1] ®4 D(s) dans
laquelle I'action de v est donnée par

(1) = B(V)g1 et v(g2) = a(v)g2,
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celle de ¢ par
{Mm%ﬁmwh¢@ﬂ—a@w sia#f,
e(g1) = B(p)g1, ¢(g2) = B(p)(g2 +g1) sia=p,
et telle que D(s) admette t°g;, go — Hg1 comme base sur %, ot I'on a pos¢ H = G(Ba™!,b)
(resp. H = G'(1,b)) si a # [ (resp. si a = f3).

Dans tous les cas g1, g2 est une base de Dy (V) car ao x et Fo x sont des caractéres d’ordre

fini de 9q,,, et les formules ci-dessus montre que, si 0 € Wq,, alors(10),

o(g1) = B(o)g1, o(g2) = a(o)g2 si a7 3,

o(g1) = B(o)g1, o(g2) = B(0)(g2 — deg(o)gr) sia=p.
Dans tous les cas, les WDq,-modules Dyt (V (s)) et Dgp o5 sont isomorphes, et il n’y a plus
qu’a identifier les filtrations(!!). Les poids de Hodge-Tate de V(s) sont 0 et b > 0; la filtration
sur Dgr(V(s)) = Deris(V(s)) est donc complétement déterminée par la donnée du Fil® qui

est une droite. Un élément x de Deis(V(s)) est dans le Fil® si et seulement si ,(p"(z)) €
Fil’(L,((t)) ® D(s)) pour tout n > 0. Par ailleurs, comme

_ B (p)"G(Ba) mod Ly [[]] si a # 5,
m(H) = b .
n mod t° Ly [[t]] si a = 3,
) = {w(p)a—l<p>>"G<ﬁa—1>Ln<gl> mod Fil’(Ln((1)) ® D(s)) si a # 5,
" nin(g1) mod Fil°(L,((t)) ® D(s)) si o = 3.

Comme de plus, si 21,22 € Lo,

a(p)"((B(p)a~t(p)) x1g1 + T2g2) sia # B,

+ =
90(36'191 -T292) {/B(p)n((l.l + nx2)g1 + $2g2) sl = ﬁ,

on obtient la congruence suivante modulo Fil’(L,((t)) ® D(s)) :

"z — G(Ba M aa)in(g1) sia# B,

(p)
)" 210 (g1) sia=g.

tn(@" (2191 + T292)) = {g(p

On en déduit le fait que FﬂO(LOo ®L Deris(V(s))) est la droite des x191 + x2g2, o x1, 22 € Lo
vérifient 21 — G(Ba™ )z = 0 (resp. 1 = 0) si a # 3 (resp. si a = (). Ceci permet de conclure.

Proposition 5.14. — Si D est un Wq,-module filtré admissible de dimension 2 qui n’est pas
somme de deur Wq,-module admissibles de dimension 1, alors il existe (a,b,a, 3) € S™(L) U
Sord(L) tel que D = Dyypap i et seulement si action de Wq, se triangule sur L (et donc se
factorise a travers W&k;) ;

Démonstration. — 11 suffit de ’écrire.

(190n rappelle que §(c) = §(x(0))d(p)~ &) si § € ;7\(L)7 vu comme caractére de Wq, .

(D Cela peut se faire sans aucun calcul : ce que nous avons fait jusque-1a prouve que V(s) est cristalline; la
filtration sur Dpst(V(s)) & Dgb.a,5 est donc admissible, et il n’y a, & isomorphisme prés, qu’une seule filtration
admissible sur D, o,3. Les calculs qui suivent sont juste la pour rassurer ’auteur sur la cohérence de la théorie.
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Remarque 5.15. — 1l est immédiat que

e s € SS(L) si et seulement si il existe (a,b,a, 3) € SS(L) vérifiant b > a + 1 et un
caractére § : 9q, — OF tels que V(s) = V(2b3, 2%, 00) ® § ;

o 5 € (L) si et seulement si il existe (a,b, o, 8) € S°(L) et un caractére § : Yq, — OF
tels que V(s) = V(2b8, 2%, o0) ® 4 ;

Corollaire 5.16. — (i) Si s € (L), alors V(s) est une tordue par un caractére d’une
représentation irréductible devenant cristalline sur une extension abélienne de Q,.

(i) Si s € SPY(L), alors V(s) est une tordue par un caractére d’une représentation devenant
ordinaire sur extension abélienne de Q.

Remarque 5.17. — La réciproque du (ii) est vraie et ce qui empéche celle du (i) de 'étre aussi
(outre le cas d’'une somme de deux caractéres) est juste le fait que les valeurs propres de ¢ n’ont
aucune raison, a priori, d’appartenir & L (mais elles appartiennent en tout cas a une extension
quadratique de L).

5.6. Semi-stabilité de V (s)

—

Si a < b sont deux éléments de Z, si o € .7 (L) est localement constant et si £ € L, on note
D pa,z le WDq,-module filtré défini par Dy p oo = L-e1@® L - e, et

e Ney =eg et Neg =0;

o g(e1) = afg)er et g(ez) = pIBIa(g)es;

0 sii > —a,
° Fili(Loo ®L Dapa,z) =4 Loo - (€1 — Lea) si—b<i< —a,
Dyp o,z sii < —b.

Ce module est admissible si et seulement si v,(a(p)) = (—a—b+1)/2. On note S5(L) ensemble
des (a,b,a, %), ot a,b € Z vérifient a < b, o £ € L, et ol a € ,/?\(L) vérifie vy(a(p)) =
(—a—b+1)/2. Si (a,b,a,.Z) € S*(L), on note Vo pq # la L-représentation potentiellement
semi-stable de dimension 2 de ¥q, dont Dy o # est le Dpg. Cette représentation devient, par
construction, semi-stable sur une extension abélienne de Q,, ; c’est la tordue d’une représentation
semi-stable de ¥q, par un caractére d’ordre fini; elle est irréductible si b —a > 2 et réductible

(tordue d’une ordinaire par un caractére d’ordre fini) si b = a + 1.

Proposition 5.18. — Si (a,b,a, L) € S*(L), la représentation Vo p, o o est trianguline. Plus
précisément,
Vaba.z =2 V(2|z|a, 2%, 2).

o~

Démonstration. — Remarquons que, si k € Z et si n € 7 (L) est unitaire localement constant,
on a

k, ~
Va,b,a,‘f ® (33‘|.7)|) n :Va+k,b+k,|$|kan,$>
V(a"B,a"a, £) @ (lal)'n =V (2" M| By, 2 F|alan, 2),
ce qui permet de se ramener au cas a = 0 et a(z) = a(p)*»®). Soit donc s = (2°|z|a, o, L) € F5t.

Pour démontrer la proposition, il suffit de prouver que Dy (V' (s)) est isomorphe & Dy o ¢ en
tant que WDq,-module filtré.
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On a w(s) = b > 0 et, d’aprés le (iii) de la prop. 4.11, on peut trouver une base g1, g2 de
Z(1] ®z D(s) dans laquelle les actions de ¢ et y sont données par

Y(g1) = g1, Y(92) = g2+ (v = 1)(log T — G'(|z|, b)) g1,
o(g1) =p ra)gr, ¢(g2) = alp)(g2+ ("¢ — 1)(log T — G'(|z|,b))g1),

et telle que D(s) soit le Z-module engendré par tFg; et go — }%XG(M, b)g;.
Le module Dg(V (s)) est alors L-e1 & L-eg, avec e1 = go — (logT —G'(|z],b)) g1 et ea = p%lgl.
Les actions de ¢ et N sont données par

p(e1) = a(p)er, p(e2) =p 'a(p)es, Ney = e, Neg = 0.

Le module Dy (V' (s)) est donc, en tant que WDgq,-module, isomorphe & Dg o, . Il ne reste plus
qu’a identifier la filtration qui est complétement déterminée par la droite Filo

Par construction, on a u,(logT — G'(|z|,b)) € t°L,[[t]] et tn(G(|2],)) € p~™ + t° Ly [[t]] quel
que soit n > 1. De la premiére congruence, on déduit que ty(e1) = t,(g2) mod Fllo( n((t) ®
D(s)). Par ailleurs, Fil%(L,((t)) ® D(s)) est engendré par t,,(t°g1) = p~"*t%1,(g1) et par 1, (ga —
L5 ZG(|z],b)g1), et la seconde congruence montre que l'on a ty(g2) = ;25 Lp "tn(g1) mod
Fil’(L,((t)) ® D(s)).

Maintenant, = € Fil®Dg(V (s)) si et seulement si ¢, (¢™(z)) € Fil°(L,((t)) ® D(s)) quel que
soit m assez grand. Si z1,x9 € L, on a, d’aprés ce qui précéde,

n(@" (z1€1+22€2)) = 0t (p)" (T1Um(€1) +P " T2Un(€2)) = t(P)" (xlp ZLp"+pT ey )in(g1)

mod Fil°(L,((t)) ® D(s)), ce qui fait que Fil®Dg(V (s)) est la droite d’équation Lz + 29 = 0.
Ceci permet de conclure.

Proposition 5.19. — Si D est un WDq,-module filtré admissible de dimension 2 sur lequel
N #0, alors il existe (a,b, o, L) € SS(L) tel que D = Dy, -

Démonstration. — 11 suffit de ’écrire.
Remarque 5.20. — 11 est immédiat que s € 5*(L) si et seulement si il existe (a,b,a,. %) €
S%(L) et un caractére & : 9, — OF tels que V(s) = V(2®|z|a, 2%, L) ® 6.

Corollaire 5.21. — Sis € (L), alors V (s) est une tordue par un caractére d’une représen-
tation semi-stable non cristalline. Réciproquement, si V' est une L-représentation de dimension 2
de 9q, tordue par un caractere d’une représentation semi-stable non cristalline, alors il existe

s € .5(L) tel que V=V (s).

6. Une description de certains duaux

6.1. Mise en place

Soit h : Qp — L, localement analytique, et soit cn(j), pour j € N, une famille d’éléments de
L.SiU = {u= (ay,Ju, M), u € U} est une partie finie Q, x N x L, on pose

Uy (z Z/\ h(x—au) et Py(X Z/\ —ay)’

uelU uelU



REPRESENTATIONS TRIANGULINES ET LANGLANDS p-ADIQUE 39

Soit r > 0, et soit k € N tel que k — 2r > 1. On note %’(k,r) 'ensemble des parties finies U
de Q, x N x L telles que k — 1 —r < j, < k—1siu €U et on note % (k,r) (resp. % (k,r)°)
I'ensemble des u € %' (k,r) tels que deg Py < k — 1 —r (resp. Py = 0).

On suppose que h et la famille cn(j) vérifie

(hOa) cx(j) #0si 0 < j < k—1et h(pr) = aph(x) + By, avec vp(ay) =2r — (E—1) <0 et
Br=0siap #1;

(hOb) si U € % (k,r) et p € 2,(Qp), alors pr lhy pexiste(1?),

On suppose en outre que 1'on dispose

e d’une distribution py, sur Q, vérifiant
(h1) ptn € Dr—ar(Qp) et (5 ) xpn = (g, i (et 81 Bn 7 0, 9™ [0y 0 = P [pamin) Hi
quels que soient a € Qp et n € Z);

e de fonctions f, j(z,y) et gnj(z,y), pour 0 < j < k — 1, localement analytiques sur Q; x Qy,
avec

(h2a) fp; est polynomiale en y et fD(a n) frj(@,y) pn(z) est défini quels que soient a € Q,, et
neZ,

(h2b) 0 () (@)™ (. y) = frj(z,y —a);
h2c) fn; (a: y) et gn; (ac y) sont analytiques sur {(x,y), Up(as +y) = n(h)+vp(y)};

)
i

(
(h2d) fu;(pz,py) = P’ (fuj(@,y) + Buy’) et gnj(p2,py) =P~ gn;(@,y);
(h2e) si vy(y) < n, alors

/ (4 y) ™ gn (2, y) pn(x) = p"en(§) "y hly) — / fnj(@,y) pn(@);
D(~y,n) D

(_y7n)

e de By, € (601¥=0 ¢t ¢, € £19U[log T, vérifiant
(h3a) (p~tapp — 1)Cj, = By, mod tF&10 U [log T ;
(h3b) si y € Zy et n > 1, alors

J .
Z ny Z <'Z>yjlalBh(77 — 1) — pn+1 / fh,,j(m, y)ﬂh(x) _ pn/ ch‘(LI?, y)/lfh(x);
77€Hpn+1 —IJ/pn =0 D(7y7n+1) D(fyzn)
(h3c) siy € Z,, alors
Z nY Z (,)yﬂzalCh(n —-1)= / fnj(x,y) pn(z) — p/ fnj(@,y) pn ().
nep,—{1} =0 L D(-y,0) D(—y,1)

6.2. Enoncé des résultats

Soit u € 2,(Qp). Comme vp(pagl) > 0, la série

+oo
(poi )" (= CuF™ + 3 (pag Ym0 (B F ™) )

m=1

(21 équation fonctionnelle h(pz) = anh(x) 4+ B, implique, d’aprés le lemme 8.2, que z’h(z) est de classe €" en
0sij+vp(ap) >r, cest-a-dire si j > k — 1 — r; le seul probléme est donc la convergence a l'infini.
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converge [22,??] dans &1%U[log T ; on note £1,(F,)™ sa somme. Un petit calcul utilisant (h3a)
montre que

(U (F) ") = £4,(F,) ™ mod t*61log 7.

Théoréme 6.1. — Sip € 2,(Q,), les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) pr Chu =0 quel que soit U € % (k,r) ;
(i) il existe v € Dy (Qp) telle que, quels que soient n € N et n € Hpoo, ON ait

FM(A+T)n—1)=£,(F)™ (1 +T)n—1) mod T*.

Démonstration. — On prolonge p en une forme linéaire ¢ — fPl(Qp) ¢ u sur 'espace Wy, engendré
par les (z —a)’h(x —a), pour a € Qp et k—1—r < j < k—1 en décomposant cet espace sous la
forme W, = W} @ W)/, on W} est le sous-espace engendré par les £y, 7, pour U € % (k,r), et W}/
est un supplémentaire quelconque de W) dans W}, (en particulier, W} est de dimension finie),
et en imposant que fPl(Qp) Chyp= pr bhopsilU e U(k,r) et fPl(Qp) pp=0si¢pe W' Le
théoréme est alors une conséquence immédiate des propositions 6.2 et 6.3 ci-dessous.

Proposition 6.2. — Si0<j<k—1, sia€Qpetnc, alors l'intégrale

han = [ ([ sy am)aw

converge et il existe une unique forme linéaire £y (u) € .@i?ék_l}(Qp) sur l’espace des fonctions

localement polynomiales de degré < k —1, a support compact dans Q,, telle que, quels que soient
0<j<k-1,a€cQpetnecZ, l'on ait

/D(a’n)(x — a) Uy (p) = /Pl(Qp) (/D(a_ym) Inj(z,y —a) uh(z))My),

De plus, Cn(1) vérifie les propriétés :
(h4) il existe C(h) € R tel que, quels que soient p € 2,(Qp), a € Qp,ne€Z etk—1—r <j<
k-1,

_nw T —a)u — r—a) (i — (e — 1 -,
vp(/Pl(Qp)p en(j) h( ) /D(a’n)( )ﬁh(/ﬁ)) = n(j — (k—r))+vg, (1) +Ch).

(h5) Quels que soienta € Qp, 0 < j<k—1etny >ng € Z, on a, sin+vy(a) >0 et n+ny >0,

P /D IR /D RGO
= Y YA+ E)™)

NEHM,ntny ~H ntny

|[r=n—1’

Proposition 6.3. — Si pn € 2,(Qyp), si lh(n) € @i?ékil](Qp), et si 0n(Fy) = (0h(F)™)nez

vérifient les conditions (h4) et (h5), alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) pr Chu =0 quel que soit U € % (k,r) ;
(ii) pr lhy =0 quel que soit U € U (k,r)°;
(iii) £p(p) se prolonge en une distribution globalement d’ordre k — r sur Q) ;
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(iv) il eviste v € Dy (Qp) telle que, quels que soient n € N et 1 € pyo, on ait

EM((14T)n—1) = €,(F)™ (1 + T)n — 1) mod T*.

6.3. Un peu d’analyse fonctionnelle p-adique

Nous allons commencer par démontrer la proposition 6.3, et pour cela, nous allons prouver les
implications (ii)=-(i)=>(iil)=(iv)=-(ii).

On peut écrire Py sous la forme

k—1 .
Py(X) = ZbU,iXZ7 avec b = ) A (T) (—au)™™,

=0 uelU
et appartenance de U a % (k, ) se traduit par la nullité des by; pour i > k+1—r. La linéarité
de 'intégration couplée avec le fait que pr lhup = 0 quel que soit U € % (k,7)°, nous donne
I'existence d’éléments 5;(u), ¢ < k+ 1 — r tels que l'on ait pr Chutt = D ichyr—r Bi(1)bui
quel que soit U € % (k,r). De plus, on montre en prenant une base d’un supplémentaire dans
W/ de I'espace engendré par les ¢}, 17, pour U € U (k,r)%, qu'il existe C € R tel que 'on ait
vp(Bi(p)) = C +vg, (1) quel que soient i et p. Par ailleurs,

/ Chu(y)p :/ o y) (&) *MZ/ hu, ) = QW) (5 0) *p
P Qp P
ott Up, = {(p"au, ju, (anp’™) ™ \y), u € U} et Q est un polyndome de degré < r pour des raisons

p" 0
1

de croissance & 'infini (nul si aj, # 1). On a alors pr Q) (%

) * i = 0, et comme by, ; =

(app’) by, on en déduit la relation 3;(u) = (ahpi)*”ﬁi((”g [1)) *k ) et donc la minoration

vp(Bi(p) = —(2r +i— (k= D)+ v, (Bi( (%)) %k 1)
> —2r+i—(k—1))n+C+uvg (5 ) *kmp)
= ((k=1) =i =7)n+C + vg,(n).

Il n’y a plus qu’a faire tendre n vers +o0o pour faire tendre cette quantité vers +oo et démontrer
la nullité de 3;(p) sii < k—1—r. On en déduit 'implication (ii)=-(i).

Si pr lhu e = 0 quel que soit U € % (k,r), alors fPl(Qp)(x —a)h(x —a)p = 0 quels que
solent a € Qp et (k —1) —r < j < k — 2. La propriété (h4) nous fournit alors la minoration

wl [ e ) 2 O (=) (e,

quels que soient a € Q, et n € Z, et comme k—1 > k—r—1, cela implique que ¢5 (1) est d’ordre
k —r d’aprés la proposition [18,7 7] On en déduit I'implication (i)=>(iii).

Supposons que £ (u) se prolonge en une distribution v globalement d’ordre k — r sur Q,,. La
propriété (h5) nous fournit I'identité

> & (1 + )" (6 (F)™ — F{™))

776/prn+nl _upn+n2

=0

IT:n—l
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quels que soient 0 < j < k—1,b€ Qp, n1 =2 ng € Z et n € Z tels que n + ny,n + ng 6 N
et bp" € Z,. Soient a E Z, et m € N. Appliquant ce qui précede a ng = —m, b = ap™" et
ny =m — n, on en déduit que

S A+ T (R — F))

NEMym

=0

‘T:n—l

quels que soient 0 < j <k —1,a € Z, et n,m € N. Cela permet de montrer, par récurrence sur

j, que l'on a 8j(€h(Fu)(”) — F,En))‘T = 0 quel que soient n € N, n € pyoc et 0 < j <k — 1.
e

On en déduit I'implication (iii)=(iv).

Reste I'implication (iv)=-(ii) & démontrer. La propriété (h5) se traduit par

[ e [ @eay=p [ @eaii - [ @mai )
D(a,n1) D(a,n2) D(a,n1) D(a,n2)

quels que soient a € Q,, 0 < j <k —1 et ny,ne € Z. Ceci est équivalent a

p”/ (z — a) / x—au—pn/ <x—a>jfh<u>—/ (2 — )t (u)
D(a,n) D(0,0) D(a,n) D(0,0)

quels que soient a € Q,, 0 < j < k—1et n € Z, comme on peut le montrer en utilisant I'identité

(P"1p(am (@) — 1peo) (@) (z —a) = (p 1D () (@) = D" Lp(am)(2)) (x — a)!
< ) I (P™Lpo,m) () — 1D(0,0)(37))i15i

valable si m < wvpy(a) de telle sorte que D(a,m) = D(0,m). On en déduit, si U € % (k,7)°, la

formule
Saf  @mwrr=Y [ @),

uel D(au,n) uel D(awn)
Maintenant, le fait que v est globalement d’ordre k — r nous fournit la minoration

vp(gjxu/(

D(au,n)

(z = @) v) > vg,_,(v) + inf (u,(\)) +n inf (G, — (k =),

tandis que la propriété (h4) nous fournit la minoration

Up(Pn/ fh,U,u—Z)\u/
Qp uelU

D(ay,n)

(z—a. V" (1)) > C(h)+ inf (v () + inf ((u = (k=r)n).

On en déduit, quel que soit n € N, la minoration

o[ nrm) 2 inf G = (k= 1) +7) + B (00)) + 005, (), C(B)).
u u
P
Comme inf ey (j, — (k—1)+7r) > 0, Il n’y a plus qu’a faire tendre n vers +oo pour faire tendre
le membre de droite vers 400 et en déduire la nullité de pr bhypsiU e % (k, )Y, Ceci permet
de conclure la démonstration de la proposition 6.3.
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6.4. Existence et propriétés de la distribution ¢, (u)

Passons a la démonstration de la proposition 6.2. Pour démontrer la convergence de 'intégrale
Iy j (1, m, a), on peut supposer a = 0, quitte & remplacer p par ((1) _1“) * 11 (ce qui ne change pas la
valeur de vy, (1)). En utilisant la propriété (h2e), on décompose alors I, ;(p,n,0) sous la forme

n—n(h)
Ij(p,n,0) = Jo(n) — Y Ln(n) + Lno(n),
avec
Y
T = | Fus@ ) o). Lol = [ p L hly) i),
D(0,n—n(h)+1)x D(0,n) Dison(h)—n)  cn(d)
w= [ ] ey m @)
mZ* yn)
et on est ramené & prouver la convergence de la série > " 2[ (n). Pour cela, on fait les

changements de variables z = p™u et y = p™wv, et on utilise les propriétés (hl) et (h2d), pour
obtenir

—m

In) = ey [ f (1w 0P g, ) () (7
o D(—v,n—m)
Maintenant, comme n —m > n(h), la propriété (h2c) implique que la fonction

¢(u7 U) = ]-Z; (U)]-D(fv,nfm) (u) (u + v)j+1gh,j (uv U)

appartient a LA,,_,,(Z, x Z,), et, si 'on pose

Co(h) = _inf  vra, ) (125 (0)1D(—0n(n) (W)9h,;(u, v)),

\]\

on a v, _,.(¢) = (7 +1)(n —m) + Cy(h). On en déduit la minoration
vp(Im) = —m(k = 2r — j)+(vg,_,, (un) — (k= 2r)(n —m))
+((vgz, (n) —mr) —r(n—m))+ (G +1)(n —m) + Co(h)
=-—m+n(j— (k—=1—7)) +vg,_, (un) +va. (1) + Co(h),

) % ().

et la convergence de la série.
Pour montrer que ¢ () est bien définie et est une forme linéaire, il suffit d’utiliser la propriété
(h2b) pour constater que les formules définissant ¢;, se raménent a

/D<a,n> (k) = /pl(Qp) ( /D(a_w) fj(a,y) uh(a:)) 1(y),

si0<j<k—1letacQ,
Pour démontrer que ¢ (u) vérifie la propriété (h4), on peut de nouveau se ramener a a = 0 et
écrire I'intégrale a évaluer sous la forme

n—n(h)

—n yj / j
p ~ U — x/l J I,
/Pl(Qp) cn(d) D(0,n) wu) = N1(n) Z

m=—0o0
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avec Ji(n fD O n(h)ﬂ)p*”#&)h(y)u. Pour évaluer v,(Jo(n)) et vy(J1(n)), on fait les chan-
gements de Varlables x = p"u, y = p"v, et on utilise les propriétés (hl) et (h2d), ce qui nous
donne

vI

— (L) — (h(v n POy (v
A =@ [ ) 080 ) )<

—n

= o )" (u,v) + nByv’ w)) (¥ D) * u(v).
Jolm) =(""an) /D(o,n(h)ﬂ) (/D(o,o)(fh’]( el )> ( ’ 1) o

Comme les fonctions a intégrer ne dépendent plus de n, on en déduit 'existence de C1(h) tel
que, quel que soit n € Z, on ait

inf(vp(Jo(n)), vp(J1 (1)) = nop(p' ) tvg, (7)) +Ca(h) = n(j—(k—r))+vg, (1) +Ci(h).

I suffit alors d’utiliser la minoration de wv,(I;,(n)) obtenue ci-dessus (en remarquant que le
minimum de cette minoration est atteint pour m = n—n(h) puisque j > k—1—7r) pour montrer
que £y (p) vérifie la propriété (h4) avec

C(h) = inf(C1(h), =n(h) + vg,_,, (kn) + Co(h)).
Il nous reste a vérifier que ¢, () vérifie la propriété (h5). Nous aurons besoin du lemme suivant.
Lemme 6.4. — (i) Sin > 1, alors
Yo P () (BRFM)) (n— 1) =

ne€p,—1{1}
/ Z ( /D_
p~"Z3 (=y,1)

)

s m@ = [t m@) #o)
(i

i(— ONY(p— 1) =
> ocarmu-n=[ (f

nep,—{1} )

frj(x,y) uh(fv)—/D( ) fh,j(x,y)uh(x)> 1(y)-
—-Y,

Démonstration. — (i) Soit H™ = fp,nz;(l + TPy = fZZ(l +T)" ) = Fﬁn) — @(F‘Sn_l)).
On a alors,

G(BREM) = (BaH™) + (Bup(F" V) = w(BRH™) + (B F" Y,

et comme ¥ (Bp) = 0, cela montre que 'on peut remplacer F,Sn) par H™ dans la formule a
démontrer. Par ailleurs, comme

Pyt =pTIYnY et W (f)(@) =p7" Y f(b
br" =a
on obtient
> ¥ ((pay )W (BREM)) (n— 1) =
nep,—{1}

oy Y (i()a@Bh D)9 HO (- 1)).

neupn+1 —Hpn =0
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Maintenant, comme

@ H™M(n—1) = / v Y ™,
»
on peut réécrire la somme ci-dessus sous la forme

i 1ym (] i—i i _ ™) (),
(e, ) /p( > ny;(l)y’ 0'Bn(n 1)>u (v)

nell’anrl —Hpn

ou encore, en utilisant la propriété (h3b), sous la forme
ety [ [ hem@ - [ ) m@) i)
x D(—y,n+1) D(—yn)

On conclut en faisant les changements de variables © = p"u, y = p™wv, et en utilisant les propriétés

(h1) et (h2d).

(ii) On a
J .
j I\ qi j—i
> dearu-n=- ¥ 3 (1)ocn-noEn-
nEp,—{1} nep,—{1} =0

= /( Z nyi<'>azch )j_i> p(y),

et on conclut en utilisant la propriété (h3c).

Revenons a la démonstration de la propriété (h4). Commengons par remarquer que, vu la
définition de £y, (F, M)(”), le lemme 6.4 permet de démontrer cette propriété pour n; = 1, no = 0,
n=0eta=0,etce, quel que soit u € Z,(Qp). Le cas n; =1, ng =0, a = 0 et n quelconque
sen déduit en utilisant la relation (¢, (F,) ™)) = £,(F,)™ mod t*; le cas ny = ny + 1 et

m

a = 0 s’en déduit en remarquant que Eh((p;" (1)) *u) = (% (1)) * Up(u), si m € Z; le cas ny, no

quelconques et a = 0 s’en déduit par linéarité, et le cas général s’en déduit en remarquant que, si
A= ((1) 1) %, alors £, (A) = ((1) 1) < lr (), et ()™ = (14+T)P" %, (F,)™ sim+wv,(a) > 0.
Ceci termine la démonstration de la prop. 6.2 et, par voie de conséquence, celle du th. 6.1.

7. Les objets attachés a un caractére de Q;

7.1. Les constantes c, )(j)
: _ C g A A : * QN - OF * N :
Soit u = x(7) ; ¢’est un générateur topologique de Zy. Si o : Q5 — Cj est un caractére continu,

la quantité Ologiu) ne dépend pas du choix de u; on la note w(a). Il existe alors n(a) > 1 tel

que 'on ait

alz) = f (w(o‘)>(a¢ —1)" siz e D(,n(a)).

n
n=0

On se fixe, pour toute la suite de ce §, une mesure A sur Z; vérifiant

/oz_lA;éO et/ ' A =0, si a(p) = p'™, avec i € N.
b b
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On définit co \ # 0, et co1(4), si j € N, par les formules :

Car = /z alA et can(j) = (w(e) +j). - (w(@)) XY

(p—1)logu J!
Soit % 1’ensemble des parties finies de L x Q, x N. Si U = {u = (ay, ju, M)} € % , soient
— au ]u
Au aly —ay) et Py(X)= Au(X —
D= Tl @ 0= T
On peut aussi écrire Py (X) sous la forme

ZbUle avec by, = Z)\ (ju> au)j“*i.

uelU

Lemme 7.1. — Si j € N, et si cqn(j) # 0, alors a(y)_l(ﬁy;‘z%a(y — a)) est analytique au

voisinage de y = 0o, et on a

-1 (y*a)ja —a)) = d J _g)t y' -1
ot (St =) = 1o (1) -0 o)
Démonstration. — Au voisinage de y = 0o,
(y—a) oly—a) _ ¥ i@t
) o) @)
1 j! S (w(@) + 5 i 4
w7y rou

n=0
et on conclut en posant i = j — n et en développant le coefficient binomial.

Corollaire 7.2. — SiU € U, et si cox(ju) # 0 quel que soit u € U, alors a(y)  a,u(y) est
analytique au voisinage de y = oo, et on a

+oo
aly) L _ y’ -1
(y) ea,U(y) JZ:% bU,] a,)\(j) + O(y )

7.2. La distribution i, )
Soit gy, la distribution sur Z; définie par

1
logu’

w(d)

O ey = ———=— sid:ZF — C¥ est un caractére continu # 1, et o=
Z; HKL 5(U) 1 D - D 7& ) /Z; HKL

Cette distribution est I'analogue multiplicatif de la distribution de Kubota-Leopoldt, ce qui
justifie la notation. Elle dépend du choix du générateur v de I' et est d’ordre 1.

Lemme 7.3. — Sin>1,s5i0<i<(p—1)p" 1 —1,etsid: Z; — Cp est un caractére continu,
alors

8(u)iw(s) _ S(w)~ (=17 ﬂ-)w((s) - pe)pn-
/ ; O pr, = S(u)e—-Dp"t_1 T 1)~ (e—Dpn 1 51 0W—HP #1,
D(ut,n)

-n S(u)t ‘ et
p (Pfl(% g3 §(—1Lp —1.
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Démonstration. — Si X,, désigne l'ensemble des caractéres 3 : (Z/p"Z)* — Q;, on a
Lo (@) =1 D 8
BeEXn
/. 5MEL:(_ nlzﬁ i/ﬁéuf@.
D(ut,n) b BEXn zy
Si gP—1P" T = 1, on a w(B6) = 0 quel que soit B € X, ; tous les termes de la somme sont donc
nuls sauf celui correspondant a 3 = §~!, ce qui nous donne fD(ui n) O Py, = p‘"%.

Si §P=VP"" £ 1 comme w(83) = w(6), et comme 3 est déterminé par n = B(u) € He(p—1)pr—1
on obtient

/ 0 piL = ;_ Z nt w(é) 5(u)zw(_5)

; — n—1 — “\on—1 .
D(ui,n) e . LR (L

La derniére identité peut se montrer, par exemple, en développant en séries entiéres en z = 0 (u).
Ceci permet de conclure.

On note A * auy, le produit de convolution sur Z; de A et augy,. On a donc

o(2) A > aply = / B(2t) A2 (2).
Z;

VAR /S
Lemme 7.4. — Siy€Zy et 1 <m<n+1, alors

(p—1)p™

w(a) _
- aw | @ = [ paate)
MR Sl S
Démonstration. — On a
(p—1)p"
]-D( ym) Z ]-D (—uy,m) )]-D(u—a,n+1)(2)'

En revenant a la définition de la distribution A x aup, on en déduit la formule

(p—1)p"
Ha ) = / / «Q M;‘(L ’
/D(—y m) Z —uly, m) D(u—%,n+1) )

et on conclut en utilisant le lemme 7.3 avec i = (p — 1)p" —a et 6 = .

Lemme 7.5. — (i) Si a(p) n’est pas de la forme p'~%, avec i € N, alors il eviste une unique

distribution pi x sur Qp dont la restriction a Zy est A * augy et qui vérifie (g (1)) * fla\ =
pa(p) ™ pra,- |
(ii) Si a(p) = p'™*, alors il existe une unique distribution pq » sur Qp, dont la restriction a

Z5 est Ax oy et qui vérifie (’5 (1)) * o) = pa(p) i et fzp T o\ = 0.
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Démonstration. — L’application p — A, ( fz + T')*p induit [22,7 7] une bijection de

I'ensemble des distributions sur Q, vérifiant (S 1) p = pa(p)~tp, sur ensemble des élé-

ments de Z+ vérifiant ¥ (f) = p~la(p)f. D’autre part, si u est une telle distribution, alors
(1 —ptalp)p)Ay = [;. (14 T)®u. Le lemme est donc une simple traduction du lemme 1.1.
p

Lemme 7.6. — Si vy(y) <n, alors

n

/ a o =D "Can.
D(*g,ﬂ)

Démonstration. — On se rameéne au cas vp(y) = 0 et n > 1, en faisant le changement de variables

z = p»Wz/ et en utilisant la relation (g 1) * fia,x = pa(p) i x. On utilise alors les formules

(p—D)p" !
* —n p
Lo (st) = 1p(yuin) (L pguim(2) et =p
D(—yom) (21) ;:0: D(=yui,n) )1 D(u1,0) (2) /D(u oy 1L (p—1)logu

pour obtenir

/D(—y,n) O‘_l(x) foor = /z* xZ% lD(_yvn)(Zt) a(Zt)_l)‘(t) a(2)pkr(2)

= Z /y 1A)(/D(, uic)

7.3. Les fonctions f,; et g, ;

SijeNetsi w(a)¢{0,—1,...,—j}, soit fo j(x,y) la fonction de deux variables définie par
d AN
faj(z,y) = ZZ; (Z) w(e) 10

Proposition 7.7. — (i) Si j € N, alors foj(p2,pY) = P foj(7,Y).
(ii) Sij e N et a € Qp, alors Zin,:(] (i)(—a)j_mfmm(x,y) = fa,j(z,y —a).

Démonstration. — fq; est un polynéme homogéne de degré j en z,y; on en déduit le (i). Par
ailleurs,
J ; Jom ) | m—i.i
J: i m! Y T
a)i~m x ——(=a)™"
32 () o Mot = 303 e

ce qui démontre le (ii) et permet de conclure.
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Soit .
s ,9) = (2 +9) T ?’ Yo(—ya™)  faslev)).
(w(a) +7) - (w(a))
Proposition 7.8. — Sij €N, et si w(a) ¢ {0,—1,...,—35}, alors

(i) Gaoj (P2, pY) = P~ g j(, ). ,

.. ; —n oyl

(11) fD(—y,n) (x + y)J+19a,j (xv y) Ma,)\(x) =p Caﬂ(j)a(—y) - fD(—y,n) fa,j(xa y) ,Ua,)\(x)-

(i) ga,; est analytique sur Uouvert de Qy x Q¥ des (x,y) vérifiant vy(x +y) = vp(y) + n(a).

Démonstration. — Le (i) est immédiat. Le (ii) est une conséquence du lemme 7.6. Pour démontrer
le (iii), partons de 'existence, si w € C,,, de I'identité suivante de séries entiéres (en u)

(1— u) Z’: (Z) (izU—Jrli)i S 1)3"!' U (1 _ ;XZ (;“:Tf) (1— u)“”munm)

1=0

qui se démontre en dérivant par rapport a u, et en faisant une décomposition en éléments simples

de la fraction rationnelle g ;) bour identifier les termes constants.

On en déduit, si vp(u) > n(a), la formule

J . (u_l)i B 1l = a(u—1) j+m
a(“_l)z<z>w(a)+i_w(a)(w(oz)—i-i])'”(w( )+ ( mz: ( j+m )(1—u)u+ )

1=0

T+y

11 suffit alors de poser u = et de multiplier les deux membres par (z + y) 7/~ lyYa(—yx~1)

pour en déduire la formule

)

= w(o N (z m—1
Goj(@,y) = — Z(—l)m< 3(42:1‘7)(?12

m=1

valable si v,(x +y) > vp(y) + n(w), ce qui permet de conclure.

7.4. Les éléments A, ), B, ) et Cy )
e Soit B, € (£1)¥=Y la solution de I'équation

(a(y)y = 1)Bax = / (14+T)"\.

*

Lemme 7.9. — Sin>1, sii €N, el siy € Zy,

wa)+): Y B0 =" [ dun=p" [ i
NEM 11— Hipn D(—y,n+1) D(—y,n)
Démonstration. — On a w(z'a) = w(a) + i et, avec des notations évidentes,
aiBa,)\ = Bxia,xi)\ et xilu'a,)\ = Mgia,zixs

ce qui permet de se ramenenr & ¢ = 0 pour faire les calculs.
La relation (a(y)y — 1)Bgax = (1 +T') se traduit par

0 (u) Baa (1" — 1) — Baa(n — 1) = / A,
P
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quel que soit 7 € pynt1 — pyn. Soit
g)=w(@)- D nBarln—1).
NEMn+1—Hpn
En multipliant la relation ci-dessus par n“¥, on obtient la relation
> pBaat—1) = a(U)_l( > (n“yBa,A(n — 1)+ /
NEK,n+1 —Hpn NEK,n+1 —Hpn Z
Comme ZWEMPnH—Hpn
nelle g(y) = a(u) " (g(uy) + w(a)v(uy)), avec

w= X[ [ L@ / R

NEMpn+1—Hpn

)]

n® = p"“lD(O’nH)(z) —p"1po,n)(2), on en déduit, I'équation fonction-

*
P

En utilisant le fait que g est constante modulo p"'Z, et que u®~VP" = 1 mod p"*+?, cela permet
de calculer g(y). On obtient

w(a) (p_]-)pn
g(y) = 1 o a(u)_(p_]_)pn O[(’LL) av(uay)
a=1
UJ(OZ (pf]-)pn .
- 2> atw (e | o) - [ @),
1-— Ol(’LL)f(pfl)p ; ( D(—u%y,n+1) D(—u%y,n) )

et le lemme 7.4 permet de conclure.
e Soit Ay € Z* la solution (cf. lemme 1.1) de I'équation (p~ e (p)o—1)Aa = [, (1+T)* A
. . p
vérifiant 9'A, 2 (0) = 0 si a(p) = p*~—%.

Lemme 7.10. — On a

; ulalu) — 1 - - - uo(u) — 1 ~
0 an0) = 20U [ iy et p a0 a0 = S0 [,
w(a) +i Jg, w(a) +i Jpz,
Démonstration. — Commengons par remarquer que, si a(p) = pl_i, alors toutes les quantités

ci-dessus sont nulles. Nous supposerons donc a(p) # p'~* dans ce qui suit.
Soit F' = fzp(l + T)% g 1. Comme (p~ta(p)(? ) —1) % pian =0, 0on a

(r'a(p)p — 1)F = —/

(4T by == | (4T Aeanfy.
Z

* *
p ZP

En appliquant 0 et en évaluant le résultat en 7' = 0, cela nous donne

o)~ D3P0 == [ e axanin == ([ N ( ]

V/
_ —(w(e) +19) /z,,* s

walu) — 1

va(w) i)

*
p

Comme (p'la(p) — 1)87Aa1(0) = fz; 7%\, cela permet de démontrer la premiére identité; la

seconde s’en déduit en utilisant la relation p~!a(p) (g (1)) * fhax = Ha)
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e Soit C, ) € Z7T vérifiant (a(y)y — 1)Cax = Aa mod t*FZT. Un tel C, , existe (et est
unique (n° 3.6) modulo t*%2%) si w(a) ¢ {0,—1,...,1 —k}.

Lemme 7.11. — Siy € Zy, et 5i0 <1 < k—1, alors

(wla)+i)- S 7P Con(n—1) = / for—p / o,
D(fyvo) D(fy’l)

nEp,—{1}

Démonstration. — On a encore 8" Ag \ = Agig zix €t 0°Co ) = Crig 4ix mod t¥77, ce qui permet,

comme pour le lemme 7.9, de se ramener & ¢ = 0 pour faire les calculs.
Des hypotheses (a(u)y — 1)Cqo ) = Ay mod tZF et (p~'a(p)p — 1)Aap = [ (1+T)" A, on
P
déduit, pour 1 € p,,, les formules

a(u)Can(n* —1) = Cox(n—1) + Agn(n—1) et p a(p)Aaa(0) — Ag(n—1) = / nA.

P

De la seconde égalité, on déduit la formule
Aa(n—1) = p~a(p) Aa 1 (0) —/ n'A = —/ fa\ —/ n°A.
b pZp Z;

De la premiére, on déduit, en posant g(y) = w(a) - Zne“ _1 nYCax(n — 1) et en raisonnant
P

comme dans la démonstration du lemme 7.9, 'équation fonctionnelle g(uy) = a(u)~(g(y) +

w(a)v(y)), avec

v(y) = D nYAaan-—1)

nep,—{1}
T a(;jza; : </pZ

On a alors, comme dans la démonstration du lemme 7.9,

Han) (PLoz, () = 12, () - / (PLp(y)(@) — 12, (2)) A@).

9(y) = - _au(}i()l =Y Z

Maintenant, le lemme 7.4 nous fournit la formule

p—1
1_07()5(;2(}%1) Za(u)fa /Z* 1D(,uay,1)($)/\(x) = (/D( . Na,A) 12; ().
a=1 —y,

P

Les trois autres termes de la somme constituant v(u®y) ne dépendent pas de a, et comme

Za Lau)™® = O‘(“)fll(iazf)_)ipil)), la contribution de ces trois termes a g(y) est
(/ I ) (pl (y) —1 (y)) + _wla) (/ A)l (y)
- a,\ Z — 1Z VA .
PZyp o ’ a(u) —1 z :
Il n’y a plus qu’a utiliser la formule — u) 1 fz* fz* Mo, €t & mettre ensemble les formules
P

obtenues pour conclure.
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Corollaire 7.12. — (i) Siy € Zy et n > 1, alors
J P\ i
> X () Bt -
Weﬂanrl 7“';;” =0

P i@ -0 [ fase e,
D(—y,n+1) D(—y,n)
(i) Si0<j<k—1, et siy € Zy, alors
S w3 () Castn -1 -
nem,—{1} =0

/ Forg () (@) — p / fog () o ()
D(—y,0) D(—y,1)

Démonstration. — C’est une conséquence directe des lemmes 7.9 et 7.11.

8. Représentations de GL2(Q,)

8.1. Un peu d’analyse p-adique

Si f € LA(Z,), si n € N, on note fop™ ™ :Z, — L la fonction de support p"Z,, dont la
restriction a p"Z, est donnée par la formule fop™"(x) = f(p~"z).

Lemme 8.1. — Si f € LAy(Zy) et sin € N, alors fop™ € LApyy et vpa,,, (fop™) =
ULAy, (f)

Démonstration. — 11 suffit de revenir aux définitions.

Lemme 8.2. — Si f € LA(Z}), siw € L*, et si k € N, alors la série

“+o0o
Z Oénnkf o p—n
n=0

converge dans €"(Zy,) si 0 < u < vp(a).

Démonstration. — 1l existe h > 1 tel que f € LAy(Z,). Sin > 0, alors, d’apreés la prop. [22,77]
et le lemme 8.1, on a
vgu(a” nkf op ") = nup(a) +vLa,,, (fop™™) —u(h+n)
= n(vp(a) —u) +vpa, (f) — uh,
ce qui montre que vgu(a™n f o p~™) tend vers +oo si vp(a) —u > 0, et permet de conclure.
Proposition 8.3. — Soit § € ?(L) vérifiant v,(3(p)) > 0, et soit k € N. Alors logk, -6 tend

vers 0 en 0 et la fonction obtenue en prolongeant par continuité est de classe € sur Q, pour
tout u vérifiant 0 < u < vy (0(p)).
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Démonstration. — Comme
vp((logg 2)*6(x)) = vy(x)vy(8(p)) + kinf(0, v,y (L)),

on en déduit le premier point. Par ailleurs, comme ¢ et log & sont localement analytiques sur Qy,
il suffit de regarder ce qui se passe en 0, et on peut donc se contenter d’étudier la restriction de
logp’} -0 & Zy. Sii€ N, notons f; la restriction de log'y -6 & Zjp. Un calcul immédiat montre que
la restriction de logfcg -0 a p"Zy est alors égale a

s (> (§)merisiop™),

1=0

et donc que la restriction de loggﬂ -0 & Z, (prolongée par continuité en 0), est égale a

400 k L

n k—i p. -n

> o0 (3 (§) e ion ).
n=0 =0

ce qui permet d’utiliser le lemme 8.2 pour conclure.

o~

Lemme 8.4. — Sid € T (L), sii € N, sia € Qy, sin > 1+vy(a) et sim = sup(n,n(d)+vp(a)),
alors lD(am)(:(:)é(x)(logg r)t € LA, (Qp) et

VLA, (1D(a,n)(2)0(7)(log & :1;)1) = vp(a)vp(d(p)) + 1inf(0,v,(ZL)).

Démonstration. — On se raméne & a = 1 en faisant le changement de variables x = ay, auquel
cas le résultat s’obtient en revenant a la définition de n(d) et en développant brutalement.

—~

Lemme 8.5. — Sip € 2,(Qp), siéd € T(L), et si £ € L, il existe C(u,6,Z) € R tel que, si
ne€Z, etsii €, alors

w(/_nZ* §(z)(logy x)' ,u) > (u—vp(0(p)))n + vg, (1) + C(u,d,Z).

Démonstration. — On a

n

/ 5(@)(oggpx) = [ 8(p"z)(ogu(p"2))
p*"Z; Z;‘;

1) *

=6(p) " | d(x)(loggx —nL) (7 0)xp

Z

On en déduit la minoration
w( [ s@onza) ) > <m0 +vm (555 m)
pT"Zy
+ULA,, () (12;; -8(z)(log y z — n.L)") — n(d)u,

et le résultat suit, avec C(u,0,. ) = —n(d)u + iinf(0,v,(L)), de ce que v%((pg [1)) *x [) =

vg, (1) + nu et du lemme 8.4 en écrivant 1zx sous la forme Zﬁ;% 1p(a,)-

Remarque 8.6. — On n’aura, dans la suite, besoin que du cas ¢ = 0, auquel cas, on peut
remplacer C'(u,d,.Z) par une constante C'(u,d) ne dépendant pas de .Z.
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8.2. Distributions sur P}(Q,)

Side e/?\(L), on note LA(P(Q,)(6)) l'espace des fonctions ¢ localement analytiques sur Q,,
telles que &(z)¢(1/x) se prolonge en une fonction analytique sur Q,. Si ¢ € LA(PL(Q,)(9)),
on dit que ¢ a un poéle d’ordre < u (resp. d’ordre < w) en linfini, si §(z)¢(1/x) a un zéro
d’ordre > u — v,(d(p)) (resp. d’ordre > u — v,(d(p))) en 0.

On note 2(P1(Q,)(4)) le dual de LA(P1(Q,)(9)). Si u € 2(PY(Q,)(J)), on note yy la res-
triction de p a Zj, et po la distribution sur Z, définie par

[ o= /D o, A0

On note aussi t5 'involution de 2 (Z;) définie par
¢(x)s(p) = [ 0(z)o(1/z) p
Z; Z;
On a alors Reszs(p2) = t5(Reszs(p1)), et réciproquement, si on part de deux distributions
1, p sur Zy, dont les restrictions a Zy vérifient la condition ci-dessus, alors on peut recoller j;
et po en un élément de 2(P1(Q,)(8)). Par contre, il n’est en général pas possible d’étendre une
distribution sur Q, en un élément de Z(P*(Q,)(4)); il y a une condition de croissance a l'infini.
On dit que p € 2(PY(Q,)(8)) est d'ordre < wu si les distributions u; et ps ci-dessus
appartiennent a %,(Z,). On note 2,(P1(Q,)(8)) I'ensemble des éléments d’ordre < wu de
2(P1(Q,)(4)), et on munit 2,(P1(Q,)(d)) de la valuation Vg, (P1(Q,)) définie par

Vg,(P1(Qy)) (1) = Inf(vg, (1), vg, (12))

qui en fait un espace de Banach. On peut aussi voir %,(P*(Q,)(d)) comme le dual de l'es-
pace €*(P1(Q,)(5)) des fonctions ¢ de classe € sur Q, telles que 6(z)¢(1/x) se prolonge par
continuité en une fonction de classe € sur Q,,.

8.3. Prolongement a P!(Q,) de distributions sur Q,
Lemme 8.7 — Soientu >0 et p € 2,(Qp).

(1) Sii < u est un entier, alors limy,_, fD (0,—n) i =0.
(ii) Si ¢ € LA(P1(Qy)(0)) a un péle d’ordre < u en oo, la suite de terme général fD(()’_n) oy
admet une limite fQ ¢ 1 quand n tend vers 4+00.

Démonstration. — (i) Sit € N, on a v, fD(o e ‘) = vg, (1) + (i—u)(—n) qui tend vers linfini
quand n tend vers 400 si i < u, ce qui démontre le (i).

(ii) Pour montrer que 'intégrale converge, il s’agit de vérifier que, si ), <u—vp(5(p)) a;x’ converge
sur D(o0,np) et donc, si vp(a;) — ing tend vers +o0o quand ¢ tend vers —oo, alors la série double

> ox /nz*

n2no+1i<u—uvp(8

converge. Or, d’aprés le lemme 8.5 (appliqué au caractére '), on a

(/ 0@ 1) > (a0 Hu—up(3(p)) i) C = wy(as)ing - (u=v (6(p)) i) (n—mo) +C",



REPRESENTATIONS TRIANGULINES ET LANGLANDS p-ADIQUE 55

avec C,C" € R.. Ceci permet de conclure car vp(a;) — ing + (v — vp(0(p)) — 7)(n — no) tend vers
+00 si ¢ tend vers —oo ou si n tend vers 4o00.

o~

Proposition 8.8. — Si € 2,(Qp) et § € T(L) vérifie v,(d(p)) = 2u, et si p; €
2(P1(Q,)(9)) est la distribution définie par

° fPl(Qp) o ps = limy 1 o fD(O —n) o st ¢ aun pole d’ordre < u en oo,

. fD(oo,O) S(z)x pus =0 siu—vp(d(p)) <i <0,
alors g est d’ordre u.

Démonstration. — Pour calculer 'ordre de pug, il s’agit de calculer celui de la distribution p’ sur
Z,, définie par

[ ot = /D o, @00/

et pour ce faire, il s’agit de minorer vp(fD(a n)(%)iu’), poura € Z,,n € Neti e N. Il y a
deux cas.

e 1 > vy(a). Dans ce cas, on a

T—a.. 4
( n )i = / Panitt,  AVEC Pan,i(2) = Lp(a—1 n—20,(a)) (€) - 6(z)2z™"(
/I‘D(flv") p Q ( (@)

1—oax )i
pn

Si m = sup(n — 2vp(a),n(6) — vp(a)), on a ¢qn; € LARL(Qp), et écrivant (1;?“”)" sous la forme

pim=—n) ai(z;i‘f,;l)i, on obtient, en utilisant le lemme 8.4 pour le caractére 2§, la minoration
VLA, (Pan,i) 2 (i — vp(0(p)))vp(a) +ivp(a) + i(m — n) = —2uvy(a) — i(m —n + 2vy(a)).

On en déduit la minoration

T—a,
Up(/D(a,n)(p”) MI) 21}%@@)(”) + VLA, (Pasni) — um

=vg,(q,) (1) + (i — u)(2vp(a) +m) — in.
Comme 2vy(a) +m > n avec égalité si n > v,(a) + n(d), on obtient finalement
vp</ (L_na)i;/) > vg,(Q,) (1) —un sii>wu (ousin > wvy(a) +n(d)).
D(an) P
e n < vp(a). On a alors D(a,n) = D(0,n) et donc

T—a,, _i,1—ax, ‘i —a. i
/ (— )Z,/:/ S(@)a™ (———)" s = ()(n )j/ o(z)x™ ps.
D(a,n) P D(oo,n) p i—0 J/ P D(oo,n)

J

On en déduit la minoration

wl( [ ) 2 it /| L dwe )

Par ailleurs, on a (avec les conventions évidentes si n < 0)

oo cige I0(2)p st > 0p(6(p)) —u=u,

—q =n+1 p
/ (s = 4 ., . o
D(co,n) Yoy fpfiz; xI8(z)p si j < wp(d(p)) —u = w.
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Ceci permet, en utilisant le lemme 8.5, de minorer vp(fD(oo n) x778(x)us) par
G—wn+vg, () +Cwd) s>
(J —u)(n—1)+vg,(n) +C(u,0) sij<u

Comme n > 0 puisque 4’ est & support dans Zj,, on obtient finalement la minoration
T 0y
w( [ CHW) 2 va, () —un -+ Cu, ).
D(a,;n) P

Les deux minorations ci-dessus montrent que p’ est d’ordre u et qu’il existe C'(u,d) tel que
vy, (1) = vy, (1) + C'(u,0), ce que Pon cherchait & démontrer.

8.4. Restriction a Q, de distributions sur P1(Q,)

On suppose encore v,(8(p)) = 2u. On note v (resp. ) I'élément de 2(P1(Q,)(5)) défini
par
W _1d / W_1d
for, o4 = ooty (o [ ol = oo )

C’est une distribution dont le support est réduit & oo (resp. 0).
D’aprés la prop 8.3, on a x¢ € €“(PY(Q,)(4)) si i < vp(d(p)) — u = u. L'intégrale fPl ) m
est donc bien définie sii < u et u € Z,(PH(Q,)(9)). Soit

Tou : Zu(PH(Qp)(8)) — Zu(P1(Qy)(9))

peon— Y /P wyo.

0<i<u

Remarque 8.9. — (i) Ty est la projection de Z,(P'(Q,)(d)) sur le sous-espace des p vérifiant
fP1 m ' =0si0<i< u, parallélement a Dogi<ul - V([)],

(11) Sl 1€ 2u(Qp) et si s € 2, (P1(Q,)(8)) est la distribution définie au lemme 8.7, alors
T>u(ts) = ps.

Proposition 8.10. — Siu > 0, 'application
Resq, 0 7>u : 2(P1(Qp)(9)) — 2(Qp)

induit une suite exacte
0— (@osicu L) & (@0gicu L+ 1) = Zu(PH(Qp)(9)) = Zu(Qp) = 0

d’espaces de Banach p-adiques.

Démonstration. — Comme d’habitude, si u € Z,(P1(Qp)(5)), on note p la restriction de y &
Z, et po la distribution sur Z, définie par fzp d(z)pe = fD(oo,O) d(z)p(1/x), ce qui fait de pg et
po des éléments de 2, (Z,). La condition Resq, (1) = 0 est alors équivalente & ce que po soit a
support 0 et la formule

ker(Resq, © T>u) = ( @o<icu L - V([)ﬂ) ® (@o<icu L - Vc[si])

est une traduction du (i) de la remarque 8.9 et du fait qu'une distribution sur Z,, d’ordre u, et

[i]

a support 0, est une combinaison linéaire des v", pour 7 < u.
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La surjectivité de Resq, o 7>, est une conséquence de la prop 8.8 et du (ii) de la remarque 8.9.
Pour conclure, il s’agit donc de montrer, d'une part, que, si u € %,(PYQ,)(d)) vérifie
fPl(Qp) 2’ =0si 0 < i < u, alors Resq, (1) € Zu(Qp), et, d’autre part, que u — Resq, (1)

est continue. Pour ce faire, on est amené a étudier les intégrales [ D(a,n) (%)Z W, pour ¢ € N,
acQpetncl.
eSiac€Z,etn>0 (ie si D(a,n) C Z,), on a

Up</D(arn) (g:p_"a)iﬂ) N Up(/p(a n) (xp_"a)iﬂl> > vg, (p1) — un.

e Siad¢Z,etn>uvy(a) (ie si D(a, n)ﬂZp—(Z) on a

:L' — a
/ / Cba n,i M2,
D(a7n)

oll g, est la fonction qui a été introduite au cours de la démonstration de la prop. 8.8. On en
déduit, comme dans cette démonstration, la minoration

vp(/ (a: _na)i,u> > vg, (p2) —un sii>n (ousin > wvy(a)+n(d)).
D(a,n) p

eSia=0,n<0eti<u,ona, gra,cealhypothesefP1 x,u—Oblz<u

+o0
T — G\ —ni - — _
- = —p nz/ ld( _ ni / 7'6 )/J,Q.
/D(a,n)( p ) Qp—p~"Zy Z nokZz%

On en déduit, en utilisant le lemme 8.5, la minoration Up(fD (a,n) (“”"’p_n“)Z ,u) vy, (H2) —un +
C(u,9).
eSia=0,n<0etq

=
.’E — a/
u
D(a,n) p"Zp

! / g 7 +§ / g ()bl i ()

Or, on a déja constaté que vy fp”b+pn+1zp (xp;’_fllb)ju) > vy, (u2) — (n 4 1)u. On en déduit que

Up (p~"x)'p) > inf (i + v, (p~"a) ), vg, (12) — (n+ 1u),
P"Zp Pz,

et une récurrence descendante immédiate (utilisant ¢ > «) montre que 1'on a

s / 7)) > v ) = (nt D

u, on a alors,

quel que soit n < 0.
e Sia¢Z,etn<uvy(a) (i.e. D(a,n) NZ, #0 et D(a,n) ¢ Z,), alors D(a,n) = D(0,n) et

/D(a,n) ($p—n a)i o= Zl: <;> (p~"a)t7 /pnz (p ") p,

j:[) P
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ce qui permet d’utiliser les deux minorations précédentes pour obtenir

w( [ O ) 2 o) — ok

Les minorations précédentes montrent que Resq, 1 € Zu(Qp) et qu'il existe C' € R tel que

v2,(Q,) (Resq, (1)) = inf(vg, (11),vg, (12)) + C = vy, p1(q,) (1) + C,

ce qui permet de conclure.

8.5. La représentation II(s)
8.5.1. Action de GLa(Qy) sur 2(P1(Qy)(9))
Lemme 8.11. — Si¢ € LA(PY(Qp)(9)) (resp. sip € C“(P(Qy)(9))), et si (") € GL2(Qp),

alors 0(cx + d)qﬁ(%) se prolonge par continuité en ¥ = —2 (sic # 0) en une fonction appar-

tenant a LA(PL(Qy)(9)) (resp. a ¢ € €4(P1(Qy)(9))).

ar+b
cr+d

oo et de —g. Par hypothése, on a ¢(z) = 0(x)doo(z) 00 Poo est localement analytique (resp. de
classe €*) au voisinage de co.
e Au voisinage de oo, il y a deux cas suivant que ¢ = 0 ou ¢ # 0.
— Sic=0,o0na¢(LL) = 5(z)5(% + L)oo (2EL), et (% + L) est analytique au
voisinage de oo tandis que qﬁoo(%“'b) a la méme régularité que ¢, ce qui montre que qf)(%‘*‘b) est

Démonstration. — 11 suffit de regarder le comportement de §(cx + d)gf)( ) au voisinage de

de la forme §(z)¢’(x), avec ¢ localement analytique ou de classe €.
— Sic#0,onad(cx+d) =d(z)d(c+ %) et 0(c+ %) est analytique au voisinage de oo

ar+by\ __ a+b/x az+b
c:r:+d) - ¢(c+d/z cx—i—d)

est de la forme 6(z)¢/(z), avec ¢’ localement analytique ou de classe €.
Dans tous les cas, d(cx + d)p(%E2) a donc le comportement voulu en co.

tandis que ¢( ) a la méme régularité que ¢, ce qui montre que d(czx + d)o(

cx+d
e Si ¢ # 0, alors §(cx + d)gb(gig) = d(ax + b)qﬁoo(gi‘i'g) a, au voisinage de z = —<, la méme

régularité que ¢.
Ceci permet de conclure.

On fait agir g = (¢ %) € GLa(Q,) sur 2(P'(Q,)(d)) par la formule

ar+b
o(x) g * u:/ d(cx +d)o 73
/Pl(cz,» ()97 PL(Qy) ( v

Comme z +— 6(cx+d)¢(g§12) appartient & €“(P1(Q,)(4)) si ¢ € €“(P1(Q,)(9)), cela implique

(
que cette action de GL2(Q,) laisse stable Z2,(P1(Q,)(9)).

Remarque 8.12. — 1l est, en général, assez difficile de décrire la transformée d’Amice de
Resq, (g *s ), mais cela ne pose pas de probléeme si g est de la forme (8 117) car action *g

coincide avec celle introduite dans [22,77] .
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8.5.2. La représentation B(s)

Si s = (61,02,-Z) € .74, on note &5 le caractére (z|x|)~1618, . On définit la représentation
B(s) de GLy(Q,) comme étant I'espace €(*) (P1(Q,)(d,)) muni de I'action de ( Z) € GL2(Qy)
donnée par la formule

a:v—l—b>
cx+d’

(¢ ) % p(x) = 67 (ad —be) (¢ 5) %5, d(x) = 67 (ad — be)ds(cx + d)(

8.5.3. Les sous-GL2(Qp)-modules M (s) et ]\7(\8) de B(s)

—

e Si §s n’est pas de la forme 27, avec j € N, on prend pour M(s) 'adhérence dans B(s) de
I'espace vectoriel M(s) engendré par les 2, pour 0 < i < u(s), et les (z — a)*d4(x — a), pour
a € Qpet0<i<u(s). Cet espace est stable sous I'action de GL2(Q,) car, comme le montre
un calcul immédiat, M(s) n’est autre que le sous-GL2(Qp)-module de B(s) engendré par les
polynomes de degré < u(s). On note M(s)" C M (s) l'intersection de l'espace des fonctions ayant
un pole d’'ordre < u(s) en oo avec celui engendré par les (z — a)™/ds(z — a), pour a € Q, et
0< 7 <u(s).

e Sid, =12/, avec j € N, et si Z(h) =.Z € PY(L), on note M(s)’ I'ensemble des combinaisons
lindaires des (z — a)/ =% 55(x — a)logy(z — a), pour a € Qp et 0 < i < u(s) = % ayant un pole
d’ordre < u(s) en l'infini, ot si £ = oo, on définit log o par log,, = vp,. On note ]\7(\3) I’adhérence
dans B(s) de l'espace M(s) engendré par les ¢, pour 0 < i < j et par M(s)’. Un petit calcul
montre que M (s) est stable par GL2(Qj); il en est donc de méme de ]\7(?)

8.5.4. La représentation I1(s)
Dans tous les cas, on pose II(s) = B(s)/]\?(?)

— —

Remarque 8.13. — (i) L’espace M (s) correspond a l'espace M(s) de l'introduction sauf si

s € de, auquel cas c’est ’espace m/ du (v) de la rem. 0.13 de I'introduction. L’espace M (s)
ci-dessus n’est pas celui de l'introduction.

(ii) Dans tous les cas, M(s) contient les polyndémes de degré < wu(s) et application qui, a
¢ € M(s), associe le développement de Taylor a lordre u(s) de d(z)p(x) au voisinage de 0,
est surjective. En utilisant la prop. 8.10, cela permet de montrer que y — Resq, () induit un
isomorphisme

I(s)* = {,u € Du(s)(Qp), / ¢ = 0 quel que soit ¢ € M(s)’}.
Qp
Proposition 8.14. — Il existe C > 0 tel que, pour tous p € I(s)* et g € GL2(Qy) on ait
Va,(P1(Q,) (9 *s 1) = Vg,pr(q,) (1) — C.

Démonstration. — Il est clair sur la définition de vy, (p1(q,)) due U%(P1(Qp))((? (1)) *s ,u) =
Vg, (P1(Q,))(H) si p € 2,(PY(Q,)(0)). Par ailleurs, un calcul immédiat montre que I'on a

Vo) (5 ) *s 1) = va, ) (1),



60 PIERRE COLMEZ

si g€ Zu(Qp). Ceci permet de conclure car, d'une part Resq, induit, d’aprés la rem. 8.13, un
isomorphisme de II(s)* sur un sous-banach de %,,(Q,), et d’autre part, tout élément de GL2(Q,)

s’écrit comme un produit d’au plus trois éléments de la forme (g g) ou ((1) (1))

Corollaire 8.15. — Si p € 2,(PY(Q,)(3)), alors

VB(s)» (1) = e Giﬂlzf( o) V7, (P1(Q,)) (9 *s 1)

est fini. De plus, vp(s)= est une valuation sur II(s)*, équivalente a la valuation vg,(p1(q,));
invariante sous l'action de GL2(Q)).

Remarque 8.16. — (i) Ce qui précéde montre que II(s) est une représentation unitaire de

GL2(Q)).
(ii) Rien ne garantit, a priori, que II(s) # 0.

8.6. Une description de II(s)* pour s € .}®

Soit s = (61,82,.%) € .74. On suppose que s € .%'%, ou plus généralement, qu'’il existe k € N
avec k — 1 > 2u(s) tel que w(s) ¢ {1,...,k}.

Remarque 8.17. — Cette condition implique en particulier que 1’on ne peut pas avoir § = 2,
avec i € N; en effet, on aurait alors w(s) =i+ 1 et la condition w(s) ¢ {1,...,k}, équivalente
a k < i est en contradiction avec la condition k — 1 > 2u(s) = i.

Choisissons un tel k, et posons § = 27%§;6, 1 et a =3 -| |7! = dsz' . On a w(a) = w(d) =
w(s) — k la condition w(s) ¢ {1,...,k} implique que w(a) +j #0si0<j < k—1.

Nous allons utiliser les résultats du § 6 pour h = «. Pour cela, choisissons, comme dans le § 7,
une mesure A sur Zy vérifiant

J

Comme w(a) +j#0si0<j<k—1,onacyx(j) #0si0<j<k—1. On pose alors
o ap = a(p),
® Up = Mo,y Ch(j) = Ca)\(j)a
® fhi= faj» 9hj = Ja,j
o Ap = As, B, = Ba ), Cp = Cq
ol fta ), Car(F), fajr Gayjr Bax €t Cq x sont les objets attachés a o dans le § 7.

a M)A £0 et / A =0, si a(p) =p' ", avec i € N.

* *
p ZZ’

Lemme 8.18 — On a
M(s) = {hu, UeUk,u(s))}

Démonstration. — C’est une simple traduction du cor. 7.2.

Corollaire 8.19. — 11(s)* s’identifie, en tant que (; ’1‘) -module, au sous-espace de Dy 5)(Qp)
des distributions satisfaisant

/ Uhup =0 quel que soit U € U (k,u(s)).
Qp
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Lemme 8.20. — Les quantités h, cp(j), an, pn, fnj, 9nj, Bn et Cp vérifient les conditions
(h0)—(h3) du § 6.

Démonstration. — e h vérifie (h0a) car h(px) = a(p)h(z) = aph(x) et vp(a(p)) = 2u(s)—(k—1) =
2r — (k — 1) < 0 par hypotheése;

o h et la famille ¢;(j), j € N, vérifient (hOb) grace au cor. 7.2;

e la distribution py, vérifie (hl) par construction ;

e (h2a) est immédiat ;

e (h2b) est le (ii) de la prop. 7.7;

e (h2c) est évident pour f, ; et est le (iii) de la prop. 7.8 pour g ; ;

e (h2d) est la conjonction des (i) des prop. 7.7 et 7.8;

e (h3a) est la définition de C},;

e (h3b) et (h3c) sont respectivement les (i) et (ii) du cor. 7.12.

Corollaire 8.21. — Si € 2,(Qp), les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) € T(s)*
(ii) 4l eziste v € D (Qp) telle que, quel que soit n € N, on ait

—+oo
FM((1+T)n—1) = (poy, )" (ChF;") + Z(pa,;l)%m(BhF;“m))) mod ¢+,

m=1

Démonstration. — C’est, modulo le lemme 8.18, une simple traduction du th. 6.1.

8.7. Une seconde description de II(s)* dans le cas s € /}®*. — On se place toujours dans
le cas ot il existe un entier k > 2u(s) tel que w(s) ¢ {1,...,k}, et on suppose en plus s ¢ .71
Par construction, A\, Ay, = Ay, By, = Ba) et Cp, = C,y ) vérifient les propriétés suivantes

e )\ est une mesure sur Z;'; vérifiant fz* oI\ = fz* a~th #0,

P P
o Ay € 27 vérifie (6(p)p — 1) Ap = [, (1+T)" A,

D
o By, € (61)¥=0 verifie (6(v)y — 1)Bj, = [, (1+T)" A,

p
o O c X est tel que Ay — (6(y)y —1)C, = By, — (6(p)¢ — 1)C, = 0 mod t*,
D’apreés les prop. 4.10 et 4.12; cela implique que, si D(s, k) est le (¢, ')-module de base g1, g2
sur Z, avec actions de ¢ et v données par

e(91) =p "51(p)g1, @(g2) = 62(p)(g2 + Brgr),
Y(g1) = x(V) F01(7)g1, (g2) = 02(7) (92 + Angr),

alors A(s) est le sous-ensemble de D(s,k) des © = w191 + x2g2, oul z1,x2 € X vérifient les
conditions

e 1 — Chae = 0 mod tF,

e 11 est d’ordre k — u(s) et zg est d’ordre u(s).

Proposition 8.22. — (i) Si z = (2™),en € ¥~°(A(s)), avec (") = z%n)m + zgn)gg, alors il

existe une distribution p, globalement d’ordre u(s) sur Q, et une suite G, = (G,(Zn))neN d’élé-

ments de %:_u(s) vérifiant
(a) ng) = z/J(G(Zn+1)) quel que soit n € N ;
(b) il existe c € R tel que vk,u(s)(G,(zn)) > c+ (k—u(s))n quel que soit n € N;
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(c) GV = 6(p>*”(chF,S’? S 6(p) ™ (BRETT™)) mod ¢ ;

(d) 21" = (Fau(p) ™) (GY = 52 6(p) e (BREST™)) et 25 = Sy(p)" B quel que
soit n € N.

(ii) Réciproquement, si p € Dy (Qp), s'il existe une suite G = (G, en d’éléments de

%;_u(s) vérifiant les propriétés (a), (b), (c) ci-dessus, et si les suites de terme général zgn) et

zén) sont définies par les formules du (d), alors (zgn)gl + zén)gg)neN € P> (A(s)).

Démonstration. — On a

91 =10"51(p) 'o(g1) et ga=32(p) "plg2) — P*61(p) ' Brelgr)-

On en déduit la formule

(2191 + 2292) = PFo1(p) T (W(21) — Y (Brz2))g1 + 62(p) ' (22) g2

On déduit de la formule précédente, et de la description de A(s) ci-dessus, que z = (2("),en €
@Z)_OO(A(S)), avec z(") = z( )gl + z( )gg si et seulement si
(n )

1) la suite de terme énéral z; ’ est une suite bornée d’éléments d’ordre u(s) de &£ vérifiant
g 2

zé ) da(p)~ 1@!)(22 ) quel que soit n € N ;
(n)

(ii) la suite de terme général z; ~ est une suite bornée d’éléments d’ordre k—u(s) de & vérifiant
zg”) = pFo, (p)_l(@b(zgnﬂ)) — Q/J(thénﬂ))), quel que soit n € N;

(iii) zgn) = Chzén) mod t¥.

Comme vy, (d2(p) 1) = u(s) > 0, la condition (i) implique, d’apreés [22,7 7], que z( ") e Bt et
(I (p)*(”ﬂ)zénﬂ)) = 0y (p)*”zén) quel que soit n € N elle est donc équivalente a l'existence
d’une distribution g, globalement d’ordre u(s) sur Q, telle que 'on ait

F,SZ) =02 (p)—nzén) quel que soit n € N.

De plus, comme v,(p*81(p)~!) = k — u(s) > wu(s), et comme la suite de terme général
zén) est une suite bornée d’éléments d’ordre u(s) de Z7, il résulte de la prop. [22,77], que
(pkél(p)_l)mwm(thém)) tend vers 0 dans é"i[()sl)] quand m tend vers +oo. Ceci permet de

montrer que la série
S Z pE81(p) "1™ (Br2y )

converge dans Zj_(s)- On note y(") la somme de cette série. Un calcul immédiat montre que

y™ = (pF61(p) " HY(y™ V) quel que soit n € N et, les suites de terme général z% R z(n)

étant bornées, il en est de méme de la suite de terme général y(™. En particulier, comme
v,(p*1(p)~1) > 0, on en déduit 'appartenance de y™ a %+, quel que soit n € N.

On déduit de ce qui préceéde que, si on pose G( ") = (pF61(p)~H)"y™, alors G, = (ng))neN
est une suite d’éléments de %’kiu(s) vérifiant

° Gg") = ¢(ng+1)) quel que soit n € N;

o ("01(p) 1)L est borne dans B,

o G = 5(p) " (ChE™ + 3540, 6(p) "™y (BRFS" ™)) mod t.
Ceci permet de démontrer le (i). Pour démontrer le (ii), il suffit de remonter les calculs.
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Remarque 8.23. — Les deux premiéres conditions ci-dessus, satisfaites par la suite (ng))nEZ7
sont équivalentes a 'existence d'une distribution v, € Zj,_,,)(Qp) dont (G,(Zn))nez est la transfor-
mée d’Amice. Ceci permet de reformuler la prop. 8.22 sous la forme du corollaire 8.24 ci-dessous.

Corollaire 8.24. — Si (zgn))nez et (zén))nez sont deuz suites d’éléments de Z, et si 2 =
(n) (n)

2191+ 25 g2, les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) 2= (z0")nez € ~(A(s)) ;
(ii) il existe p. € Dus)(Qp) €t vz € Djy_y(s)(Qp) vérifiant, quel que soit n € Z,

EM = §(p) ™ (CLF™ + Z 8(p)" ™™ (B F"™)) mod t*

Vz

et telles que z%n) et zén) soient donnés par

A =0 () F et Y = (@i(p)p ) (RS - Zé )Y (BLE™)).

Corollaire 8.25. — Si s € /) (ou, plus généralement, s’il existe k entier > 2u(s) + 1 tel
que w(s) ¢ {1,...,k}), Uapplication z — p induit un isomorphisme (} 7)-équivariant de

Y™ (A(s)) sur II(s)*.

Démonstration. — Que z — u, induise un isomorphisme d’espaces vectoriels est un conjonction
des cor. 8.21 et 8.24. Que cet isomorphisme soit continu et donc un isomorphisme d’espaces de
Banach résulte de la continuité des applications coordonnées z1g1 + 2292 — (21, 22). Qu’il soit

(5 7)-¢quivariant vient juste de ce que Daction de (j 7) sur ¢ *°(A(s)) a été¢ définie (22,77

de maniére a refléter 'action de (; "1‘) sur les transformées d’Amice des distributions sur Q,,.

8.8. Le cas s € ygd
Lemme 8.26. — Sii € N, et si ¢ esti+ 1 fois dérivable, alors

az + b))(i+1) _ (ad —be)tt gy az+b

((CUC + d)iqﬁ(m

5 . o ar+b _ a _ _ad—bc ar+b\/ _ ad—bc : p
Démonstration. — On crtd = ¢ cleatd) et donc (Cz+d) = Texta e qui permet de démontrer

le résultat pour ¢ = 0. Le cas général s’en déduit, par récurrence, via le calcul suivant

i ar+bNEH) i1 ,,0T+b ie2 ., ar +b N0
((cx—i—d) ¢(cm+d)> —(cz(cx—i—d) ¢(cx+d)+(ad be)(ex +d) d)(cm—i—d))
_ . (ad=be) ;y,ax+Db (ad —be)' ) ax by
(cx + d)i“qj (cac + d) < (cx +d)? ¢ (cx + d)>
 (ex +d)it2 cx+d”
Corollaire 8.27. — Si s = (01,02,00) € Y};Cl U Yjﬁrd, et si s = (x~ )6,z (3)52,00), alors
qw(s)

Sroty induit un morphisme GLo(Qy)-équivariant de B(s) dans B(s').
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Remarque 8.28. — Si w(s) est un entier > 1, mais s ¢ .72 U .79, les fonctions de B(s) ne
sont pas w(s) fois dérivable, et on n’obtient pas de morphisme de représentations de GL2(Qp)
de cette maniére.

Proposition 8.29. — (i) Si s € 74, alors gt

oty induit une surjection de II(s) sur B(s') =

II(s") dont le noyau est non nul.

(ii) Si s € 2 alors % induit un isomorphisme de T1(s) sur II(s').

Démonstration. — Dans les deux cas, la surjectivité suit de la surjectivité de la dérivation
€ (Zy) — € (Zy), sir > 1.

Pour la détermination du noyau dans le cas (i), voir [9]. Pour démontrer le (ii), constatons
que le noyau est une représentation unitaire dans laquelle les fonctions localement polynomiales

s)—1

de degré < w(s) — 1 sont denses. C’est donc un complété de Sym®( ® lisse, et la condition

u(s) > w(s) fait que 'on n’est pas dans la bande d’existence de ces complétés unitaires (cf. [24]).
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