UNE CARACTERISATION DE Bj; ET OB},
par

Pierre Colmez

Résumé. — Nous montrons que BQ'R est ’épaississement universel de C,p. Plus
généralement, nous montrons que, si S est une algébre affinoide réduite, @]B:{R (S) est
le S-épaississement universel du complété de S.

Abstract. — We show that le’{ is the universal thickening of C,. More generally,
we show that, if S is a reduced affinoid algebra, OIB%:;R (S) is the universal S-thickening
of the completion of S.

Fontaine a introduit anneau BJ; dans [2], et systématisé la construction dans
le cadre relatif dans [3]. Il a aussi exploré les propriétés universelles de BIR d’un
point de vue galoisien (cf. [4, prop. 3.2]), ou celles de Panneau A, pierre angulaire
de la construction de BIR, du point de vue épaississement infinitésimal [3]. Le th.1
ci-dessous (1) (ainsi que le th.5) caractérise Bjﬁ de ce point de vue infinitésimal.

1. Différentielles de Kihler et épaississement universel

Soit S une algébre affinoide réduite ), munie de la valuation spectrale Usp, et soit
Og Vanneau de ses entiers (i.e. 'ensemble des f € S, vérifiant vy, (f) > 0). Soit

A~

S l'extension étale maximale de S, et soient Oz l'anneau de ses entiers et Og son
complété pour la topologie p-adique. Fontaine [3] a défini 'anneau OA;,;(S) comme
le Og-épaississement universel de (55 : on dispose d’un morphisme surjectif de Og-
algebres 0 : OAin;(S) = Og, OAuye(S) est complet pour la topologie (p, Ker #)-adique
et,sify: A— @g est un Og-épaississement de @g (i.e. A est une Og-algebre séparée
et compléte pour la topologie p-adique, 64 est surjectif, et il existe &k € N tel que
(Ker04)**1 = 0), il existe un unique morphisme de Og-algébres a s : QA (S) — A
tel que B4 0caq = 6.

1. Qui répond & une question que m’a posée Alexander Petrov lors d’une conférence & Cargése.
2. Le cas absolu correspond a S = Qy, auquel cas (’)g[%] =C,.
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A partir de OAin(S), on construit 'anneau OBy (S) comme le complété de

OAinf(S)[%] pour la topologie Ker #-adique (ou 'on a étendu 6 en un morphisme
Ohins(S)[2] = Og[L]), et on étend ¢ par continuité en 0 : OBj (S) — Og[2], sur-
jectif. Par construction, OBy (S) est complet pour la topologie Ker #-adique. Nous
allons prouver (th.1) que OBJy(S) est le S-épaississement universel de @g[%]
Avant d’énoncer le résultat, rappelons que 1’on dispose [1, th.4.3] ®) d’une autre
construction de OBgR(g), comme complété de S pour la topologie ci-dessous. On

définit, par récurrence, des sous-Og-algebres O) de Og, par

00 =05, O :=Ker(O® = 09 @0 Qow j0y)
Comme S est ¢tale sur S, on a OW[1] =S pour tout k. Soit alors B*) := @(k)[%],
ot O®) = (@n O®) /pm), et soit OB (S) == lim, B(i). Chaque B®) est naturelle-

ment une S-algébre de Banach, et on on munit OB (S) de la topologie de la limite
projective, ce qui en fait un fréchet. Notons que, par définition,

B = @é[%]

On appelle S-épaississement de @g[%] un morphisme surjectif 85 : B — B de
S-algébres de Banach tel qu'il existe & € N tel que (Kerfg)**! = 0 (le plus petit tel
k est lordre de l’épaississement).

Théoréme 1. — Si 0 : B — BO) est un S-épaississement, il existe un unique

morphisme continu apg : OB;’R(S) — B tel que g oap = 0.
Démonstration. — Le lemme de Hensel permet de relever S, de maniére unique,
dans B. L'unicité de OBy (S) — B résulte donc de la densité de S dans OB (S).

Pour prouver le théoréme, il suffit donc de prouver que, si (Kerfpz)**! = 0, on
peut construire B*) — B. Pour cela, il suffit de prouver que O*) c § C B est borné
dans B. On raisonne par récurrence sur k.

Soit B’ le quotient de B par I'adhérence .J de (Ker §5)*, de telle sorte que B’ — B
est un épaississement d’ordre k — 1. L’hypothése de récurrence implique que @*—1)
est contenu dans un borné W’ = p~V B/ de B’, ot B}, est la boule unité de B’. Soit
By la boule unité de B ; alors 'image de By — B}y contient p” B}, (théoréme de I'image
ouverte). Soit W = p~ V=L By ; alors 'image de W — B’ contient W’ et J NW est un
réseau de .J. Par continuité de la multiplication, il existe M tel que W -W C p~MW.
En particulier, I'action de B sur J se factorise a travers B() et 00O . (WwWndJ)cC
p~M(WnNJ);on peut donc, quitte & remplacer W par W + ((5(0) -(WnNJ)), supposer
que W NJ est un O©_module.

Si 2 € O%*=1_ choisissons # € W ayant pour image = dans B’, et notons ()
I'image de z — & dans le O©-module J/p~™ (W N .J); cette image ne dépend pas

3. Il vaut mieux utiliser [1] que lappendice de [3]| car celui-ci comporte un trou, comme il est
expliqué dans [1, note 1].
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du choix de Z (c’est déja vrai dans J/(W N J)). De plus, §(zy) est 'image modulo
pMWnNJ)de z(y —§) + (x — 2)§ — xy + 25. Or zy — &7 € p~ MW N J, et donc
d(zy) = xd(y) + yo().

Par la propriété universelle de Qpx) /0, et par définition de OW®) | 1a dérivation &
s'annule sur O®) ; autrement dit, on a O®) ¢ W +p=M(W N J) C p~ MW, ce qui
permet de conclure. O

2. De OAiyr & OB,

On donne (rem. 2) une seconde preuve du th. 1 qui permet aussi de prouver (th.5)
que B (S) est 'épaississement universel de @g[%]

Remarque 2. — On peut aussi déduire le th.1 de 'universalité de OAinf(g) en
utilisant le lemme 3 ci-dessous (4. En effet, si 5 : B — B(©) = @g[%] est un épais-
sissement, le lemme fournit une Og algébre A C B, ouverte (et donc aussi fermée)
et bornée (et donc séparée et compléte pour la topologie p-adique), telle que 0p
induise une surjection A — @g. L’universalité de OAj,¢(S) fournit un morphisme
a: OAit(S) = A tel que 05 0 aq soit 6 : OAine(S) = Og. Si (Ker )k =0, a se
factorise par QA (S)/(Ker 8)**1, et donc induit un morphisme

OB} (S)/(Ker )F ! = OAine(S)[1]/(Ker )+ — O5(1] = B

Ceci nous fournit le morphisme surjectif OB (S) — B(®) cherché.

I'unicité d’un tel morphisme est une conséquence de la densité de S comme nous
lavons déja remarqué. Elle peut aussi se déduire du (ii) du lemme 3. En effet, si
a1, ag sont deux tels morphismes, alors A; := a;(OAi,¢(S)) est une sous-Og-algébre
bornée de B pour i = 1,2. Il résulte des (i) et (ii) du lemme 3 que l'on peut trouver

un Og-épaississement A C B de Og contenant A; et Ap. L’universalité de OAjn¢(S)
implique qu’il existe un unique o : OAj,¢(S) — A tel que fp o = 6. Il en résulte que
a1 = ag sur OAi¢(S), donc aussi (par Z,-linéarité) sur OAinf(g)[%L et donc aussi

(par continuité et densité de OAinf(g)[%]) sur OB (S).

Lemme 8. — (i) Sifp : B — (’3§[%] est un S-épaississement, alors B contient un
sous-anneau ouvert et borné, qui est un Og-épaississement de @g.

(ii) Si A1 C B est un Og-épaississement ouvert de @g, et si Ay est un sous-anneau
borné de B, il existe un Og-épaississement A C B de 5§ contenant Ay et As.

Démonstration. — On fait une récurrence sur U'ordre k de ’épaississement. Si k = 0,
il n’y a rien a prouver. Si k > 1, et si I = Ker(B — @g[%]) (on a I*+1 = 0), soit J
I'adhérence de I*, et soit B’ = B/.J. L’hypothése de récurrence fournit une Og-algébre
A’ C B, ouverte (et donc aussi fermée) et bornée, se surjectant sur @g.

4. Qui permet aussi d’alléger les hypothéses de 4, prop. 3.2].
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Choisissons W C B, un Og-module ouvert borné, se surjectant sur A’ (on part d’un
sous-Og-module borné de B dont I'image dans B’ contient A’, et on prend I'image
inverse de A’ dans ce borné ; 'existence d’un tel borné résulte de ce que la suite exacte
0 — J — B — B’ — 0 est une suite exacte stricte de banachs, cf. preuve du th. 1). Par
continuité de la multiplication, il existe M € N tel que W-W C p~™ W ; en particulier,
A (WnJ)cpM(WnJ) et on peut remplacer W par W + (A’ - (W N J)) pour
assurer que W N.J soit un A’-module. Soit alors A = W +p~M(WN.J). Siay,az € W
et bi,bo € (WNJ),ona (ar+p Mbi)(as +p Mby) = aras +p~M(a1bs + azb)) € A
car ajas €Ep MW N(W +J) =W +p MW NJ)= A, et arby + axby € (WnNJ).
Il s’ensuit que A est un sous-anneau ouvert borné de B, se surjectant sur A’ et donc
aussi sur (/9\5.

Ceci prouve le (i). Maintenant, si A; C B est un Og-épaississement ouvert de @g, et
si Ay est un sous-anneau borné de B, il existe NV tel que Ay C p~V A;. Mais 0p(A4z) C
(’3§7 et donc Ay C Ay +p NI, ouly = AjNKerfp. Soit A = Ay+p NI +p 2N 2+ -

(il n’y a qu'un nombre fini de termes non nuls car If“

= 0 si notre épaississement
est d’ordre k). Alors A est un sous-anneau borné de B qui contient A; et As.

Ceci permet de conclure. [

Remarque 4. — Au lieu de Og-épaississements de (/9\5, on peut regarder les épais-
sissements 04 : A — @g de @g (i.e. on ne demande pas que 64 soit un morphisme de
Og-algebres ni méme que A soit une Og-algébre). L’épaississement universel dans ce
cadre est alors 0 : Ay, (S) — @g (cf. [3]), et on définit B (S) comme le complété de
Ainf(g)[%] pour la topologie Ker #-adique. Le lemme 3 et preuve du th. 1 donnée dans
la rem. 2 s’étendent verbatim a ce cadre (contrairement & la premiére preuve utilisant
les différentielles de Kéhler). On a donc le résultat suivant.

5 _ m+ (T ISR : A_rl
Théoréme 5. — Bip(S) est l'épaississement universel de Ozl3].
Remarque 6. — Si on spécialise la situation au cas ou S est une extension finie K
de Q,, les th.1 et 5 deviennent : BIR est & la fois I’épaississement universel et le

K-épaississement universel de C,,.

Références

[1] P. CorLMEZ, Une construction de BIR’ Rend. Sem. Mat. Univ. Padova 128 (2012), 109-130.

[2] J.-M. FoNTAINE, Sur certains types de représentations p-adiques du groupe de Galois d’un corps
local ; construction d’un anneau de Barsotti-Tate, Ann. of Math. 115 (1982), 529-577.

[3] J.-M. FoNTAINE, Le corps des périodes p-adiques, Astérisque 223 (1994), 59-101.

[4] J.-M. FoNTaINE, Arithmétique des représentations galoisiennes p-adiques, Astérisque 295
(2004), 1-115.

Pierre CorLMmEz, CNRS, IMJ-PRG, Sorbonne Université, 4 place Jussieu, 75005 Paris, France
E-mail : pierre.colmez@imj-prg.fr



