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PHYSIQUE MATHEMATIQUE. — Démonstration linéaire du théoréme adiabatique en
mécanique classique; équivalence avec le cas quantigue. Note (*) de Pierre Lochak, présentée
par René Thom.

Suivant la démonstration de Kasuga [2] du théoréme adiabatique en mécanique classique, on montre I’étroit
parallélisme du résultat avec celui de 1a mécanique quantique.

MATHEMATICAL PHYSICS, — Linear Demonstration of the Adiabatical Theorem in Classical Mecha-
nics, Similarity with the Quantum Case.

Following Kasuga's demonstration 2] of the adiabatical theorem in classical mechanics we show the mathematical
similarity of the result with that of quantum mechanics. :

1. LE RESULTAT EN MECANIQUE QUANTIQUE. — Nous commengons par énoncer le résultat

quantique, suivant la formulation de Kato [1], sans trop nous appesantir sur les problémes’

d’auto-adjonction, de régularité, etc., c’est-a-dire que ’on suppose possibles les opérations

décrites. On se donne une famille H (s) (s [0, 1]) d’opérateurs auto-adjoints dans un espace
de Hilbert 37, telle que zéro soit valeur propre isolée de H(s) pour tout s (le cas d’une valeur -

propre X (s)isolée quelconque introduit seulement un facteur de phase dans les solutlons des
equatlons} et on considére ’équation : ‘

1) . _ %g=—i'cH(s)\]J,

ol € # et 1 est un réel positif, qui joue Ie role de temps caractéristique (s est sans dimension

et 15 donne la variable de temps). On note IT{s) la projection orthogonale sur le sous-espace

propre de H () pour Ia valeur propre zéro, et on confondra dans la notation le pro_]ecteur et

son image.

Ceci fait, on s'intéresse aux solutions Y, (s) de (1) lorsque 1 tend vers |'infini; le théoréme

adiabatique affirme que si . (0)=vV, est un vecteur fixe de I1{0), Y. (1} sera

asymptotiquement dans le sous- espacel'[[l) De maniére prec1se soit W (s) 'opérateur

vérifiant :

AW _dIl(s)

(2) == W W(0)=1'I(0).

W{s) est mdependant de T et RanW(s) H(s), de pius H(s}dW /ds= 0‘_et .W(S) est

partiellement isométrique :
(3) -  W(s). W, =TT(s) & W(s) H( -
alors, on ai;_ra, uniformément pour s, 1] : .

) o | '”||¢;(s)—W(swo||='@(%).

Pour résumer, on peut dire que la solution de (1} « suivra», pour 1 grand, le sous-espace -

I1(s), et c&; de la maniére la plus simple possible, c’est-a-dire de sorte-que I (s). . /ds soit -

presque nul, c€ qui est naturel, puisque 10rsque s est fixe, H(s) est le sous—espace mvarlant

sous le flot induit par H{s).
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2. LECASDELAMECANIQUE CLASSIQUE. — On noteici H (p, ¢, s) une famille d’hamiltoniens;
I’espace des phases est de dimension2r, mais on omet les indices dans la notation. Les
équations de Hamilton s’écrivent :

dp JH dg 6H

5 —_— = T —_— —_——= T

(5) is= gt Z =T pgs),
On mtrodult pour s fixe, la fonction # ,(p, g) donnée par :

(6) F(5. D=m{(p. )/H(p, 0. )SH(F, §, 9},

ol m=dp.dq est la mesure de Lebesgue sur R*", Le théoréme adiabatique en mécanique
classique s’énoncera sur une couronne cylindrique :

(7 1= U 10, 15, 5)=1(,, 2); 13, 1y, 8)={(p, /1, <F (p, a)<], },

5[0, 1]

_avec les conditions. suivantes :

(i) I(J,, J,) est relativement ouvert dans la tranche K des points (p, g, s ) R2"* 1 tels que
5€[0,-1], et intervalle (J,, J,) n’est pas maximum, i. e. il existe J§ <J, et J5>1T, tels que
F(JY, J5) vérifie les mémes propriéiés que 1(J,, J,); ‘ -

(11) H(p, g. s} est de! classe §* sur I{J;, J,), et sans pomt fixe (comrne fonction de 24
variables) pour tout se[0, 1]; .

(iii}) Pour s fixé, le flot induit par H{p, ¢, s) sur la varieté F ( p, g)=4% est ergodlque

presque partout par rapport au couple (s, ).

 Pour (py, q0)€1(Jy, 15, 0), on pose : _
@ A(pg, 4o, T)=sup {|F,(p.(s), 4.() = F o (Do all,

sef0, 1]

ol ( pr.(s),, g.(s))estla solution de (5) pour_la valeur initiéle (p.(0), q.(0)) m—w(_po., o ): Sl cette.
solution ne peut étre prolongée jusqu’a la valeur s=1, on pose : A(py, gy, T)=+00..

THEOREME (adlabathue)
©) L YE>0, Iimﬁ{I(Jl,Jz,0)—L(t,6}}=0,

ol on a posé .
L(Ts 8)={(p09 QO)GI(Jla JZ: 0)/A(p0= Gos T)<5}-

La méthode de démonstration « linéaire », utilisée par Kasuga dans la reference [2]
consiste d’abord 2 introduire la transformation de Koopman : S

10 : VLR, (%o f)(p )= (o). (o)),

ou(p (o), ¢g{c))=P(c) &volue suivant les E:quatlons de Hamilton; 4 _ est umtalre et pour un
hamiltonien H(p, g) fixe, on a : o :

(11) %=—itLH.%c ot Lyf=i{Hf}

Nous allons voir comment, grace 4 cette transposition en un probléme linéaire sur
L?(R?"), le théoréme devient équivalent & celui de la mécanique quanticque.’On se placera -
dorénavant dans.le cas ot J, =0, J,= o0 e qui permet de travailler avec des espaces plus
aisément désignables; le theoreme adiabatique s’énoncerait - alors avec J¥: et J % flnlS
quelconques Le cas general n'apporte que des difficultés de notations. -
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Remarquons d’abord que la mesure de volume m=dp.dg, se décompose pour tout
se[0, 1], par rapport 4 la fonction & F.(p.g):

(12) dp.dg=dF,.du_,
du, est décrite de la maniére suivante; on considére la surface X(#,s) donnée ﬁ)ar
F (p, q)=F (=Cte). Soit do = do (#, 5} 1a mesure superficielle sur X induite par m; alors :

(13) du,=czl, . llgradH(p, ¢, )il "*.do ot Cy,s]ELllgradH(p,q,S)i%“-dcr,

on remarquera que si X est aussi la surface d*énergic E; (H(p, g, 5)|;=E,), on a :

oF,

s 3B, "
5

- La projection I1(s) sera alors définie de la maniére suivante; si pe %30 (R2" et (p, g)e R?" -
w _(H(s)_(p)(pu,qo;sf o,

Fdp, q) F.(Porga)

On vérifie que || II{s) || =1, et grice au théoréme. sur les apphcatlons linéaires bornées (qu1_
rejoint ici une des conclusions du théoréme de Fubini), H(s) §’étend en une Pprojection:
orthogonale sur 1.2 (R%"). I1 (s) o sera donc en fait une fonction de &, (ou d’ailleurs de E,). On
peut calculer facilement (dT1/ds)(s}.I1(s) — tandis que le calcul de 4T1/ds est beaucoup
moins évident). Soit en effet une foriction = (E,) et (py, go)e R?" Pour effectuer la-
variation de II(s), il faut varier dans (15) d’abord la fonction, puis la mesure. Mais comme.

@ €eTI(s), on aura dans la seconde & dériver |@du,=. Jdus=(p et dong la variation sera

nulle. D’autre part, en s'—i—ds‘ (Po: o)  est sur la surface ~ d’énergie:

Es“s—E +(@H/8s) (p,; 4o).ds; si Yon considére P=(p, ) sur la’ surface de niveau
E.(po. 90), 1a surface de niveau Eer 4s(Pos> go) est donnée par : : :

: [ _H N
(16) g H(p, 9= 0 g0 =500 s)] 5
on obtient ainsi :
s a N do | OH . M : _I: oo
- CL ) = ] — , R d s s .
an , (ds {S)cp)(pm%) JE [as {Po> do-: s) J a5 (0,49, 9) u_i
‘Le 1eﬁ1m'_e érucial - et facile - -.d_a'ns la d_émohst_ra_tion de [2], est l'identité :
i8 : Sdn.=0, .
(- ) . . _ ' : L Os =0, .
ce qui nous donne :- ‘

- - fdll _de JH
A € L0 W




Y
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Pour comprendre "équivalence avec la mécanique quantique, if suffit maintenant de
rassembler ce que nous avons écrit : _

(i} TI(s} est la projection sur le sous-espace des fonctions invariantes par le flot de H(s)
(s fixe); c’est 1a conservation de 1’énergie pour s fixe.

(i) iy eCy(R) est une fonction fixe, (18) implique :

! . (<18
(18bis) Vse[0, 1], J NEF g 20 ouencore Mt Fe g
_ S .5) ds ds

Cest-a-dire que la fonction Y=V (&) qui appartient 4 TI(s) pour tout s, vérifie :

ﬂi‘ _ dl—'[(s)ll;
ds ~ ds 7

(19 bis)

ainsi qu’on le vérifie d’ailleurs en comparant avec (19), le changement de E, en &,
introduisant une modification évidente au deuxiéme membre. .
Le théoréme classique s’énonce alors de maniére identique au théoréme quantique (i. e. |
Clest le méme théoréme) avec les données suivantes : _
— ‘On étudie 1’évolution dune fonction \]J qui est une fonction fixe de R dans lui-méme,
mais qui, considérée comme fonction de Iénergic ou du volume de Iespace des phases,
devient une fonction variable de R2" dans B; c’est 13 le pomt un peu mhabltuel qu 1l conv1ent
de garder en mémoire.
- — L’opérateur hamiltonien est I"opérateur de Liouville Ly _
"= La valeur propre considérée est identiquement nulle, correspondant aux fonctions sur
R*" qui ne dépendent que de I’énergie. Si zéro est isolé dans le spectre de Ly, le théoréme
quantique démontre le théoréme classique; en fait, le spectre des systémes classiques étant

infiniment plus complexe que celui des systémes quantiques, et en particulier le spectre de Ly

étant mal connu, on ne dispose pas ainsi d une démonstration dzrecte {du moms en. general)
du théoréme classique. : '
~— ‘On a correspondance entre les solutions asymptothues (z tendant vers 1 1nf1n1)
e en mécanique quantique :

Ogls W)=Wis)y; VeIl (0),
e cn mecamque cla531que

| 6els, V=Yg q)eL’ (R)~II0),

Cependant, dans la version c]assique la décroissance en 1 /1 de la différence entre 1a solution:
et la forme asymptotique n’est pas assurée; on sait seulement que cette dliference tend vers
Z€1O,

Le theoreme adiabatique classique s’énonce généralement en prenant pour Y la fonction
caracteristique d’un intervalle; d’autre part, on peut traiter de meme Iinvariance adiabatique
des variables d’action dans les systémes completement mtegrables qui correspondent ausm a
des fonctions propres de 'opérateur L.

(*) Remise le: 1°* mars 1982, acceptée le 28 juin 1982
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