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.PHYSIQUE MATHEMATIQUE. — Une propriété des exposants de Kowalevska des
systémes hamiltoniens; critére de Painlevé. Note de Pierre Lochak, présentée par René
Thom.

Nous mentrons ci-dessous que, sous cerlaines conditions, les exposants de Kowalevska (ou « résonances »)
4ss0Ciés A une singularité d’un systéme hamilionien, apparaissent groupés par paires; ceci permet de clarifier
I'application du critére de Painlevé aux systémes hamiltoniens.

MATHEMATICAL PHYSICS. — A };faperty of Kowalevska exponents of Hamiltonians syslgms:. Painlevé
property.

We show below that, under certain conditions, the Kowalevska exponents (also called “resonances™) attached
io a singularity of a hamiltonian system are paued in a certain way; this helps fo clarify the apphcablllty oj the
Painlevé property to hamiltonian systems. .

Ala suite d’articles i] 01‘1 était reconnu le lien entre la propri¢té de.Painlevé et Ja
compléte intégrabilité de certaines équations aux dérivees partielles, cette méme propriété
a été largement employée comme critére dans la recherche de systemes dynamiques
intégrables de dimension finie [2]; c’est d’ailleurs ainsi, qu'il y a prés d’un siécle, Sonia
Kowalevska avait découvert le cas intégrable du mouvement du corps sclide qui porte
aujourd hui son nom [3]. ' o .

" C&critére heumsthue peut:s’énoticer ainsi; sous sa forme la plus’ sn-nple '« un'systéme
différentiel 3 coefficients algébriques ne peut posseder davantage d’mtegrates premiéres
algébriques que d’exposants de Kowalevska (encore appelés résonances; voir définition
ci-dessous) rationnels ». Des versions plus.faibles ‘ont: été proposées;-sans qu'on puisse
donner un énoncé précis. De fait, la situation théorique demeure confuse.

La définition méme de « complété intégrabilité » reste discutée; une définition a été
proposée par M. Adler et P. Van Moerbecke pour les systémes hamiltoniens [4], qui
s'inspire d’exemples récents de systémes algébriques linéarisables sur la jacobienne de
courbes algébriques. Elle reste ce faisant restrictive. Une seconde définition a &té proposée
par H. Yoshida {5], dans un article qui a le mérite d’enoncer des propositions précises
dans un domaine ou elles font défaut; la voici : :

« Un systéme dynamique x;=F, (x,, ..., x,) (F, rationnelles) de dimension n, hamilto-
nien ou non, sera dit « algébriquement intégrable » "1l existe k (1 <k<n—1) intégrales
premiéres algébrigues (®)IZ% et n—k—1 intégrales'premiéres (iZr7l muliiformes,
construites comme les 1ntegrales de formes fermees sur la varlete algebrlque de dlmensmn
‘n—k définie-par ®,=w, (i=1,"..., k)= Tl e e

=k .

Q=> j(pij(xi, ...,-x,i)dxj, 2 D= (=Cte). »

i=1

Cette définition apparemment artlflclelle a, pour but d’mclure & la fois les systémes
non hamiltoniens et les systémes hamiltoniens, pour lesquels k-—n/l et les Q, sont
construits 4 I'aide de la.theorie de Hamilton-Jacobi. Mais & part ce cas hamlltomen on
ne connait pas d’exemple ot k soit différent de n— 1. '

Le but de cette Note est de montrer gue on peut légitimement traiter séparément les

cas non hamiltoniens et hamiltoniens, dans la mesure ot pour ces derniers, les exposants
de Kowalevska apparaissent par paires, sous certaines conditions,

Rappelons enfin que pour les systemes hamiltoniens' & hamiltonien: rationnel, -1a
recherche des. intégrales algébriques se réduit a celle des intégrales rationnelles ([6] p. 358)
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De plus, si la propriété de Painlevé détecte I'existence de telles intégrales, ou du moins
fournit des conditions nécessaires, leur absence n’implique pas forcément une grande
complexité; ainsi I'équation & coefficients constants @ X—(u; +,) X411, x=0 ne
posséde-t-clle d’intégrale algébrique que si p; et p, sont rationnellement dépendants.
Soit donc un systéme hamiltonien autonome :
JH . JH

(1) g=-—; p=——  q=u .. 4k P=@s - P

ou H est algébrique en p et g. On suppose l’exastence d’une trajectmre smguhere telle
qw’au voisinage de ia singularité
(2} . q~o¢ s p ~ Pt g, 0; g,+f>0; ie{l,-f}. ,

On notera que les g sont necessalrement ratlonnels B

Enfin on suppose que H{p, ¢) peut s’écrire : H(p, q)=H, (p, q)—l—H (p q) ol :
H, est homogene de pozds h{rationnel positif), ¢est-a-dire :

G ‘H (txgl ql, ow’fq agfﬂpl, e ""fp ) os”H(q, p), | IR -
H2 est d’ordre mferleur e SR
. "H CI(z'), P(zj)l <'0'(t_ﬁ).

Ces hypothéses généralisent la propriéte d’« invariance par, smniante » de H Yoshlda

_et $ONi assez peu restrictives.. On demandc que la partle dommante de 1ham11tomen au

voisinage de la singularité smt homogenc

- Exemple. — L hamiltonien de Henon-Heiles: 2

R RN ST Blesrvg s ] . RETEEREETY
@ ;_H.(q,.p_)=;5(p_i+pi)_ﬁrqiq;-_+_§q§.+_5(A.q%+Bq%),-_..._ e

31—g2—2 : gs—g4*3 : h-=6:"

H- H +Hz, g 2(Aq1+qu)
" Les' hypotheses feutes sur-H 1mp11quent les-égalités sulvantes
L TR £ 3 S R (el it o o
que l’on vérifie par mspectmn des equatlons du mouvement. (1) au vmsmagc de 1a
smgulamte . :
L’équation aux variations §'écrit par ailleurs : -
. 62 & H . U 0*H N . '
(.6)-- . é— Gty ST N=mas E———mn . oi  x=J.ViHx,

avec x = (E w), J= ( (1)(1))31; V2 Hlamatrlce_]acoblennedeH | _

- Elle possede des solut1ons de la formc R

L . : .‘g NtP gk 07 : n.i&rp:_QH-fnio; o
ou p.est.valeur propre. de 1a matrice: K : 7. R
(7 & K=TVIH (o oy By e BY+Ts - - P=diag(gn, oo gap)
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Les valeurs propres p. sont appelées exposants de Kowalevska (« résonances » dans la
littérature sur la propriété de Painlevé) et le polyndme caractéristique K {p)=det (K —p1)
déterminani de Kowalevska associé an systéme (1) et & la singularité (2).

Du fait de la forme de (6), deux solutions quelconques x, (t) et x, (t) verifient ;

(8) x ' Cox, Jx,——Cte
x, vérifie:
X~ (G T G o), = {1, L mpa=1, 2,

¢e qui permet de réécrire (8) sous la forme & .-

(B bis) Prter TR Txoa=Cle: ol X,o=(E%, n%) a=1o0u 2,

et I'on a utilisé (5). : :

Légalité (8 bis) implique *x,;4 J x,070 sl py+ pﬁéh—l Mais si on conserve x,; fixe
et que l'on fait varier x,, parmi les trajectoires de (6), on va montrer que les vecteurs x,
engendrent Pespace; de 14 on concluera que p,+ p,=h—1 pour un certain p,, lorsque p;.
est fixé. '

801ent donc x5 et X, correspondant aux solutlons de (6) exposcmts p, et p;,_, ona:

(9)° O RIVIH =, TR = 2 f r dlag(g)

Dot : e R

(10) { — P20 Xapo="x 0. VIH, xzo_merxzo: _
Pr- x20J110—p1 10d Xp0 7 X20 V> Hy . X1 xzofrxm

Et en soustrayant on. obtient . T

(- (pi+P2) xloszo—xm(JrJrrJ)xzm L

ol 'on a utilisé 'J= —J=J" r t_at'.V2 H, symetrique."(S) imphque _d’aufre part :
o L JF+FJ (h—l)J

ce qui permet de réécrire (11) sous Ja forme:

(1“”5) _ _ (P1+Pz+1*h) mexzo—O

Cette égalité 1mphque que la matrice formée par les x;, (i=1, ..., 2 f) est sym-
plectique, une fois ces vecteurs convenablement normalisés. On a donc montré la propriété
suivante : ’

ProposiTioN. — Les exposants de Kowalevska du systéme hamiltonien (1), ou H est
algébrigue et vérifie les hypothéses énoncées plus haut se répartissent par paires (p, p’)
telles que : '

(12) p+p =h—1

Nous terminons par quelques remarques :

1. Dans son article [5], H. Yoshida montre — pour un systéme homogéne — qu’d une
intégrale premiére du systéme correspond une paire d’exposants vérifiant (12). Nous
montrons ici que cette propriété d’accouplement des exposants n’est pas liée & I'existence
d’intégrales premiéres.

2. Dans le cas général, le résultat obtenu ci-dessus apporte deux précisions :

— D’un point de vue théorique, il rend inatile la définition peu naturelle de I1. Y oshida
et montre comment Ja structure symplectique influe sur la distribution des exposants de
Kowalevska. :
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— Du point de vue pratique de "application du critére de Painleve, cette proposition
implique qu’il suffit d’étudier les valeurs d’une moitié seulement des.exposants de Kowalev-
ska, h étant toujours un nombre rationnel immédiat a calculer.

3. Dans un systéme autonome, — 1 est toujours exposant (et correspond 4 une transla-
tion dans le temps); en particulier, le déterminant de Kowalevska d’un systéme hamilto-
nien algébrique autonome a deux degrés de liberté, satisfaisant aux hypothéses ci-dessus,
s’écrira : '

{13) K{p=(p+D (p—m)(p*+(1—h) p+7),
ol seul v est & déterminer pour chaque systéme et chaque singularité particuliers.- Par
exemple, avec les notations précédentes, et pour I’hamiltonien de Hénon-Heiles :

1 £ 1
(14) Hz;(p%+p§)+q§qz+5Q%+§(Aq‘f+3q§).
Ona:.
(15) T gi=ga =2 gy=ge=3] h=6.

Ko =(p+ D (p—=6){p* ~5p+v(8), .
avec y(s) 6 (2—-8) qui seul depend du parametre Ici, Ia proposmon fourmt sans calcul
le deuxiéme coefficient du trindme.

Remise le 18 juin 1984, acceptee le 28 ;dnwer 1984,
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