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PROPAGATION DES SINGULARITÉS ANALYTIQUES
POUR LES SOLUTIONS DES ÉQUATIONS

AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

par J.M. BONY et P. SCHAPIRA

Cet article (1) est consacré à l'étude des opérateurs (pseudo)-
différentiels analytiques P dont la variété caractéristique est régulière,
involutive, de codimension M > L Nous démontrons alors (voir le
n° 1.1. pour les hypothèses et énoncés précis) que si u vérifie Vu = 0,
le support essentiel (analytic wave front) de u se propage le long de
^-feuilles bicaractéristiques. Nous démontrons également un théorème
d'existence microlocal.

Lorsque la variété caractéristique complexe est régulière (ce qui
implique n == 1 ou 2), les théorèmes de propagation le long des
courbes ou des 2-feuilles relatives à Re P et Im P sont bien connus,
ainsi que leurs analogues dans le cadre C°° (voir Anderson [1],
Duistermaat-Hôrmander [6], Hôrmander [8], Kawai '[ l l] , Sato-Kawai-
Kashiwara [S.K.K.]).

Une transformation canonique permet de se ramener au cas d'opé-
rateurs pseudo-différentiels partiellement elliptiques : deux groupes de
variables x et t étant fixés, la partie principale de P(x, t , D^ , D^) est
d'ordre 0 par rapport à t et est elliptique par rapport àx. Nous démon-
trons dans ce cas des résultats plus précis. En particulier, la propagation
des singularités résultera d'un théorème de régularité partielle : si une
microfonction u(x , t) vérifie P(x , t , D^ , D^) u = 0 dans R" x RP,
il existe u'(z , t\ microfonction sur C" x R^, vérifiant

S!QZM= 00- = 1. ..n\

dont la restriction à R^ x R^ est égale à u, (Voir le n° 1.2. pour les
énoncés précis).

(1) Les résultats de cet article ont été annoncés dans la note [4].
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Nous utilisons systématiquement dans ce travail la théorie des
hyperf onctions et des microfonctions de Sato [14] [15] développée
par M. Sato, T. Kawai" et M. Kashiwara [S.K.K J. Afin de ne pas rendre
la lecture de cet article trop dépendante de la lecture de [S.K.K.] nous
avons résumé dans un paragraphe 0, en écartant systématiquement la
cohomologie, les définitions et résultats de [S.K.K.] qui suffisent pour la
compréhension des démonstrations (à l'exception d'un théorème
démontré en appendice).

Dans le paragraphe 2, nous étudions les opérateurs pseudo-
différentiels dans le domaine complexe, en modifiant un peu le point
de vue de [S.K.K.]. Les résultats essentiels consistent à montrer que
l'on peut faire opérer globalement les opérateurs pseudo-différentiels
sur les fonctions holomorphes, dans des domaines dont la forme est
géométriquement contrôlée (domaines plats), et à démontrer des
estimations à la frontière pour ces opérateurs.

Dans le paragraphe 3, nous utilisons les résultats précédents pour
démontrer un théorème de Cauchy-Kowalewski pour des opérateurs
pseudo-différentiels dans le domaine complexe P(z , w , D^ , D^ ) dont
la partie principale est d'ordre 0 en w et est non caractéristique par
rapport à z^. Le point important est de contrôler avec précision la
forme des domaines dans lesquels on sait résoudre le problème de
Cauchy.

Cela permet aux paragraphes 4 et 5 pour des opérateurs partielle-
ment non-caractéristiques de démontrer des théorèmes d'existence et
de prolongement pour l'équation P/ = g où /e t g sont holomorphes
dans des domaines qui "touchent le réel", et donc de démontrer des
théorèmes d'existence et de régularité pour l'équation î (x , t , D^ ,D^=y
où les microfonctions u et v sont les valeurs au bord de / et g,

On en déduit au paragraphe 6, dans le cas partiellement ellip-
tique, le théorème d'existence et le fait que, si u vérifie Pu = 0, u est
restriction au réel d'une microfonction u (z , t) sur C" x Rp, partielle-
ment holomorphe en z. Le théorème de propagation résulte alors du
théorème de propagation de [S.K.K.] pour les solutions du système
a/a^..

Les arguments utilisés aux paragraphes 4,5 et 6 reprennent de
très près (avec paramètre) ceux que nous avons utilisés dans [2] , [3].
En particulier, les arguments cohomologiques sont très élémentaires
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(résolution du problème de Cousin). Toutefois, ces arguments s'insére-
raient naturellement dans la théorie cohomologique très élaborée
("micro-microlocale") de M. Kashiwara (non publiée), théorie sur
laquelle il a bien voulu nous dire quelques mots [9], ce dont nous le
remercions. II est très probable que les résultats qu'il a obtenus, joints
à ceux de notre paragraphe 5, permettraient d'obtenir des résultats
de propagation des singularités très précis, lorsque l'on suppose que la
variété caractéristique de P contient une sous-variété involutive
régulière,

0. NOTATIONS ET RAPPELS DE THEORIE
DES MICROFONCTIONS

Ce paragraphe rassemble des définitions et propriétés concernant
le faisceau (3 de M. Sato, qui seront d'un usage constant dans la suite
de l'article. La référence de base est le long article de Sato-Kawai-
Kashiwara [S.K.K.] et ne sera pas systématiquement rappelée dans ce
paragraphe.

Le choix des définitions et l'ordre dans lequel nous présentons
les propriétés ne reflètent en rien l'ordre des démonstrations des dites
propriétés. Ainsi dans [S.K.K.] la propriété que nous choisissons comme
définition des microfonctions est démontrée à la 208ème page, alors
que la définition cohomologique apparaît à la 116111® page.

Pour simplifier l'exposé nous nous placerons sur l'espace vectoriel
R1' ou son complexifié C^. Nous aurons aussi à considérer les espaces
S.-i = (Rv - {0})/R^ et P^-i = (C -{0})/C -{0}.

Si F est un cône de R" nous notons F^CS1'"1 son polaire.
Nous désignons par © le faisceau des germes de fonctions holo-

morphes sur C, par QL sa restriction à R^, et par (B le faisceau sur R1'
des hyperf onctions de Sato [14],
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0.1. Support essentiel et microfonctions.
Soit Î2 un ouvert de R^, Î2 un voisinage ouvert de î2 dans C1'. Si F

est un cône ouvert convexe de R^ et /une fonction holomorphe dans
(Î2 4- zT)n?2, on sait définir [13] , [12] la valeur au bord b(f) de/:
c'est une hyperf onction sur Î2.

DEFINITION 0.1.1. - Soit uCQïW et ( x , ^ )EÎ2 x S1'-1. On dit
que ( x , ^) n'appartient pas au support essentieK2) de u (en abrégé :
S.E.Çu)) si il existe un voisinage W de x dans C1', des cônes F^, en
nombre fini, dont les polaires F ne rencontrent pas ^ et des fonctions

f^, holomorphes dans (Î2 4- fl^) n W telles que u ̂  ^ b (f^) dans

R^nw.

DEFINITION 0.1.2. - Soit U un ouvert de W x S""1. On pose

^(R^)
e(U)=

{u^(!î(R^S.K(u)C^\}}
L'application U-^ÔOJ) définit évidemment un préfaisceau sur

R^ x S1'-1.

THEOREME 0.1.3. - Le pré faisceau U -> ê(U) est un faisceau
— Ce faisceau est flasque
— Si Î2 est un ouvert de R1',

^—^
et le support essentiel de u G(î3(î2) est le support de son image dans
C ( S î x S^-1).

Nous désignons par (S le faisceau ainsi obtenu.
Si u est une section de <° au-dessus d'un ouvert U de W x S1'"1,

nous dirons (avec M. Sato) que u est une microfonction sur U.
Remarquons en particulier que les hyperfonctions dont le support

essentiel est vide sont les fonctions analytiques,

(2) "Singular support" dans [S.K.K.].
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THEOREME 0.1.4. - Soit uGtf^(î2), avec S.E\u)C.Sl x I, où 1
est une partie convexe (i.e. : le cône engendré est convexe) propre
(I n(— I) = ^), fermée de S1'"1. 77 existe une fonction f qui pour tout
voisinage fermé convexe propre Y de 1 est holomorphe dans (Î2 4- ;T') 0 f?,
où Y ' est un cône ouvert convexe dont le polaire est contenu dans I ' ' ,
et ̂  est un voisinage (dépendant de V ) de Î2 dans C" telle que b(f)-= u.

Si / est holomorphe dans (Î2 -(- iY) 0 fz, b(f) est une hyper-
fonction u sur Î2 dont le support essentiel est contenu dans Î2 x 1 où
1 est le polaire de F.

Par abus de langage nous désignerons encore par b(f) la micro-
fonction sur Î2 x S1'"1 image de u, c'est-à-dire la classe de u modulo
[^(Î2)].

Les notions introduites ici sont invariantes par changement de
coordonnées, à condition de considérer Sî x S*'"1 comme le fibre en
sphères cotangent à ft.

(L2. Restriction des microfonctions.

Soit RP ^ RP x { 0 } C RP-^, u une hyperfonction définie sur un
ouvert Î2 de R^, et supposons S.E.(^) H{(x , 0 , 0 , r)} = 0 (en
désignant par (x , t , S , r) un point de RP x R^ x (R^^ - {0}) ou
son image dans R^^ x S^^"1). On sait alors définir la restriction de
u à R^ : u\ est une hyperfonction sur Rp H Î2.

Dans le cas où u =&(/) , / holomorphe dans (S2 4- ;T) H î^, le
polaire de F ne rencontrant pas {(0,r)}, u\ = & (/(z<,...,z,0...0)).

RP R^ r

Soit maintenant U un ouvert de RP x S^, M une microfonction
définie au voisinage de {(x , 0 , Ç , r) | (x , Ç) E U} et supposons l'appli-
cation (x , 0 , Ç , r) -> (x , ^) propre sur le support de u. Alors on peut
définir la restriction de u à RP , microfonction sur U.

Les applications de restriction ci-dessus sont compatibles.
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0.3. Opérateurs pseudo-différentiels complexes.

Si U est un ouvert de C" x P"-1, notons U l'ouvert de
C1' x (C" — {0}) canoniquement associé à U, et vérifiant donc

x e c \ { o } , v(z.?)e=u , (z,x?)eu
On appelle symbole d'ordre inférieur ou égal à m (où m G Z )

m
dans U, la donnée d'une série ^ P,,^,?), où les p sont des

A:=-°° " k

fonctions holomorphes dans Û, homogènes en ? de degré fc, telles que
pour tout compact de U, il existe une constante M telle que l'on ait
\Pk (z » ?)1 ^ M-^4'1 (- k) ! pour (z , ^) dans ce compact, et k négatif.

L'anneau âÈ(U) des opérateurs pseudo-différentiels (d'ordre fini)
dans U est défini comme étant un espace en bijection avec l'ensemble
des symboles d'ordre fini dans U.

L'application U ->• % (U) définit le faisceau % des opérateurs
pseudo-différentiels.

m
On note P ( z , D ^ ) = ^ p ^ ( z , D ^ ) l'opérateur associée

k=—°°

m

S = ^ p^(z , ^"), On dit alors que P est d'ordre inférieur ou égal
Jç^__oo

à m, que S est le symbole de P et que P^ (z, ̂ ) est le symbole principal
d'ordre m de P,

La somme et l'opérateur identité 1 étant définis de façon évidente,
le produit R(z , D^) == P(z, D,) Q(z, D,) des opérateurs P et Q de

m î
symboles respectifs ^ p^(z , ?) et ^ ^(z,?) est l'opérateur

fc=-°o fe=-°°

w+7

R de symbole ^ ^(z ,?) défini par :
A:=-°o

^^^^ S l/a!(D^J(D^.)(3)
,+/-ja|^A:

(3) N'utilisant ni adjoint ni transformation de Fourier nous notons D = ô/ôz.
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Les calculs de Boutet de Monvel et Krée [5] [cf. aussi S.K.K.,
ch. 2, § 15] montrent que ce produit est une loi interne dans %(U) et
démontrent également le résultat suivant :

PROPOSITION 0.3,1. - Soit P(z ,D^) un opérateur pseudo-
différentiel d'ordre m dans U, dont le symbole principal d'ordre m ne
s'annule pas dans U. // existe alors un et un seul opérateur Q(z, D )
appartenant à % (U), d'ordre - m, tel que l'on ait PQ = QP = I.

On note Q = P-1.
Le théorème suivant, dû à Kashiwara, est l'analogue pour les

opérateurs pseudo-différentiels, du théorème de préparation de
Weierstrass.

PROPOSITION 0.3.2. [S.K.K., ch. 2, § 22]. - Soit P(z, D ) un
opérateur pseudo-différentiel d'ordre fi, défini au voisinage de
(z^ , ?°)e C" x P^-1, avec ?° = (1,0. . . 0). Supposons que

^(ZQ , 1 , 0. . . . 0 , 0 = at^ + 0(^) ,û ^ 0.

// existe alors des opérateurs pseudo-différentiels E et P.(/ = 0... ,m — 1),
définis au voisinage de (z^ , ̂ °), tels que :

— E est d'ordre fi — m, et inversible
— les P. sont d'ordre m — f, et indépendants de D^
— P(z ,D,) = E(z , D,) [D^ + P^ (z , D,,) D^

+ . ^ + P o ( ^ D ^ ) ]
(On a posé D^. pour (D^ , . . . , D^ )).

0.4. Opérateurs pseudo-différentiels réels.

Désignons par 7 l'application naturelle de R1' x S1'"1 dans
C^ x P1"-1.

Le faisceau %^ des opérateurs pseudo-différentiels réels est le
faisceau sur R1' x S1'"1 image réciproque de % par 7. Un germe
d'opérateur pseudo-différentiel réel au point (x , $) de R" x S1'"1 est
ainsi un germe d'opérateur pseudo-différentiel au point de C1' x P1'"1

correspondant.
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La donnée d'un opérateur pseudo-différentiel réel PQc, D ) sur
un ouvert U de R1' x S""1 est équivalente à la donnée d'un symbole
P(x , S) == 2 p^(x , $) dans l'ouvert conique U de R1' x (R^ -{-0}) où
les fonctions analytiques p^(x , 0, positivement homogènes de degré
^ en ^ , se prolongent holomorphiquement à un même voisinage
complexe de U dans (7 x^V 0},

Nous renvoyons à [S.K.K.] pour l'invariance par difféomorphisme
et la définition des opérateurs pseudo-différentiels dans le cas d'un
ouvert U du fibre projectif cotangent P*(X) à une variété analytique
complexe X, ou du fibre en sphère cotangent S* (M) à une variété
analytique réelle M.

PROPOSITION 0.4.1, - Le faisceau <° est muni d'une structure de
faisceau de module sur le faisceau d9 anneaux % „ des opérateurs.
pseudo-différentiels réels.

Si U est un ouvert de W x S"-1, si u E 6(U) et P(x , D ) est
un opérateur pseudo-différentiel réel sur U, on sait donc définir
P(x , D^ ) u E(° (U), cet accouplement étant compatible avec la compo-
sition et la restriction à un ouvert U' G U, II est d'autre part compatible
avec l'action des opérateurs différentiels sur les hyperfonctions.

Nous donnerons au n° 2.5, une interprétation fondée sur [10]
de cet accouplement, en termes de valeurs au bord.

Remarque 0.4.2. - Si P est défini sur l'ouvert Î2 x œ C R^ x S^-1

et si / est holomorphe sur (Î2 4- zT) n n avec F0 C c*;, avec l'abus de
notations signalé plus haut, b(f) est une microfonction sur Î2 x S""1

à support dans Î2 x r° C Sî x cj.
Alors P&(/), microfonction sur Î2 x a? à support dans Î2 x r°,

peut être considérée comme une microfonction sur Î2 x S""1, c'est-à-
dire un élément deôî(î2)/<î(î2).

0.5 Transformations canoniques. ([S.K.K., Ch. 2, n° 3.3]

Soient U^ et U^ deux ouverts de R" x S""1 et U^ et U^ les ouverts
associés dans R" x (R" -{0}). Soit T une transformation canonique
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(c'est-à-dire un difféomorphisme analytique, conservant la forme

symplectique ^ dÏAdx^ homogène de degré 1, appliquant U surU .

En restreignant au besoin U. et U , , il existe (de façon non
^>^ U 1 -

unique) un isomorphisme T de %^y sur %^ , un isomorphisme
(noté encore T) de e|U^ sur e|U^°qui respecte les structures de
faisceau d'anneau pour %^, de faisceau de Si-module pour C, et
compatible avec l'action de T sur le symbole principal. En d'autres
termes :

T(P . Q) = T(P). T(Q) ; T(Pu) = T(P) T(u)

a[T(P)] = a(P) o T~1 en désignant par a(P) le symbole principal de P.
Dans [S.K.K.], les applications T sont appelées transformations de

contact quantifiées. Dans le cadre des distributions, Tu et TP corres-
pondent à l'image de u et au transmué de P par un opérateur intégral
de Fourier inversible associé à T.

1. ENONCE DES RESULTATS ET REDUCTION AU CAS
PARTIELLEMENT ELLIPTIQUE

1.1. Enoncé des théorèmes d'existence et de propagation.

Soit U un ouvert de R1' x S""1 et U l'ouvert conique correspon-
dant de R1' x (R" -{0}), Soit P un opérateur pseudo-différentiel
d'ordre ju sur U, du symbole principal P (x , S). Soit VC U sa variété
caractéristique, correspondant à

V={Oc,S)EU|P^( ;c ,ê) }=0

Nous ferons les hypothèses suivantes sur P :
(A) - V est une variété analytique réelle non singulière, de codimen-
sion n dans U.

(B) - î^(x , ^) s'annule sur^V exactement à l'ordre w, c'est-à-dire :
pour tou^ point (x , Ç) de V et tout vecteur (Ax , A^) transverse en
(x , {) à V, il existe a ̂  0 tel que l'on ait :
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P^ Oc + eAx , ? 4- eAO = ûe^ -h o (e^ )

(C) - V est involutive et la restriction de la 1-forme canonique
v ^

^ .̂ dx^ à V est partout non nulle.

La condition (C) signifie que, si q^ (x^ ?),..., q^ (x ^ê ) sont des
fonctions homogènes en ^, s'annulant sur V et dont les différentielles
sont linéairement indépendantes sur V, on a :

-{^,}= I : (^^-^^=OsurV
/==i ̂  ^i 9^ 9V

et :
— d q ^ , . . . ,dq^ et 2^. dx^ sont linéairement indépendants en

tout point (x , Ç) de V.
Il en résulte que V est une variété régulière de codimension n

dans W x S1'"1, que les projections des champs hamiltoniens Ha , . , .,
Hq^ sur R1' x S1'"1 sont indépendantes et définissent localement un
feuilletage de V par des feuilles régulières de dimension n (indépendant
du choix des^.).

Ce sont ces ^-feuilles que l'on appelle feuilles bicaractéristiques
de P.

THEOREME 1.1.1. — Supposons que P vérifie les conditions (A),
(B), (C) et soit u une micro fonction sur U solution de fu = 0.

Alors le support de u est une réunion de n-feuilles bicaractéris-
tiques.

COROLLAIRE 1.1.2. - Soit P un opérateur différentiel, f et g des
hyper fonctions telles que Pf = g. Soit U un ouvert de R" x S"-1

où P vérifie les conditions (A), (B), (C), et tel que le support essentiel
de g ne rencontre pas U. Alors, S.E.(/) H U est réunion de feuilles
bicaractéristiques.

THEOREME \A.3.-Sous les hypothèses (A), (B), (C) pour P,
soit v une micro fonction définie au voisinage d'un point (x , Ç) de U.

77 existe alors u, micro fonction définie au voisinage de (x , 0,
solution de Pu = v.
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Exemple 1.1.4.

\1 Les opérateurs (pseudo-) différentiels de multiplicité complexe
constante, la 1-forme canonique ne s'annulant pas sur la variété
caractéristique réelle, et vérifiant l'hypothèse a) ou b) satisfont aux
hypothèses des théorèmes précédents.

a) p, le symbole principal réduit de P est réel.
b)p est complexe, mais r i R e p e t dimp sont linéairement indé-

pendants et leur crochet de Poisson s'annule sur V.
On a, selon les cas, propagation des singularités le long des

courbes ou de 2-feuilles. Ces résultats ont été démontrés par Sato-
Kawai-Kashiwara [S.K,K., ch. 3]. Leurs analogues dans le cadre des
distributions ont été démontrés par Anderson [1] et Hôrmander [8].

2/ Soient (P,),=i y des opérateurs différentiels de même ordre
et de partie principale réelle. Soit P = 2 p^ 4- Q avec Q d'ordre
inférieur. Si on suppose que les dP .̂ et la 1-forme canonique sont
linéairement indépendants et que les crochets de Poisson { P^., P.}
sont nuls sur V "=={ (x , ^)|v, , P,OC , ^) = 0}, on a propagation des
singularités le long de /--feuilles pour les solutions de Pu = 0.

3/ Soit P (x , t , — ) un opérateur différentiel sur R" x Rp quiv ôx / x T

pour chaque t est elliptique en x. Le support essentiel d'une solution
/ 9 \u de P {x , t,— }u = 0 se propage le long des feuilles définies par
^ ôx/

^ = 0, t = constante, T = constante.

1.2. Forme réduite de P et nouvelles notations.

Les théorèmes 1.1.1. et 1.1.3 sont de caractère "micro-local" :
il suffit de les démontrer au voisinage de chaque point (x , Ç ) de U.
D'autre part, la multiplication de P par un opérateur pseudo-différentiel
E dont le symbole principal ne s'annule pas en (x , ? ) ne change ni
les hypothèses des théorèmes (la variété caractéristique est inchangée)
ni les conclusions (E est un isomorphisme du faisceau e au voisinage
de(^,^)).
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De plus, ces théorèmes sont invariants par transformation cano-
nique. Plus précisément, si T est une transformation canonique de U
sur U ^ , et si T est une "transformation de contact quantifiée" associée,
il est clair que :

- Les hypothèses (A), (B), (C) sur P qui ne font intervenir que le
symbole principal de P et les structures différentielles et symplectiques
sont encore valables pour T(P). Pour les mêmes raisons, les feuilles
bicaractéristiques de Î(P) sont les images par T des feuilles bicaracté-
risitques de P.

- Les supports de T(P) T(u) et de T(u) sont respectivement les
images par T des supports de Pu et u.

D'après la théorie classique de Jacobi, il est possible de trouver,
au voisinage de (x^ , ̂ ) une transformation canonique telle que, en
nommant (^,...,^ ; t,,. . . , t^) et (^, . . . , ;̂  ; T^ , . . . . ,T^ )
les nouvelles coordonnées, l'image de (x^ , Ç^) soit le point x = t = o,
Ç = o , T = (1 , o , . . . , o) et l'image de la variété caractéristique V soit
définie par ̂  = = . . . = ̂  =0.

En multipliant T(P) par un opérateur elliptique d'ordre ju - m ,
on se ramène à démontrer les théorèmes 1.1.1. et 1.1.3. dans le cas
suivant.

Nouvelles notations, - R" = R" x R^ ; x E R" ; t G R^ ;a,r)es"^-1.
L'opérateur pseudo-différentiel P ( x , t , D , D ) d'ordre m est

défini dans un voisinage U du point de coordonnées x = t = Ç = o,
T = (1 , o. . .o). On a :

P ^ ^ , Ç , r ) = ^ ^ ( X ^ , S , T ) ^
lal==w

où les a sont des symboles d'opérateurs pseudo-différentiels d'ordre 0,
vérifiant

(B') V $ ^ R " \ 0 , ^ ^ ( ^ . ^ O , T ) ^ ^ O
lal=w

pour (x ; t ; ï) voisin de (o ; o ; (1 , o. . .0)).
Les feuilles bicaractéristiques sont les ^feuilles F. d'équa-

tions Ç == 0 , r = r^ , t - = t ^ . 09TO
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Les a s'obtiennent en effet en développant

^•^'(^i^1-^"1^)"'tV^^r)] d6 ,

la fonction P s'annulant à l'ordre m — 1 pour ^ = 0. De plus, on a
1 310'1 P Oc ^ o r)

a (x , t , 0 , T) = — ———w—-——'—. La condition (B) est biena a! 3Ç0'
équivalente à la condition (B').

Nous démontrerons au § 6 les théorèmes suivants.

THEOREME 1.2.1. (existence). — Soit Sî un voisinage de (0,0)
dans Rn+p et K un compact de S"'̂ "1 avec i2 x K C U. Pour tout
voisinage K' de K et toute micro fonction v définie sur Î2 = Sn+p'l
et à support dans Î2 x K, il existe un voisinage Sî' de (0,0) et une micro-
fonction u définie dans Î2'x S n ' { ' p ~ l et à support dans Î2' x K'
solution de Pu = v.

Le faisceau (? étant flasque, l'existence dans les germes en résulte
aisément.

THEOREME 1.2.2. (régularité). — Soit u une micro fonction sur U
solution de Pu = 0. // existe alors une microfonction tt, définie dans

un voisinage U de U dans C" x RP x s2n+p~l, solution de — u = 0
9zi

0' = 1,. .. , ̂ ) re^ çi/ê /û ^ûc^ ûte ïï ^r U soit égale à u.

THEOREME 1.2.3. (propagation). - Nous identifions la variété
caractéristique V = {(x , t , Ç , r) G U|^ = 0} û^ sous-ensemble corres-
pondant de R" x R^ x y"1. Soient alors Î2 i^ ouvert connexe de
R" e^ cj ^n ouvert de RP x S^"1 ûi^^c Î2 x cj C V. Soit S I ' un ouvert
non vide de Î2 et u une microfonction sur U, solution de Pu = 0.
Alors, si u est nulle sur î2' x a?, elle est nulle sur Î2 x cj.

Le support essentiel de u (qui est contenu dans V) est donc de la
forme Î2 x F où F est un fermé de <*;. On a localement (et donc
globalement) propagation le long des n-feuilles bicaractéristiques
^ = 0 , 0 , r) = cte.

Il est clair d'après ce qui précède que les théorèmes 1.2.1. et
1.2.3. entraînent respectivement les théorèmes 1.1.1. et 1.1.3.
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2. CALCUL PRECISE POUR LES OPERATEURS PSEUDO-
DIFFERENTIELS DANS LE DOMAINE COMPLEXE

Les opérateurs pseudo-différentiels dans le domaine complexe
sont définis dans [S.K.K.] par voie cohomologique, et ils opèrent sur
les "microfonctions holomorphes". Nous définissons ici élémentaire-
ment la manière dont on peut, un hyperplan étant donné, les faire
opérer sur les fonctions holomorphes (point de vue lié au précédent,
voir Remarque 2.2.3.), en précisant les domaines de définition et la
croissance au. bord de ces fonctions.

Dans tout ce paragraphe, 2 désignera un hyperplan complexe de
G", de normale ̂  G P^-1. Sans restreindre la généralité, nous suppose-
rons ^ = ( 1 , 0 , . . . , 0). Soit z^ = o l'équation de 2.

Nous désignerons par P un opérateur pseudo-différentiel d'ordre m
défini dans un ouvert de la forme Î2 x W où Î2 est un ouvert de C1',
et W un ouvert de P"-1 contenante G P1'-1 ;'^ = 1 et |^.| < A: },

m

(i = 2, . . . , v). Si ^ P^z , ?) est le symbole de P, pour chaque
—— 00

compact de Î2, il existe M. telle que

SUP |P_/^ni<M^1 / !

pour z appartenant au compact, ̂  = 1 et |̂ .| < ̂  (i == 2, . . . , v\
Les constantes k^ et Mç (que l'on peut supposer uniformes sur î2,

quitte à le restreindre un peu) sont fixées dans tout ce paragraphe.

2.1. Action locale des opérateurs pseudo-différentiels sur les
fonctions holomorphes.

Chaque terme P^z, Ç) du symbole de P est défini pour ? = 1 ,
1 .̂1 < ̂  0' = 2,. . . , ïQ. Nous pouvons donc avec [S.K.K.], le dévelop-
per en série entière. On obtient :

P ^ > 1 , ? ' ) = S a,_^.(z)^'
a >0
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P, (Z ,? )= S ^(z)r^v- , s , — a'
lal=/
a>o

en notant ? = (? , ?') et a = (a , a'), l'indice a pouvant prendre des
valeurs négatives, ainsi que |a| == 04 -+- o^ + . . . 4- o^= 04 4- |c/|.

Les inégalités de Cauchy et les majorations des P entraînent que

M-10^1 (- a) T

\a^ (z)| < ° .,——- pour |a| < 0.
0

Pour un multi-indice a. = (a , a') vérifiant a' > 0, et pour toute
fonction / holomorphe au voisinage d'un point de 2, nous poserons :

9)0.1
D" / = ————————

^...àz^
1 V

si c^ > 0, et nous désignerons par D^fylaÇ—a^)6 primitive de
*^ af

1—-\ /qui s'annule sur 2 ainsi que ses (—04 — 1) première s dérivée s
\Qz f
lorsque 04 < 0.

PROPOSITION et DEFINITION 2.1.1. - Soit f holomorphe au voisi-
nage d'un point ZQ de Sî H 2. Alors la série

PS/OO= S û,(z)D^/(z)
\a\<m
a>0

converge au voisinage de Zç et définit l'opérateur P^.
En effet, si / est holomorphe et bornée dans un polydisque de

centre ZQ et de rayon r, on a une majoration du type suivant dans le
polydisque de rayon r < r (pour 04 > 0)

/(-^i) a' !
ID^AZ)! \r - r\\^ (-04)!

(-a)! a ! M^' r^^
et donc l^z) D^z)! < CM, \_^, ^ ,:, „ _ ̂

Les termes avec a > 0 étant en nombre fini, il en résulte que la
série converge dans le polydisque de rayon r ' dès que M / < 1 et

r————-, < 1 et définit donc P-/au voisinage de z.
k (r - r ) £
'o
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PROPOSITION 2.1.2. - Soient P et Q d ;̂c opérateurs pseudo-
différentiels définis au voisinage de (z^ , ̂ ), l'opérateur Q é^r d'ordre
inférieur ou égal à 0. ^l/o^, poi/r toute fonction f holomorphe au
voisinage de z on a

(P-Q)^/= P^ Q^/ ûî^ voisinage de z .

Ce résultat peut se déduire de [S.K.K.] (voir remarque suivante).
bornons-nous ici à esquisser une démonstration directe.

S o i t P ( z , D ^ ) = Sû^D^e tQCz , D^) = 2 ^(z)D^. Comme
Q est d'ordre négatif ou nul, on a j3i < 0. En développant les b. en
série entière, on se ramène à démontrer le théorème pour des expres-
sions du type D^ . (z7 D^/). Comme il est bien connu que la compo-
sition des opérateurs différentiels obéit à la loi de composition des
symboles donnée en 0.3., et comme D"^ commute avec D , 1 , ^ , . . . ,
Dy, z^ , . . . , z^, on est ramené à démontrer la proposition pour D~k (z1 f).

Par intégration par partie, on obtient D.^z/) = z. D~1 / — D~2/
et par récurrence

/
D-^(z\f)= ^ ( - k ) . . . ( - k - r - ^ l ) / . . . ( / - / - + l)z^ D^f

r=0
ce qui est le résultat cherché.

Remarque 2.1.3. - Dans [S.K.K.] les opérateurs pseudo-différen-
tiels opèrent sur les "microfonctions holomorphes". Dans le cas
simple de l'hypersurface 2 (d'équation z^ = 0 par exemple), plongée
dans C1', les éléments de Q^ y s'écrivent de la façon suivante :

K=/(Z)Y(Z, )+ S //(^—•.^)S^i)
/X)

et le faisceau des opérateurs pseudo-différentiels opère (comme
faisceau d'anneau) sur û ci/.

L'opérateur P^ peut s'interpréter de la façon suivante : à/(z) on
associe u =/(z)Y(z^), puis on fait opérer P comme dans [S.K.K.]

Pu = g ( z ) Y(z, ) + 2 ^(z,, . . . , z^) ô- ( z^ )

et on oublie les couches multiples : P /(z) = g(z).



PROPAGATION DES SINGULARITES ANALYTIQUES 97

Dans le cas où Q est d'ordre inférieur ou égal à 0, il ne s'introduit
pas de couches multiples dans Q[/(z) Y(z^) ] et la proposition précé-
dente se déduit immédiatement de

(P o Q) [/(z) Y(z^ )] = P [Q(/-(z) Y(z^ ))].

2.2. Noyau d'un opérateur pseudo-différentiel.

Nous rappelons ici la définition du noyau d'un opérateur pseudo-
différentiel, et démontrons une majoration qui sera importante dans
la suite. Nous poserons avec [S.K.K.] :

(_ lyi+i n\
^(0 =~2^^ T î" Pourvu

^-^^^(n^Yv. tn~l{ogt pown>o

e t ^ ( w ^ , . . . , w ^ ) = $0^1 ^••^O^)-

PROPOSITION et DEFINITION 2.2.1,-([S.K.K.], ch. II, n0 1.4.),

la série K(z , w) = ^ ^c^2) ̂ a^) est convergente pour z G n^ ;
IaKw
a>0

0 < \w^ \ < k^ |wJ 0" = 2 , . . . . v) ; |w^ | <„-.MQ
Zû fonction K ̂  appelée noyau de P(z , D^ ).
Nous renvoyons à [S.K.K.] pour la démonstration. Un calcul

presque identique sera d'ailleurs fait dans la proposition suivante.

Remarque 2.2.2. - On a K(z , w) = M(z , w) 4- N(z , w) log w ^ ,
où M est la somme (finie) des termes de la série avec a > 0, et est

le noyau de l'opérateur différentiel Y a (z)Dût.
Oi^>0

PROPOSITION 2,2.3. — Supposons P d'ordre inférieur ou égal à 0.

On a alors K(z , w) = ————— + N(z , w) log w , .
w, . . . w l

i v
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Quels que soient k < k^ et r < 1/M^, il existe ju ^ telle que

| i^|<^=l,. . . , i /) _^ ^ l
0<|wj^|w,ia=2,.. . , .) ^^^l.^^^^/.^

Zû constante ̂  ̂  ne dépend que de k^ k, M , r.
On a

N(z.w)= ^ ___L.-^-^L^Z1

ai<o^>o ^ • • • w / a (-^i)! w a

IaKO

N(z.w)= ——1——Y afl g ^(wl\a\-^ ̂ ^
w^..w^ (-^)!Û A V Z 7 '<w^ wl

-1_ y afl a ^(wl\al ̂  = ̂ '^
^, . .w, ^ (-^)!Û A V Z 7 '<w^ wl w , . . .w ,

On a d'autre part
|^(z)|<M, (-|a|)! M^1 —^^V^l -< ..XQ y 1^,^ . ,VXQ

^O

La série définissant S(z , w) converge donc normalement pour
w^
I—| < k et |Wi | < r, et sa somme est majorée parjLz. , borne ne dépen-
w. Kr

dant que de Mç, k^, k etT".

Fixons maintenant z et w\ La fonction w^ - > S ( z , W i ) est
holomorphe pour |wJ< inf (kw, , r) et s'annule p-our w^ = 0 (la

série ne contient que des termes avec c^ < 0). On a donc d'après le
lemme de Schwarz

^•^wtt't^r " i - " '
ce qui établit la proposition avec /x. = ^ ' sup (1,1/Â:).

/C/' KY

2.3. Action globale des opérateurs pseudo-différentiels
dans les domaines plats.

Dans des domaines Î2 suffisamment "plats" relativement à 2, les
propriétés du noyau K(z , w ) permettent de montrer que P opère
sur les fonctions holomorphes dans Î2.
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DEFINITION 2.3.1. — Soit k > 0. Nous dirons qu'un ouvert convexe
SI de 0 est k — 2 — plat s'il possède la propriété suivante :

V z e î 2 , V ? ^ 2 tels que \z ^ - ?J > k \z^ - 7.| / = 2, . . . , v

on a?GÎ2 H £-

II est clair qu'un ouvert k — S — plat est aussi k' — 2 — plat pour
k ' > k, c'est-à-dire qu'un ouvert est d'autant plus "plat" que k est
petit. D'autre part, en utilisant des affinités relativement à 2, on
voit facilement qu'un ouvert k - 2 - plat est réunion de domaines
k' — 2 — plats pour des k1 < k,

DEFINITION 2,3.2, — Nous appellerons v-cycle s'appuyant sur S
une application 7 : T1' ->• n telle que l'on ait 7(0 , ^ , . . . , ^).G S
(T^ désigne le tore de dimension v\

Si a ̂  a, et si /(z^, , . Zy) est définie au voisinage de l'image de 7

avec/' / (z)û?z=0, on définit F /(z) log (z. -a)dz de la
^ "STS

façon suivante : pour o < e assez petit, 7i (e , ^ , , , . , ̂ ) est voisin
de a et il existe une détermination continue de f(j(t)) log [7^ (t) — a],

Cette détermination se prolonge en une détermination continue
p o u r 0 < ^ < 1 ̂ ^..^GT1-1.

La différence de deux telles déterminations est proportionnelle

à /(z), et comme / f(z)dz = 0, l'intégrale

/ /(z) log (z, — a)dz est définie sans ambiguïté.J^

PROPOSITION 2.3.3. - Soit ^2 un ouvert convexe k^ - Z - plat de
diamètre inférieur à 1/M ,

SoitfC 0(SÎ). On a alors :

a) P^f(z) = 2 û^(z)D^/(z) converge uniformément sur tout
compact de SI,

b) Pour tout z appartenant à Î2, // existe un v-cycle 7 dans Î2,
s'appuyant sur 2, ̂  possédant les propriétés suivantes :
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w•r• t, g,-z,).'.g.-z.) •£. A • - • A dî- - '

y? €7, cm û? |̂  - Zj < ̂  |̂ . - Z^.| ; (/ = 2, . . . , î/)

c^ Pour tout v-cycle possédant ces propriétés, on a

P-/(z)= [ K(z,z-z)/(z)û?r
2- «^S

où K est le noyau de l'opérateur P.
Il suffit de démontrer la proposition lorsque Î2 est un domaine

k — 2 — plat, de diamètre inférieur à r, avec k < k^ et r < r^ •
Démontrons alors b). Soit 7^ (^ ) un cycle dans C, avec

7(0) = 7(1) = or, tournant une fois autour du point z^ tel que 7(/^ )
soit toujours à une distance inférieure à e du segment az^ Soit

p ( t , ) ==— Zi -7(^1) avec k<k^<k^.
K\

II est clair que le ^-cycle

(^ , . . . , ̂ ) ——> [7i Oi ),..., z, + P(t, ) ̂ 2Ï^ ,. . .]

satisfait aux conditions b) et est inclus dans Î2 pour e assez petit
et k^ suffisamment voisin de k^.

Soit maintenant 7 = (7i,. . . , 7^) un i^-cycle satisfaisant aux
conditions b), et soient

[-y (f\ _ j [

T? = inf |7^(r) - zj , r = sup |7i (t) - a\, et ̂  = sup ' '^, „, ..^.. ., , 'l7,(0-^

pour r ET1' ; / = 1, . . ., v \] = 2, . . . , v. On a 77 > 0, r < 1/M^, et
^i <^ ^o* ^a serle ^(z , w) = 2 û^(z) 0^(w) converge normalement
pour 77 < |wJ < r et |w^ | < k^ |w.|. On a donc

f K(z,z-z^/(z)rfr= S û,(z) f 0. (z-?)/(?) rfz'a0i^ y } ^a
'S7S^S-vS û' .̂̂  a'S7S

Pour a > 0, la formule de Cauchy donne immédiatement

f ^(z-zVC^d^D^z)
^-v
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Ô
Pour a < 0, en remarquant que —— 0 (w) = 0 (w) +A

3w ^r"0'!/ ûî! '"•^i/
où h est une fonction holomorphe pour w = 0, w. =7^ 0, on obtient
par intégration par parties en t

f 0Jz-?V(?)^= f 0^, , (z-Ï)P(z)dî
^•^s -s^s 1 ? 2'" "

où on a posé F(z) == D,-1/^), les intégrales sur le (y — 1) cycle
correspondant à ^ = 0 ou 1 étant nulles du fait de la nullité de F,
On obtient ainsi par récurrence :

/,2:72
0jz-?)/(?)rfr=D^/(z)

On voit facilement que si 7 vérifie les conditions b) relativement
au point z, il les vérifie également relativement aux points voisins de
z. On en déduit que la série 2 û^(z) D^fÇz) converge uniformément au
voisinage de chaque point et donc sur tout compact de Sî, ce qui
démontre c) et a),

COROLLAIRE 2.3.4. - Supposons P d'ordre m > 0, et supposons
que l'on ait P^ (z , ̂ ) ̂  0 dans ̂  (avec toujours ̂  = (1 , 0. . , 0)),
L'opérateur P~1 est alors défini au voisinage de Î2ç x {^o}. Quitte à
restreindre un peu Î2^ on peut associer à P~1 des constantes k'^ et M^
(analogues à k^ , M^ pour P),

Soit alors Sî un ouvert k — 2 — plat (avec k = inf (k^ , k' ))
de diamètre inférieur à m/O/M^ , 1/M^), Quelles que soient les fonc-
tions g holomorphes dans Î2 et (h^) _ holomorphe sur f2 0 2,
il existe une et une seule fonction f, holomorphe dans Î2, solution de

a / Iv=^
(-^-) / (0 ,z^ . . . ,z^ )= /2 /z^ . , ,z^ )pour /= 0 , . . , ,m- 1.

On peut trouver f^ holomorphe dans ^2 ayant ses m premières
traces égales aux h^ et en remplaçant / par /— f , on se ramène au cas
des traces nulles.

On a 1 = P P-1 et P-1 d'ordre < 0, d'où

P,P^=^
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D'autre part, P~1 étant d'ordre —m, les m premières traces de
P_,1 ^ sont nulles, ce qui prouve l'existence,

Soit maintenant /, solution de P / = 0 et ayant ses m premières
traces nulles. Si on pose (R = Dw /, on a alors / = (D'^ ) <Az^ z ^ s

On a : (PD;^ (p = P^ (D;^ ^ = P^/= 0.

Comme PD"^ est inversible et d'ordre 0, on a (^ = 0 et donc
/ = 0, ce qui prouVe l'unicité.

2.4. Majorations dans les domaines plats.

Nous conservons les mêmes notations. Le noyau K de P s'écrit
K(z, w) = M(z , w) + N(z, w) log i^ et nous notons P^ et P .̂ les
opérateurs différentiel et pseudo-différentiel de noyaux respectifs M
et N log W i ,

Soit Î2 un ouvert convexe, k^ — 2 — plat, de diamètre < 1/M^, et
soit z E ^2.

Considérons la ^-chaîne suivante :

7 : [0,1] xT*-1 ——>^2

y ^ ( t ) = z , + t, (o -z , )

7,(0 =z, +L+^-|o-zjL2^
L " J

Si les a. > 0 sont assez petits pour que (z^ , . . . , z. 4- û. e21^,... )
appartienne à Î2, pour k < kQ suffisamment voisin de Â:o, cette
^-chaîne est dans Î2.

On a alors le résultat suivant.

PROPOSITION 2.4 .1 ,— Avec les notations ci-dessus, on a, pour
f^OW

P,/(Z) = 2/7T / N(Z , Z - ?) /(z) rfz"
7

Considérons le 1-cycle y de C obtenu en parcourant le segment
[a, o + (1 — e) (z^ — a)], puis le cercle de centre z et de rayon
e |z^ — a| puis le segment [a + (1 — e) (z — o), a], et soit-yie ^-cycle
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7l (0 = 7i (^ )

^(O^.^.+IÎL^^L^.IJ^,

Pour e assez petit, ce ^-cycle est inclus dans Î2 et satisfait aux
hypothèses de la proposition 2.3.3. et on a

P,/(z)= F N(z,z-?)/(?)log(z,-^)û?r
V^J:

Pour 7^1) appartenant au segment [a, o 4- (1 — e) (z^ — a)]
on n'a à intégrer que la différence des déterminations de N(z , z — z)
log (z^ —^) intégrale qui converge vers l'intégrale de 2;7rN (z , z — ?) f(z)
sur 7 lorsque e -^ 0, tandis que l'intégrale relative au petit cercle tend
vers 0 avec e, d'où le résultat.

Notation 2.4.2. — Soit Î2 un ouvert et z un point de Î2. On pose,
pour toute partie 1 C {2, . . . , v}

d^ (z) = inf { sup \z, - .̂| | z G f 1 î2 } .̂ = ẑ . pour 7 ^ 1

PROPOSITION 2.4.3. — Supposons P d'ordre inférieur ou égal à 0.
Soit I, J K^ partition de { 2 , . . . , î^}. 5'o^ i2 KM ouvert convexe
k^ — 2 — p/û?^ rf^ diamètre inférieur ou égal à r ^ , avec k^ < /:Q et
^ < I/MQ. // existe alors une constante C telle que, quelle que soit
/G (£)(i2), vérifiant

y z c n , |/(z)| ^^(z)-0 û?j(z) -^,a>0, j3>0

o^ ûzr y ^ ̂  " , IP^ A^)l < C ̂  (z)-^^ rfj (z)-^

0^2 p^t/^ choisir la constante C ̂  dépendant que de k^ ,M^,r^ ,a,j3.

On a K(z , w) = ————— + N(z,w) log w.. Le résultat étant évi-
t e , . . . w1 v

dent pour la multiplication par m (z), nous n'avons à considérer que la
partie relative à N.

Un point z étant donné, construisons la ^-chaîne intervenant
dans la proposition 2,4.1, avec :
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- les .̂ tous égaux à ^ < ̂  (z) pour 7 E I (3)
- les ̂  tous égaux à ûj < rfj (z) pour / G J
- A: vérifiant k^ < k < k^,

Soit iT le point de cette ^-chaîne relatif aux valeurs (t , t ' ) du
paramètre. On peut minorer aisément û?j(z) en remarquant que la
^-chaîne construite en remplaçant ^ par ûfj et k par k resterait
dans ^2. On en déduit

d^>d^)-a^tA(^-^)\o-z,\\

d,(z)>d,(z)-a^tA(---)\o-z,\\
L "i " J

On posera 6 = — — —.
^i k

D'après la proposition 2.3 J. on a une majoration :

|P^/(z)| < ^ / ———_———————( sup —————} !/(?)! Idzî
^ 1^2 - Z2 1 • • • 1^; - ^1 V=2,...,»/ |Z, - Z,|/

et donc en posant ^ = (27^)v~l ^

|P^/(z)| <^j1 [d, -^ + 6 j a - z J ^ J - ^

r i "i"1
[û?j -ûj + 0 |a-z j^]-^ sup ÛL +—|a-zJ^ la-z^ lû?^

L —1, J | cÇ J

Choisissons a, = ——— d et û? = ——— rf1 a + 1 ! J j3 4- 1 J '

On obtient |P^/(z)| < sup (Tj ; Tj) avec

, /•°° r a i"" r js i-^
^^^0 [^-[^^^^ [^^^^^j

r i i i - '
\——d(z)+—t\ dt[û: + 1 I A: J

(3) Ajouté sur épreuves. Il faut en fait prendre a < d^(z)/2 pour que la
r-chaine soit contenue dans Si, et remplacer d. pard,/2 dans le reste de la démons-
tration, ce qui ne modifie ̂ " que par un facteur 20"*''3.
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On a a > 0 et on peut donc choisir k suffisamment voisin de k
OL

pour que l'on ait 6 < — . On a donc
k

\ P 1-^ r [ a l-^-1

^"'[ifT-î'^j .̂ •"[^"'"'""j "

et T^ < //^ . ^2 (rfj (z))-^ (̂  (z))^

On majore le terme Tj de façon analogue, ce qui démontre la
proposition, le choix de 6 et la valeur de JLI ne dépendant que de
k^ , Mo , k, , ̂  , a , j3 (Prop. 2.2.3.).

2.5. Dépendance de P^ par rapport à 2.

Il n'est pas possible de faire opérer directement les opérateurs
pseudo-différentiels sur les fonctions holomorphes. Néanmoins, le
résultat suivant montre en quelque sorte que, "modulo des fonctions
holomorphes dans des ouverts plus grands", P^/ne dépend pas de 2,

Nous conservons les mêmes hypothèses et notations pour P.

THEOREME 2.5.1. — Soit Î2 un ouvert convexe k^ — 2 — plat de
diamètre <1/M^, où 2 est Fhyperplan d'équation z^ = a Soit 2'
Vhyperplan d'équation z^ = a ' , et soit Î2' un ouvert convexe, k^ — 2' —
plat, tel que Î2' H 2' C Î2. Alors, pour toute fonction f holomorphe
dans ^2, la fonction P^f — P^/ qui est définie dans Sî H S î ' s e prolonge
à ^ï' tout entier.

Pour z appartenant à ^2', choisissons 7^ (^ ), cycle dans C, avec
^1(0) = 7i (0 = G\ tournant une fois dans le sens positif autour de
z ^ , tel que 7 i (^) soit suffisamment voisin du segment az , Nous
pouvons lui associer les cycles suivants de C :

S^ obtenu en parcourant successivement le segment aa\ le cycle 7
et le segment a ' a .

ô^ obtenu en parcourant successivement 7 , le segment ao' et le
segment ac/.

Considérons maintenant les ^-cycles de C' :
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7(0 = [ïi (^ ), - . , ̂ . + ̂  - TI (^ )| é?2"^ , . , 1L A : J

Ô^O^Ô^ ) , . . . , ̂  +^ -ô^)l^/..,1 / = ( 1 , 2 )

avec k < k suffisamment proche de k et t ET1'.
Lorsque z G Î2 H Î2\ le cycle 7 est contenu dans Î2 H Î2', et 51 et

ô2 sont contenus dans ^2.
Pourz G Î2 H ^2', on a (Proposition 2.3.3.)

P-,/(z)= f K(z,z-?)/(z)dr= /• K(z ,z-?) / (z) r fF
J^-yX' J^'ô2^

P^/(z) = f K(z,z-7)/(z)û?r
^Sô^

Dans le calcul de la différence, il n'apparaît que la partie relative
au changement de détermination de log z sur la ^-chaîne A :

A^(7) = o + t^a' - a)

^. (0=z^ +- z, - A,(t) e^i
K

PS,/(Z) - Ps f(z) = f 2i TN(z , z - T) f(z) dî
»/A

Mais le second membre est défini quel que soitz appartenant à Î2'
(la ^chaîne A étant toujours incluse dans Î2) et définit une fonction
holomorphe dans Î2', ce qui établit le théorème.

Cette propriété permet d'interpréter simplement la manière
dont les opérateurs pseudo-différentiels dans le domaine réel opèrent
sur les microfonctions.

Soit donc maintenant P(x , D ) défini au voisinage du point x = 0,
^ = (1 , 0. . .0). Il lui correspond l'opérateur P(z , D ) défini dans
V x P^-1 pour z voisin de 0 et ? = (1 , ̂ , . . . , ̂ ) avec sûp |?.| < ̂
convenable.

Soit alors G un cône de R1', dont le polaire est contenu dans

{ Ç | ^ = 1 et sup |^.| <^}
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THEOREME 2.5,2. (Kashiwara-Kawaî). — Soit f une fonction holo-
morphe dans l'intersection de R" + /G et d'un voisinage de 0 dans C1'.
Sa valeur au bord b(f) définit une microfonction pour x voisin de 0,
^ = 1 et j Ç . I < k II existe alors g, holomorphe dans l'intersection de
V + iG et d'un voisinage de 0, telle que l'on ait Pb(f) = b(g).

Plus précisément, si 2 est l'hyperplan complexe d'équation
z = ia avec a > 0 assez petit, alors P (z , D )/(z) est définie dans
l'intersection de W 4- iG et d'un voisinage de 0, et on a

é[P^(z ,D^)/(z)] = P ( x , D ^ ) b ( f )

Avec des notations un peu différentes, ce théorème est démontré
par Kashiwara et Kawaî dans [10], th. 3,3. [Il suffit de remarquer que
l'on peut (avec les notations de leur théorème) prendre c^ = c^ = ia,
X = 1, et que les chaînes qu'ils notent 7^x. , .xj^ sont en fait du type
des chaînes qui nous ont permis de calculer P^ à partir du noyau K].

Il est facile de voir que, si kf < k^ est assez voisin de RQ pour
( °quej z\z^ = ia , |z.| <— soit contenu dans R*" -+- ;G, le domaine
( k

D = \ z | |z.| <— — —1——— est un voisinage de 0 qui est k — 2—
( / k k^ )

plat ainsi que D H (R^ 4- /G). Le théorème 2,5.1. montre alors que
P / ne dépend pas de 2, module des fonctions holomorphes au
voisinage de 0, ce qui ne change pas la microfonction valeur au bord.
Par contre, pour montrer que &(P^/) = P(&/) il est bien sûr nécessaire
de faire le lien avec la définition (cohomologique) de l'action de
î(x , D^ ) sur les microfonctions,

Remarque 2.5.3. — Le théorème 2.5.1, peut s'étendre au cas où
les hyperplans 2 et 2' ne sont pas parallèles (on se ramène à ce cas
en utilisant des difféomorphismes convenables). Ce résultat, joint au
corollaire 2.3.4., et en utilisant des méthodes analogues à celles que
nous avons développées dans [2] permet d'obtenir le résultat suivant :

THEOREME 2.5.4. — L'opérateur P vérifiant les hypothèses faites
dans ce numéro, soient î2 C Î2' deux ouverts convexes, k^ — 2 —
plats, tels que l'on ait Î2 H 2 = Sî' Fi 2. Posons

A = { ? G P"-11? = (1 , 0 , |?;| < ̂  et H z G n' , P^ (z , ?) = 0 }
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Supposons que pour tout hyperplan réel affine de normale N,
qui coupe ^l' sans couper ^2, on ait N^ À.

Alors si /G 6)(Î2) et si P^ /E© (Sî'\ on a f^C (Î2').
N'ayant pas à utiliser ce résultat dans la suite, nous nous bornons

à l'énoncer sans démonstration. Ce résultat et ceux qui précèdent
permettent d'étendre aux opérateurs pseudo-différentiels dans le
domaine complexe les résultats d'existence et de prolongement
démontrés dans [2] pour les opérateurs différentiels.

3. THEOREME DE CAUCHY-KOWALEWSKI POUR LES
OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

3.1. Hypothèses et énoncé du théorème.

Dans tout ce paragraphe, (z, w) désignera un point de C1' = C" x Cp

et (^ , 6) un point de €"^N{0} ou son image dans p^P-i. Nous utili-
serons les notations

z = (z\ z^) ; w = (w^ , w ' )

et les notations duales correspondantes.
Nous désignerons par P un opérateur pseudo-différentiel d'ordre

m > 0, défini au voisinage du point de coordonnées z = w = ^ = 0 ;
6 = ( 1 , 0 , . , . ,0), Nous supposerons que P est "non caractéristique
et sous forme de Weierstrass" par rapport à D^ et que sa partie princi-
pale est "d'ordre zéro par rapport à Dy, ", c'est-à-dire :

P = D^ 4- S A^(z,w,D^D^)D^-^'
0<|a|<w "

+ £ B ^ ( z , w , D^ . D^) D^-1-1

0<l<m n

où les A^ sont des opérateurs pseudo-différentiels d'ordre 0 et les
B^ des opérateurs pseudo-différentiels d'ordre /, les symboles (complets)
des A^, et des B ne dépendent pas de ^ ,
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Soit 2 un hyperplan d'équation w = a et soit H un hyperplan
d'équation z == h.

DEFINITION 3.1.1. — Soit Î2 un ensemble convexe de Cn+p.
On dit que SI est z — k — 2 — plat s ' i l possède la propriété

suivante : Si (z , w) Ç=. Î2 et (z\ w) G 2 vérifient

\w^ - w^\> k \w^ - wj i = 2, . . . ,p

|w^ — w | > fc |z. — z". | 7 = 1, . . . , n — 1

z = zM yz

alors on a (z", w) E 2 H Î2.
OTÎ rf;Y <7^^ Î2 est w — § — H — plat s'il possède la propriété

suivante :
si (z , w) G Î2 et (?, w) E H vérifient

|z^ - zj > ô |ẑ . - ;Ç| 7 = 1, . . . , 72 - 1

w = w

a/0^5 072 û (?, w) G H H Î2.

Remarquons que ces propriétés expriment simplement que les
tranches z^ = cte (w = cte) de Î2 sont plates en un sens analogue à
celui de la définition 2.4.1.

THEOREME 3.1.2. — // existe un voisinage Î2ç de 0, des constantes
k > 0 et ô > 0 telles que, quels que soient h et o définissant H et 2.
quel que soit l'ouvert convexe S"2 contenu dans SÎQ, z^ — k— 2 — plat
et w — ô — H — plat, on ait :

pour toute fonction g holomorphe dans SI, et pour tout m-uple (h)
de fonctions holomorphes dans Î2 H H, il existe une et une seule
fonction f holomorphe dans Sî, solution du problème de Cauchy :

P^ (f) = 8 ; ^(f)=(h)

où 7^ désigne les m premières traces de u sur H,
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3.2. Quelques résultats géométriques.

Dans le théorème 3.1.2,, les ouverts ne sont supposés plats que
dans certaines directions. Une première étape va consister à se ramener
au cas d'ouverts qui sont de plus un peu aplatis dans la direction w .

PROPOSITION 3.2.1. - Soit Î2 un ouvert convexe z - k -Z-plat
et w — ô — H — plat. Alors Sî est réunion d'ouverts Î2 qui sont
également z^ - k - 2 - plats et w - 8 - H plats, et qui de plus

possèdent la propriété suivante ((z , w ' ) ——— H- platitude} :

si on a ( z , w ) E Î 2 ; (? ' ,w)GH

avec z 1 =? ; w' = w ' ; |5^ - zj > — [w^ - w^ |

alors (?, w) G Î2^

Nous utiliserons la notation suivante : si M == (z, w) est un
point de Î2, nous noterons M^ et M^ ses projections respectives sur
H et 2.

D'autre part, un groupe de variables étant donné nous noterons
B^(p) l'intersection de la boule fermée de centre 0 et de rayon p
avec le sous-espace d'équation z = w = 0,

^z' w'^ l'^ersection de cette même boule avec le sous-espace
d'équation z^ = w^ =0 , etc. . .

Si M appartient à Î2, on a, pour 0 < t < 1

M + t(M^ - M) 4- B^ (, [Mu - Ml) C Î2

et, comme pour tout point M'de cet ensemble, on a M - M' = M - M,
2- 2^

on a

r^ (M) = M + r(M^ - M) + ^(M^ - M)

+ MT^H - w) + ̂ (1 1̂  - Ml) C Î2

pour 0 < 5 ' < 1 et O ^ ^ l .
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Soit maintenant F^(M) = r^(M) 4- B^ (et |M^ - M|). On voit
facilement que l'on a les propriétés suivantes :

a) Si M appartient au segment M M , alors F6 (M) est inclus
dans l'enveloppe convexe de F^(M^ ) et r^(M ).

b) Si M^ EFJM) et M^ er;^(M^) alors M^ Er^(M) avec

(1 _ s " ) = (1 - s) (1 - s ' ) et (1 - t " ) = ( 1 - 0 ( 1 - f ' )
c) Si M E H on a I^(M) = I^(M)
Soit alors Î2^ = {M GÎ2|V^E [0 , 1] , V ^ E [ 0 , 1] ,F^(M)C Î2}.
Il résulte facilement de a) que ftç est convexe et de b) qu'il est

^ — k — 2 - plat et w — § — H — plat. Il résulte enfin de c) que
î2 n H = îz n H.

e

Soit alors M = (z , w) un point de î2^ et M = (z , w) un point de

Hvérifiantz^î^w^w^l^-zJ^-li^ - wj. On a M E F^ (M)

et donc M G Î2 0 H = ̂  H H ce qui prouve que Î2^ satisfait aux
conditions de la proposition.

COROLLAIRE 3.2.2. Soit M^ = ( z ' , tz^ , w), on a alors

^(M^^^CM)^0——0 1^1

ô

rf^(M,)>rf^(M)

û?^(M,)>^^(M)+ e(l - 0|z^'|.

3.3. Démonstration du théorème 3.1.2.

La démonstration de l'existence et de l'unicité de la solution du
problème de Cauchy se fera par une méthode d'approximation
successive voisine de celle utilisée dans [7] pour le problème de
Goursat. Nous devons faire au préalable un certain nombre de réduc-
tions, et le besoin de contrôler Sî , A: et ô nécessite une certaine
précision,



112 -Î.M. BONY et P.S. SCHAPIRA

A - FORME DE L'OPERATEUR P

On a P = D^ 4- ^ A^ D '̂ D^-l^l + V B D^-'-1

zn 0<\d\<m a z zn Q^Km l zn

où les A^ (d'ordre 0) et les B^ (d'ordre /) ont un symbole (complet)
indépendant de ^ .

Si Q(z , w , D^, , D^ ) d'ordre (7 a un symbole indépendant de
^, il est facile de démontrer les résultats suivants :

QD '̂ = D '̂ Q 4- R, où R est d'ordre q + |c/| - 1 et a son
symbole indépendant de Ç .

QD^ =D[ Q + S D,' R,,
" " 0<\</ -1 "

où les R^ sont d'ordre q et ont leur symbole indépendant de ?
On en déduit que P peut se mettre sous la forme :

P = D^ + ^ D^-'^ D^ A^ 4- ^ Qm-i-i ^
" 0 < | a | < w n z 0<l<m zn

où les B^ d'ordre / ont leur symbole indépendant de ^ . Si on pose
C^ = D^7 B '̂, on obtient la forme suivante :

P = D^ + ^ D^-'^' D^/ A^(z , w , D,. , D, )
" 0< |a l<w "

+ ^ D^-1 D^ C , ( z , w , D ^ , D , )
0</<m " !

où les A^ et les C^ sont d'ordre < 0.

B - CHOIX DE Î2o ET K

Les A^ et les C^ sont des opérateurs pseudo-différentiels définis
au voisinage du point de coordonnées z = w = ! ; = 6 f = 0 ' , 6 = 1 ,
et à ce titre possèdent des symboles satisfaisant aux majorations
du § 2. Mais, pour z^ fixé, ils définissent des opérateurs A » et
C^ pseudo-différentiels d'ordre 0 dans C"~1 x C^, définis^ au
voisïnage du point de coordonnées z = w = ^ = 6 ' = 0 ; 0 = 1 .
Pour z^ suffisamment voisin de 0 dans C les constantes (k , M )
relatives à ces opérateurs peuvent être choisies indépendamment de z .



PROPAGATION DES SINGULARITES ANALYTIQUES 11 3

On peut donc appliquer la proposition 2.4.3., avec les constantes
k et C uniformes, dans chacun des hyperplans z = constante. On
obtient ainsi le résultat suivant :

LEMME B. - // existe k > 0, C > 0 et un voisinage Î2 de 0,
tels que pour tout ouvert convexe ft, z — k — 2 — plat et contenu
dans ^^, et pour toute fonction f holomorphe dans Sî et vérifiant

|/(M)| < d^ (M)-^ d^. (M)-^ avec a > 0 et j3 > 0

on a

sup (|A^/(M)| , |C^/(M)|) < C^M)-^ rf^(M)-^

on a posé M = (z , w) et

d^ (M) = inf {[? - z ' \ |(?, z^ , w) G C ̂ }

ûf^(M)= in f{ |w ' - w'\ |(z, w ^ , w ^ G C n }

<^(M)= inf{1^- w^| |(z, w ^ , w ' )ECÎ2}

Enfin, les considérations qui précèdent montrent clairement
que tous les choix faits pour P peuvent être faits pour l'opérateur
P(^ , ̂  - h , i^ - a , w , D^ , D^ ) indépendamment de A et a pourvu
que ceux-ci soient assez petits. En restreignant au besoin Î2^, cela
nous autorise à supposer dans toute la suite que

S est Fhyperplan d'équation w^ = 0
H est l'hyperplan d'équation z^ = 0 .

C - MAJORATION DES DERIVEES

LEMME C. - Soit f(u^, . . . , u^) holomorphe dans un ouvert Î2
de C et vérifiant \f(u)\ < d(u , C îî)-^ / > 0.

ô
û^û |—/(^)| <e(l + l)d(M, C^)-^1.

ôz.

Il suffit d'appliquer l'inégalité de Cauchy sur le disque parallèle

au plan des ^..décentre u et de rayon—u———— (cf. [7],lemme 5.1.3.).
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D - RESOLUTION PAR APPROXIMATIONS SUCCESSIVES

Les fonctions g et (h) étant données, il suffît évidemment de
démontrer le résultat d'existence et d'unicité dans tout ouvert se
déduisant de Î2 par une homothétie de centre 0 et de rapport < 1,
si bien que l'on peut supposer g et (h) définies au voisinage de Sî, et
donc bornées dans Î2.

Il suffit de même de démontrer le théorème dans chacun des
ouverts Î2 construits au n° 3.2., ce qui nous autorise à supposer que
les majorations du Corollaire 3.2.2. sont valables dans Î2.

Enfin, si ^désigne une fonction holomorphe bornée dans Î2 dont
les m premières traces sur H sont égales à (h), en remplaçant / par
/ — h, on se ramène au cas où (7z) = 0.

Nous définissons alors les / dans Î2 par récurrence :

^ = 0

^f^=S- Z D-^D^'A^- ^ D-'-'IV C , ^ / „
0<|û!'|<m " 0<Km

\f^ \H = ° ' 7 = 0, . . . . m - 1

Posant ^ = /^ - /^, nous obtenons

^ ̂  - - Z DT1"'1 D;.' A:;̂  !.„ - ^ D^-'-' D'^ C^ .„
0<1a'l<w " 0<l<m

Nous avons v = ^ ^ + ^ ^ , où les v^ et u^ sont définis par
Q!' /

D^'l .;: = - D '̂ A,,, .,

^ ^H-0 / -O, . . . , ^ ! - !
M

et :

D^^i --O'^C,,^
D^ ^1»=° / = 0 , . . . , /

Démontrons par récurrence, que l'on a pour des constantes
K et K convenables
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V (M) < K 1:
D=0

K" ô^ |z. \p/2

p=0 p/_^ 4. j\ gp(m+l/2)

L \1 /

ûf,(M)-1 d ,(M)-1

La fonction g étant supposée bornée, il en est de même pour v = f
et il est donc possible de choisir K valable pour v = 0.

Supposons donc la formule établie au rang v. Nous poserons

A K^ ô^ |zJ^2

1^)=^ S
P=Q ^f-p-+ i") SP^I/Î)

On a

ID^'A^ ^l<CL(z,)(^1 + 1 ) ! ^(M)-1^1-1 ^,(M)-1

en appliquant le lemme B (la constante C est celle de ce lemme),
puis |a'| fois de suite le lemme C.

Soit maintenant

M^ = ( z ' , tz^ , w) et formons f W A^ v^(M^) z^ dt

Nous pouvons majorer cette intégrale en utilisant la relation précédente,
Z \ nar \7. \ d .(M ̂

nen majorant \tz^ \ par |z^ |, û?^(M^)-1 par d^ (M)-1 , d^ (M^)- la 1 -1
n w

^11 (1 - t)\z ll-l^1-1

par d^(M) + —————" et en intégrant sur [0, + oo]. On ob-
ô J

tient :

ID?' A,., vW^ dt\ f < CL(z^)e^
\<x'

(\a'\ + 1)! ^,(M)-<lt'^.(M)-l .

En itérant |a'| fois ce calcul, nous obtenons

Iv^i (M)| < C e^ (|a'| + 1) ô10'! L(z^) ^,(M)-1 ^-(M)-1

Soit encore, en remarquant que |a'| varie entre 1 et m.

(* ) \v^ (M)| < C e"1 (m + 1 ). ô . L(z^ ) ̂ , (M)-1 d^. (M)-1,

en supposant, ce qui est loisible, 6 < 1.
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On a de même, en appliquant le lemme B et / fois le lemme C

|D^ C^ ^(M)| < CL(z^e1 l\ ^(M)-1 <^(M)-1 ̂  (M)-7

Nous pouvons majorer rf^ (M)-7 par ûfy, (M)-1-112, en supposant,
ce qui est loisible, le diamètre de Î2 inférieur à 1. Un calcul analogue
au précédent (en majorant d^ (M)-1-1/2 par

[ r f^ (M)+e( l -Olzj]-7-1 /2)

permet de démontrer que la fonction ^ vérifiant :

D^ ^ (M)=-D^ C^^(M) ; H ^ (M)^=0 ; = 0 , , . , , / - 1
M l M

admet la majoration suivante :

U e~1

|<^(M)| < C e1 ————'-———————
' ' (/-1/2)... 3/2. 1/2

L(z,)^(M)-1 ^.(M)-1 <^(M)-1 /2 ,

e tdonc^(M)<2Cm^ e-^ L(zJrf^(M)-1 ̂  (M)-1 d^ (M)-1/2 .

On a ^^ (M) = r ^(M^)z^ û?^ et donc
"o

\v.,(M)\ < ICme^1 e^ ^(M)-1 ^ (M)-1 f1 L(rzJ
i ^o

[ ^^ (M)+e( l -r)|zj]-1/2 |zJ^

Nous pouvons majorer chacune des intégrales :

,.i p-n
/ l^l^2 [< (M) 4- €( l - ^ l^ll"172 1^1 dt< 1^1 2 ^-1/2

^o i

r(-^+ i) r A
/<1 Y 2 / V?/ ^+1

x / rp/2 (i - t)-112 dt = ——-_____J— \z |̂ ~ e - 1 / 2
^ { P 4- 1 N n

^(—^)

II en résulte que l'on a
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p+1

<" > 1»;.,(M)| < K. i (2c'"^)<:'8"pl^•li

P=0 p iR.____^. j \ ç(p+l) (m+l/2)

^(M)-1 Û^(M)-1

On déduit maintenant de f ) et (**) que, en choisissant K tel
que l'on ait

K > 2Cmem ,/TT, m

et :

K > C(w + 1) ^w . cardai Ic/l < w}

On a
ï^1 K1"1'1 ô^^^ Iz l^/2

|^(M)|<K, I: ————————^—— ^(Mr^^CM)-1

P-O p/^.^ j \ çp(m+l/2)

ce qui achève la récurrence.
On a alors :

VP-^-CI §<? j^ jp/2

S: 1^(M)KK, ^ ^ ———————-——— ^(M)-1 ^,(M)-1

0 p>0 q>Q y lP_^ ^\ çp(m+l/2)

i |^(M)|<K,( i ^ s^ ( f Kp IZJ/?/2—)
0 (7=0 / P=O r (-p+ l) e^^-^"17^

û?^(M)-1 ûf^(M)-1 ,

II suffit donc de choisir ô <— (qui ne dépend que de m et de la
Jv

constante C du lemme (B)) pour que la série 2 v converge uniformé-
ment sur tout compact de Î2,

00

on a S î;!/ = lim fv == f et f est bien une solution du problème
o "-'°°

de Cauchy.
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Pour prouver l'unicité, soit / holomorphe dans Î2, solution de
P^f == 0 ; 7^/ = 0. Posons alors v = / quel que soit v. On a bien

D'" v . . = - 2 D^^' D^ A ,- î; - 2 D^7-1 D7 C,_ v
Z V+l Z 2 Oi Z; V Z W. /S Vn Yi ft l

Or, sous ces seules hypothèses, nous avons démontré dans ce qui
précède que lim Vy = 0, ce qui implique / = 0.

V->oo

4. EXISTENCE ET PROLONGEMENT DANS DES TUBES LOCAUX

Nous conservons les notations du paragraphe 3, ainsi que les
hypothèses sur l'opérateur P(z , w , D^ , D^ ). Les constantes k^ et
oc désigneront les constantes intervenant dans le théorème de Cauchy-
Kowalewski précisé (th, 3.1.2.) valables pour P dans un voisinage
donné de 0.

Nous noterons z = x + iy , w = t 4- is les parties réelles et
imaginaires des variables z et w, et de même ? = ^ + ir] ; 0 == r + ia.

Si G est un cône ouvert convexe (non nécessairement saillant) de
R"'^^, nous noterons TG (le "tube" de base G) l'ouvert Rn+p 4- iG. De
même, pour F cône ouvert convexe de R", nous poserons TF = R" + i F
fréquemment identifié à { (z , w) G Cn^p \ z G TF et w = 0}. On a
ainsi T(G -+- F) = TG + TF.

4.1. Construction d'ouverts plats associés à G et F.

PROPOSITION 4.1.1. — Supposons que G soit contenu dans le
demi-espace s^ > 0 et qu 'il contienne le cône de révolution d'équation :

. n p
s, >k (E l^.l2 + ^ \s^) 1/2 avec k < kj^/n + p et que F con-

tienne le cône de révolution d'équation
n—ïn-ï

n ' \Vn ^(S \y,\2)1'2 avec 5<§^/v^r
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// existe alors un système fondamental de voisinages de l'origine
^ ah)a>o à chacun desquels on associe les hyperplans complexes 2

h>0

et H d'équations respectives w^ = io et z = ih, tels que l'on ait :
a) ^2^ est z^ - k^ - 2 - plat et w - ô^ - H - plat
b) ̂  H 2 est contenu dans TG 4- TF
c^ Î2^ H H H (TG 4- C" ) 6?^ contenu dans TG 4- TF
û?^ les ouverts Î2^ H (TG -h TF) ^ Î2^ H (TG 4- C") 50^

z^ — k^ — 2 — plats et w — ô — H — p/û? .̂

Nous utiliserons le lemme suivant (où 2 et H sont fixés).

LEMME 4.1.2. — Soit K un compact convexe z^ — k — 2 —plat
et w — ô — H — plat. Alors, K possède un système fondamental de
voisinages ouverts, convexes, z^ — k — 2 — plats et w — § — H —
plats.

Comme dans la démonstration de la proposition 3.2.1., à tout
point M = (z , w) nous associons ses projections M^ et M^ sur H et 2
et définissons le compact

LM = U M 4- t(M^ - M) 4- B^, (- ]MH - Ml) 4- s(M^ - M)
0 < 5 < 1
0<t <l

-^..(I-IM.-Ml)

(ou B^(p) est la boule en les variables z ' de centre 0 et de rayon p ,
etc.. .).

Soit alors Î2i un voisinage ouvert convexe de K, et posons

Î2 = { M G Î 2 J L M Cî^}

Comme dans la proposition 3.2.1., on voit facilement que Î2 est un
ouvert convexe, z — k — 2 — plat et w — ô — H — plat. Il est d'autre
part évident que l'on a K C î2 C H .

Démonstration de la proposition 4.1.1. — Soit k et ô vérifiant
k < k^ < k ^ / ^ / n 4- p et § < ô^ < ô A/^et construisons les cônes de
révolution dans C"^ et C".
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G^\(z,w)\s,>k,\t2,+^ |w.|2 + ̂  Iz,!2]1/2 l
L 2 1 J )

r! -S^^J^+'i:1 "̂H
Leurs adhérences G^ et F ^ , diminuées de 0, sont respectivement

contenues dans TG et TT, Soit enfin G' = G 0{ (z , w ) | z =0}.
1 1 n

Les hyperplans 2 et H d'équations w^ = ia et z = z'/z étant
fixés, construisons le compact suivant :

IC ={(2,^)0(7.15 < a } 4 - { ( z , 0 ) [ z G r e t ^ </?}
1 1 M

II est manifestement z^ - k^ - 2 - plat et w - ô^ -H- plat.
Nous allons choisir un voisinage Î2 de K, z^ - Â^ - 2 - plat et

w — ô^ — H — plat, assez petit pour que l'on ait les deux propriétés
suivantes :

- Î2 H 2 est relativement compact dans TG 4- TT. Cela est
possible, K H 2 étant un compact contenu dans (G\ + r ^ ) - { 0 }
donc dans TG + TF.

— Î2 F» H est contenu dans l'ensemble des points distants de

K H H de moins de sin a (— - —) h avec a = Arc tg k,.
^b à ^ / l

Si l'on remarque que, pour tout w vérifiant 0 < Im w, < a, on a
{ z ' \ ( z 1 , ih, w ) G K } C { z ' | | z ' | < 1/§^ 4- 1/^Im w,} il résulte aisé-
ment de la seconde propriété de ^2 que l'on a

{ z ' | ( z ' , ^ . w ) G Î 2 } C )z' | |z ' | <4^ +7 1 - Imw, !( ô ^ 1 )

On en conclut que, pour chaque w vérifiant ïmw^ > 0, si N désigne
le sous-espace affine {(z, w) [ z G C" }, on a :

Î2 H H H N^ est relativement compact dans TG + TF

En effet, (TG + TF) H H H N^ D z ' \ \z\ <-^- h 4- ]- Im w L
o /c /

II en résulte que Î7 H H H (TG + C'2) est contenu dans TG + TF.
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II est maintenant facile de voir que Î27 = Î2 Fi (TG + TT) est
z^ - k^ — S — plat puisque Î2' C î2 tandis que Î2' H S = Î2 Fi 2. Le
raisonnement est le même pour Î2" = ^ H (TG + C").

Pour démontrer qu'un ouvert Î2 est w — 6 — H — plat, il suffit de
démontrer que, pour chaque w tel que N coupe Sî, l'ouvert (relative-
ment à N^ ) ^2 H N^ est Ô-(H H N^ )-plat. Or pour chaque w avec
Im w > 0, on a Î2' H N C Î2 H N ""et Î2' H N H H = Î2 H N H H,

1 W W W W
d'où le résultat, les autres hyperplans N^ ne coupant pas Î2\ On
raisonne de même pour Sî".

4.2. Théorème d'existence et de prolongement.

THEOREME 4.2.1. - L'opérateur P ( ^ , w , D ^ , D ^ ) satisfaisant
toujours les hypothèses du § 3, il existe des constantes k > 0 et
6 > 0 telles que l'on ait la propriété suivante. Si G est un cône ouvert
convexe de Rlî+p contenu dans le demi-espace t^ >0 et dont le
polaire G° vérifie G° C.{(Ç , 1 , r^e s^-1 | [?|2 + \r\2 < k2} , et
si F est un cône ouvert convexe de W1 avec Y° C{(^ , 1)| |Ç'| < §},
il existe un système fondamental de voisinages V. de 0 dans C""^ des
hyperplans Z .̂ d'équation w^ = ;cr. (avec a. > 0 et a. -> 0) tels que
V .̂ soit z^ - k - Z .̂ - plat et que l'on ait :

a) Pour toute fonction g hoîomorphe dans (TG + TF) H V., //
existe f hoîomorphe dans (TG + TF) H V. solution de P^. f=g,

b) Pour tout voisinage Vy de 0, il existe un voisinage V7' de 0
tels que si f est hoîomorphe dans (TG 4- TF) H V. et si P^, f se
prolonge holomorphiquement dans (TG + C") H V', alors f se prolonge
holomorphiquement dans (TG + C" ) H V". 7

Les constantes k et ô sont celles intervenant dans le théorème
3.1.2.

Les hypothèses de la proposition 4.1.1. étant satisfaites, nous
pouvons construire les ouverts Î2^ correspondants. Nous choisirons

vl = ^afh. où ° j ——> 0 et h^ ——> 0

Soit alors g hoîomorphe dans Î2^^ H (TG -h TF). Cet ouvert
étant z^ - k - 2^ - plat et w - ô - H^ plat, il résulte du théorème
3.1.2. que le problème de Cauchy
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PZ,/^

^^r0 '•=o--w- lA\
OZ^-H,

possède une solution / holomorphe dans Sîy^ H (TG 4- TF), ce qui
prouve la première partie du théorème.

Pour démontrer la seconde partie, toujours avec V. =Î2^.^ . ,
nous choisirons V" == Î2^ ^ , où / est suffisamment grand pourvue
"^ ^ c ̂  n "^y ̂  • on a alors ̂  ̂  n 2/ c "a, ^. H (TG ^ TF )
et nous pouvons appliquer le théorème 2.5.1. qui nous assure que, si/
est holomorphe dans Sîa.h. n (TG + TF), la fonction P£./- PE /se
prolonge holomorphiquement dans Î2^ ^ . Il en résulte que P^ / est
holomorphe dans Î2^ ^ n (TG + C" ). La fonction / est alors l'unique
solution u du problème de Cauchy :

PS u == F- /s/ £/

/ a / , a /
(^z-) "H^U^ ^o,...,m-i

M M

Comme P^ / est holomorphe dans Î2^ ^ n (TG + C" ) et comme
/ 3 v^
[——J /|^ est holomorphe dans

M

n,̂  n H n (TG 4- TD = n^^ n H n (TG + c"),
il en résulte que / est holomorphe dans Sîy ^ H (TG 4- C" ) ce qui
démontre le théorème.

5. EXISTENCE ET PROLONGEMENT POUR DES OPERATEURS
PARTIELLEMENT NON CARACTERISTIQUES

5.1. Lemmes de décomposition.

Désignons par A l'ensemble U {0,1}" et si aG{0,l}" posons
yi>o

|a| = n.
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LEMME 5.1.1. — Soit F un cône ouvert convexe de R". 77 ^c;'̂
rfe^ cô^z^ ouverts convexes F , a G A, ^/^ ^^ ;

F = F, n r^
va e A , r = r , n r .a (a,0) (ce,l)

va e A , r^ u r^ ^ com .̂
Le diamètre de F^ ^nrf vers 0 quand \a\ tend vers + oo

Démonstration. — Soit ô une droite de R" passant par 0, 6 + et
§ - deux demi-droites de § issues de 0 et opposées. Si F contient un
demi-espace le lemme est évident. Sinon choisissons 6 telle que
§ H F = 0 et désignons par F^ (resp. I\ ) l'intérieur de l'enveloppe
convexe de (F U 5 + ) (resp. F U §- ).

Alors on a F = Fç H I\ et F^ U F^ = F + § est l'intérieur de
l'enveloppe convexe de F U § . Le polaire de FQ (resp. F ) est l'inter-
section du polaire de F et de l'hémisphère polaire de 5 + (resp. § ~ ) .

On décompose de cette manière F^ en F^ ^ et F^ ^ . Il est clair que,
en choisissant convenablement pour tout a une droite § correspon-
dante, on peut faire tendre le diamètre de F° vers 0.

LEMME 5.1.2. — Soit G un cône ouvert convexe de Rn+p, F un
cône ouvert convexe de R", F^ des cônes de R" vérifiant les conclusions
du lemme 5.1.1. et V un voisinage de Stein de 0 dans Cn+p.

Pour tout g G e(TG + TF) H V) on peut trouver (g^)^^ avec

g^ ^0 ((TG+ TF^) H V) tels que pour tout m, on ait g = y g
la 1= m

Démonstration. — II suffit de savoir décomposer chaque g en
g^ Q + ̂  i • Nous nous limiterons donc à F

(TG -h TF) = [(TG 4- TF^) H V] H [(TG -h TF^ ) 0 V]

[(TG + TF^ ) H V] U [(TG + TF^ ) H V] = [(TG + (TF^ U TF^ )) H V]

et ce dernier ouvert est un ouvert de Stein. Le lemme résulte de ce que
l'on sait résoudre le premier problème de Cousin dans les ouverts de
Stein.
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5.2. Forme réduite de Weierstrass.

Dans ce chapitre P désigne un opérateur pseudo-différentiel défini
dans un voisinage complexe du point (o, o, o, r ) G R" x R^ x s'1'1^"1

dont le symbole principal s'écrit :

P^. t . ^ T ) = ^ ^ ( x , ̂ ,T)^
|û!|=W

où les a sont des symboles d'ordre 0.

DEFINITION 5.2.1. - [cf. S.KK., ch. 2, déf, 3.5.4.], Sous le s hypo-
thèses précédentes on dit que la direction ^^ G S"~1 est non caracté-
ristique en (o , o , o , TQ ) si

^ ^(0,0,0,T,)^0

|û!|==W

LEMME 5.2.2. — L'hypothèse Ç^ non caractéristique entraîne
l'existence de Wc , E- , Q. , §. , k. , tels que

o o o ° °
a) Wi est un voisinage de (o , o)

o
b) Et et Qç sont des opérateurs pseudo-différentiels définis

surW. x ? ( Ç , 1 ,T°)| 2 + r 2 <k2}
0 -0

c ) E^ est elliptique d'ordre 0 sur cet ouvert
d ) P = E. . Q.^ o ^o
^J /^^ conclusions du théorème 4.2,1. sont vérifiées pour l'opéra-

teur Q^ avec les constantes S g et k^ .

Démonstration. — On peut supposer ÇQ = (0, . . . , 0, 1). Le théo-
rème de préparation (théorème 0.3.2.) entraîne l'existence de W^ ,
Eç , Qç vérifiant a) b) c) d), et tels que en écrivant Q au lieu de
Q^, et en posant Ç = (F,^)

Q O c ^ , D ^ , D ^ ) = D ^ + ^ B/^^D^D^D^-7

yî K/<w "

où les B sont d'ordre < /.
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Désignons par b^ le symbole principal de B et écrivons que les
dérivées d'ordres <w - 1 de P^ sont nulles pour ^ = 0 ; on obtient
que les dérivées d'ordres < / - 1 de b^ sont nulles pour ^ = 0, d'où la
décomposition analogue à celle du n° 1.2. :

b ^ x , t ^ l , r ) = ^ b^(x.t^\r)^
la'|==/

où les b , sont des symboles d'ordre 0.
On peut donc écrire

Q(x , t , D^ , D,) = D^ + ^ A^(x , t , D^, , D,) D^-'^' D^;
" Kla'Kw "

+ ^ C,(^, ^D^D^D
M̂K/<w "

où les A^ sont des opérateurs pseudo-différentiels d'ordre < 0 et les
C^ d'ordre </— 1 dont les symboles complets ne dépendent pas de ^ .

L'opérateur Q vérifie donc les hypothèses du théorème 4.2.1.,
ce qui, pour une nouvelle constante k^ , démontre le lemme.

5.3. Existence et prolongement.

THEOREME 5.3.1. — Soit P un opérateur pseudo-différentiel défini
au voisinage de ( 0 , 0 , 0 , 7 ^ ) , dont le symbole principal s'écrit

^ a^ (x , t , ̂  , r)^, les a^ étant homogènes d'ordre 0.
|a|=--w

Soit 1 une partie compacte de S"~1, et supposons toutes les
directions ê E 1 non caractéristiques en (o , o , o , r ).

// existe k > 0 tel que si G est un cône ouvert convexe de Rlï+p,
dont le polaire contient r et est contenu dans {(§, 1, r ) |S 2 + r 2 < k2}
et si F est un cône ouvert convexe de R dont le polaire F0 est contenu
dans I, on a en désignant par V, V', V" des voisinages (dépendant des
fonctions considérées) de (o , o) dans Cn+p :

a) Pour toutg^C (TG +Tr)nV) il existe /E ©((TG + Tr)HV)
solution de Pb (f) = b (g).
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b)Soit /G©(TG4- TT) 0 V) ^ supposons Pb(f) = b(g) où
g G ©((TG + C" ) H V'). Alors /E © ((TG 4- C" ) 0 V" .

Les égalités ci-dessus ont lieu au sens des microfonctions sur
l'ouvert (^OER"^ H V , 0, r ) e{a , 1 , r') |Ç2 + r'2 < ^} (cf.
remarque 0.4.2.).

Démonstration, - A tout Ç G 1 associons W E , Q , ô , k
donnés par le lemme 5.2,2. ç ç ^

Les boules de centre Ces"-1 de rayon . 6 recouvrent I. On

peut en extraire un recouvrement fini B (? ,-j- § ) , ; • = l,.,..,q,

Posons :

W = H W. , ô = inf ô, , k = inf k,
i ' i i S- i "i

Démontrons a) : d'après le lemme 5.1.2. on peut décomposer g
ç.

en Z ^ avec ^ ^ ^((TG + TI^) H V') et diamètre F0 < — (en
a a 4

supposant V ouvert de Stein). Il suffit donc de savoir résoudre

P*(^) = b(g^). Comme le diamètre de 1̂  est inférieur à—, F^ est

contenu dans une boule B(^. , ô^.) ; décomposons donc P en P = Eç..
Qç, et soit, d'après le théorème 2.5.2. ^ G ©((TG + TT ) H V^)
telfe que Eç1 b(g^)~= b(g^). D'après le théorème 4.2.1. on peut trouver
un voisinage V^ de 0, un hyperplan S et une fonction / holomorphe
dans (TG + TI^) H V^, solution de

Q^ f. = <
Alors d'après le théorème 2.5.2.

Q^^)=^l)=E^é(^)

et ^^^^.Q,, ^a)-6^)

Démontrons b)

LEMME 5.3.2. — Sous les hypothèses précédentes soient F et
F^ deux cônes ouverts convexes de R avec F = r H F et F U F
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convexe. Alors si f appartient à © (TG + TF) H V) et vérifie Pb(f) = 0,
// existe des fonctions f^i =0,1) appartenant à C(TG + TF.) H V')
telles que l'on ait f = f^ + /^ ^ P6(/p = 0 0- = 0,1 ).

Démonstration du lemme. — D'après le lemme 5.1.2. on peut
décomposer / en / = h^ 4- h^ avec h^ G ©((TG + TF) 0 V).

Soient d'après le théorème 2.5.2., g^ et ^ holomorphes dans
TG + TF^ et TG + TI^ au voisinage de 0, telles que Pb(^) = Z?(^.)
(z = 0,1). Comme Pb(/^) = - Pb(^), la fonction^ 4- ̂  se prolonge
holomorphiquement au voisinage de 0, et la fonction g se prolonge
donc à TG + TI^ + TI^ au voisinage de 0.

D'après la partie a) du théorème 5.3.1. que l'on vient de démontrer,
on sait résoudre Vb(h) = b(g^) avec h EO^TG + TF^ 4- TI\)nV').
Posons fo = h^ — h, f^ = \ + h. Les fonctions /;. répondent au
problème.

Fin de la démonstration. — En résolvant Pb(h) = b(g) où h est
holomorphe dans (TG 4- C" ) au voisinage de 0, ce qui est possible
d'après le a), on peut supposer Pb(f) = 0.

Appliquons le lemme 5.1.1. et le lemme 5.3.2. : il existe

/^©((TG^ Tr^)nvj

telles que / = I /^ , P&(/J = 0
|a|=w

Pour m assez grand le diamètre de F^ est inférieur à—. Donc pour tout

a tel que [a| = w, il existe un i < ^ tel que F0 C B(^. , 6. ).
Ecrivons P sous la forme Eç . Qç.. On a Eç. , Qç é(/^) = 0 et

par suite Qç.&C^) =0. ' '
Soit V^ un voisinage de 0 contenu dans V^,2 un hyperplan

d'équation w^ = ia, tels que V soit kç — 2 — plat.
î

D'après le théorème 2.5.2., Qç. s ^a est holomorphe au voisinage
de 0, et d'après le théorème 4.2.1. cela'entraîne/ ^((TG + C" ) H V").

Par suite / = S ^ est holomorphe dans (TG + C1 ) 0 V".
|ûi|=W
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6. DEMONSTRATIONS DES THEOREMES POUR UN
OPERATEUR PARTIELLEMENT ELLIPTIQUE

6.1. Microfonctions partiellement holomorphes.

Identifions l'espace C" à l'espace R2" muni du système de
ô

Cauchy-Rieman —^, (z = 1,. . . , n). Soit u une microfonction définie
Qz.

sur un ouvert de C" x R^ x S2"-^-1, solution de ô/ôz^ = 00" = 1, . . . . n) :
nous dirons que u est partiellement holomorphe. Son support est
alors contenu dans l'ensemble {(z , ^? , T-) G C" x R^ x S2"^-1 ; ? = 0 }
ensemble canoniquement isomorphe à C" x R^ x S^~1.

Désignons par (°^ le faisceau des microfonctions partiellement
holomorphes, et identifions 6^ à sa restriction à C" x Rp x SP~1.

Le faisceau (3^ a la propriété suivante :

THEOREME 6.1.1. - [S.K.K., ch. 3, th. 2.2.8.]. Soient Î2 et Î2'
deux ouverts de C" avec ^2 connexe, ^l' non vide, ^1' C Î2, et soit <jù
un ouvert de RP x Sp~l. Soit u une micro fonction partiellement
holomorphe sur Sî x a?, nulle sur ^î' x ça ^4/or5' ^ ^^ nulle sur Î2 x a;.

D'autre part on sait, d'après le n° 02, définir la restriction d'une mi-
crofonction partiellement holomorphe u sur Î2 x a? C C" x (R^ x S^"^
à (Ï2 Fi R" ) x RF : c'est une microfonction sur l'ouvert

<U={(x, r, ^GR"-^ x S"-^-1!^, ^, r )CÎ2 x G;}

et son support est contenu dans{Ç = 0}.
Identifiant R" x {0} x RP x S^-1 à son image dans R^P x S^P- ( ,

nous appellerons p le morphisme de "restriction au réel" :

p :<° . (C"x R^ S^-^l . , — — > F (R^^x S"^-1 ,G)
/î 'R^PxSP-1 R^PxSP-1

THEOREME 6.1.2. — Le morphisme p est injectif.
M. Kashiwara nous a indiqué qu'il possédait une démonstration

de ce théorème [9] Pour être complet nous en donnons une démons-
tration en appendice.
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COROLLAIRE 6.1.3. — Soit Î2 un ouvert connexe de C", avec
^2 0 R" ^ 0. 5'ozY a; i^ OMV^ A? R^ x SP~1.

5b;Y ^ ^n^ microfonction partiellement holomorphe sur ^2 x a?.
Si la restriction de u à (î2 H R") x a? ̂  ^//^, ^ ̂  nulle sur Î2 x oj.

Démonstration. — D'après le théorème 6.1.2. u sera nulle au
voisinage de (Î2 0 R" ) x a? : il suffit alors d'appliquer le théorème
6.1.1.

6.2. Lemme de décomposition.

Nous poserons dans ce numéro :

A, ={+, -}"

B^ = { ^ E{+ , 0 , -}" |j3. ^ 0 sauf pour un /}

A tout / G { 1 , . . . , n } correspond une application î de A^ dans
B. :

î (Q^, . . . , a., . . . , a^ ) = (û^, . . . , 0, . . . , û^ ).

A a € \ on associe le "quadrant" de R" Q^ ={x G R"la.^ > 0 }
et à j3 E B^ on associe D = {x Œ R" |̂ . ̂  > 0 pour j3^ 0 .

On identifie R à son image dans R" x R^.

LEMME 6.2.1. — Soit G un cône ouvert convexe de Rn+p, V un
voisinage ouvert de Stem de 0 dans C"4'^.

a) Pour tout /G (E)((TG H V) il existe (/^^A ' avec

n

4 ̂ ((104- TQ^HV) et /= S 4
aGA^

é^ 5'oz^^ (/o^eA - ̂ ^4 holomorP^e dans (TG + TQ ) H V,
yi

^r supposons y / = 0 ûto^ TG H V.
^

Alors il existe (f.)^ , avec fçC ((TG 4- TDJ H V) tellesp P — " ^ P P
que Vû'£A^4 = ^ a, ̂ .

î= l
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La démonstration se fera par récurrence sur n, la démonstration
pour n = 1 étant intégrée dans le passage de n - 1 à n (ou si l'on
préfère, le théorème est trivial pour n = 0).

D'autre part l'ouvert V étant fixé et ne jouant aucun rôle dans la
démonstration, nous ne l'écrirons pas.

Supposons donc le théorème démontré jusqu'à la dimension
n - 1 (n > 0).

a) Soit / holomorphe dans TG
Soit ^ le vecteur (1,0,. . . ,0) de R",

R , S + = R+ e, , ô - = R- e, , ô = R e,

On peut écrire (lemme 5.1.2.) :

/ = /+ + /_ avec /, G © (TG + Ô^

Appliquons l'hypothèse de récurrence à G^ = G + ô4- et
G- = G + S - dans R"-1 x R^1

^-j- '^^^n-l

où /+ ^ est holomorphe dans le tube T(G + 84- + Q ), c'est-à-dire
le tube T(G + Q^), avec a = (+ , 7) et de même pour /_. On a donc

f= S 4./^®(TG+TQ,)
aŒA^

b) Soient /^ G C(TG + TQ^), a G A^, avec ^ /^ = 0 dans
aCA

TG. Les a G A^ sont de la forme (+ , 7) ou (— , 7) avec 7 G A _ .
Posons :

h. = Z .̂) ̂ - = S ^
^^-1 ^ÂM-I

La fonction /z^ est holomorphe dans T(G + ô+ ) (avec les nota-
tions du a)) et h_ dans T(G + ô - ). Comme h^ + h_ =0, ces
fonctions définissent une fonction h holomorphe dans T(G + ô ),
avec h^ = h , h_ = - h. D'après l'hypothèse de récurrence a) on
peut écrire :
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h = Z h h E © ( T ( G + 5 + Q ))
7eA^ 7 7

donc Y f - h =0
A-< (+,7) 7

^A»-!

^ ^(-.) 4' \ = °
^A^-l

D'après l'hypothèse de récurrence b) il existe des fonctions g^ et
^(XGB^ ), holomorphes dans T(G + 5 + + D^) et T(G + S- -h D^)
telles que V 7 ^ A ^ _ ^ :

M-l^ _ z- ^ y ^ ^+
•^(+,7) 'S ^ ^°z'(7)

^-^ -^^ = S W(7)
i=l

Pour j3 € B^ posons :

si ^ 3 = ( 0 , 7 ) , / ^ -\
si ^ = ( + , f ( 7 ) ) , / ^ =^
si ^=( - , r (7 ) ) ,^ =^

On vérifie que

v^^ ^ = I ^-4
Ï=l

T ' M •'a ^ j •/ f(a)
ï=l

avec^ . holomorphe dans TG 4- TD^. .

6.3. Existence, régularité, propagation.

Nous nous proposons de démontrer les théorèmes du n° 1.2.,
Nous désignerons donc par P un opérateur pseudo-différentiel défini
sur un ouvert U de Rn+p~l, dont le symbole principal s'écrit :

P^^S^)= Z a ^ ( x , t ^ , T ) ^
\a\=m
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où les a sont des symboles homogènes d'ordre 0. Comme au n° 1. 2.
nous supposerons que la variété caractéristique V de P est définie
par ^ = 0 et que pour tout Ç appartenant à S"~1 la direction est non
caractéristique en (x , t , 0 , r ).

Rappelons que l'opérateur P est un isomorphisme du faisceau (°
au-dessus des points de U n'appartenant pas à V. En particulier si
Pu = 0, le support de u est contenu dans V.

Démonstration du théorème 1,2.1, — Recouvrons le compact K
par un nombre fini de boules ouvertes B. , / G I U 1 de centre (^., T.)
de rayon k., telles que :

— Si i E 1^, on a .̂ ^ 0 et k^ est inférieur à la distance de (.̂ . , r^)
àV.

— Si / E 1^, on a .̂ = 0 et k^ est inférieur à la constante k donnée
par le théorème 5.3.1. au point (x^ , ^ , 0 , T^.).

— La réunion de ces boules est contenue dans K'.

Le faisceau <3 étant flasque on peut écrire v = ^ v. où le support
i

de v . est contenu dans F2 x B.. Pour ; G I posons u. = P~1 v.. Pour
/ E l soit g. une fonction holomorphe dans TG. Fi W., où W. est un
voisinage de (x t ) et où G .̂ est un cône ouvert convexe de Rtï+p ,
avec G °̂ C B .̂ , T. e G^°, telle que l'on ait b(g^) = v^.

D'après le lemme 6.2.1. on peut décomposer g^ en

^•= ^ ^a^a^^^Qa^W,
aGA^

et d'après le théorème 5.3.1. on sait résoudre

P&C/,,) = b(g^)f^ G(£)(TG, + TQ,) H W;

il suffit alors de poser

u= S u^ S S &(/,)
î'GI^ îŒI^ aeA^

Nous démontrerons le théorème 1.2.2. en deux étapes.

LEMME 6.3.1. - Soit (x^ , ^ , 0 , r^) G U, ^ ^é? microfonction
définie au voisinage de ce point, solution de Pu = 0. // existe une
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microfonction îi, définie au voisinage de l'image de ce point dans
C1 x R^ x S2"'^"1 partiellement holomorphe, et dont la "restriction
au réel" est u.

Démonstration du lemme 6.3,1. — Nous prendrons x = t — 0 .
Si Î2 est un ouvert de C^ avec 0 G 9Î2, on désignera par®^)

l'espace des fonctions holomorphes au voisinage de 0 dans Î2 :

eçsi) = lim (s (Q n w)
W D O

A) On va se ramener au cas où ^ = &(/), avec/G©(TG) le polaire G° de
G étant un voisinage de (0, r^ ) contenu dans { (î;, 1 , r ' ) |Ç2 + r'2 < k2} .

Soit î/ une microfonction à support dans R"^ x K, où K est un
voisinage compact de (0 , r^ ) dont la restriction à un voisinage de
( O , O , O , T ^ ) soit u. Le support de Pu' est contenu dans R"^ x K'
où K' est un compact ne rencontrant pas (0 , r^).

D'après le théorème 1.2.1. on sait résoudre Pï; = Pu, le support
de v ne rencontrant pas (0 , 0 , 0 , r^). On peut donc, en remplaçant
u par u — v, supposer que u est une microfonction sur W x S"4'^"1,
avec W voisinage de (0 , 0), à support dans W x K, où K est un compact
de SP~1 contenu dans {(^ , 1 , r')^2 + r 2 < k2}, où k est donné par
le théorème 5.3.1. dans lequel on prend 1 = S"~7.

Soit G un cône ouvert convexe de R""^ dans le polaire est un
voisinage de r^ contenu dans (Ç1, 1 , T')[Ç2 + r ' 2 < k2 , / une fonc-
tion holomorphe de ©(TG), avec b(f) = u. On a donc Pb(f) = 0 (cf.
la remarque 0.4.2.).
B) Démontrons que en fait, /G©(TG + C^).

Appliquons le lemme 6.2.1. à la fonction / et soit ̂  G ̂ (TG + TQ^)

avec/ = ̂  4. Soient, d'après le théorème 2.5.2., g^ G©(TG + TQ^)
a

telles que P6(/^) = b(g ). La fonction ^ = S ^ est holomorphe
a€A^

dans TG au voisinage de 0, et b(g) = ^ b(g^) = ̂  Pb(f^) = 0.
a a

La fonction g est donc holomorphe au voisinage de 0 dans C^^.
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En remplaçant ^ ^ par ^^ ^ — ^, on peut supposer

V g^ = 0. D'après le lemme 6.2.1. b) : il existe te^L^g ? avec"a
a£A"
^ G (9(TG + TD^) et pour a E A^, ̂  = f a. ̂ .

î = l

D'après le théorème 5.3.1. on sait résoudre

P6<^) -=b(g^) ,^ G ©(TG + TD^)

posons ^=4 - Ê a^)
î = l

P6(^)=P6(^)- ^ a,è(^)=0
1=1

D'après le théorème 5.3.1. cela entraîner £©(TG + C" ) et donc

f= S 4 = S ̂  ^(TG + C").
a a

C) L'ouvert (TG + C" ) contient un ouvert de la forme C" x (R77 + iF) ,
où F est un cône ouvert convexe de Rp et F0 est un voisinage de
TQ GS^1. On peut alors prendre la "valeur au bord partielle en t'\
b'(f) de / [cf. 12] : c'est une hyperfonction sur C" x RP (au voisinage
de (0,0)) partiellement holomorphe, et sa restriction à R" x R^ sera
b(f), la valeur au bord (hyperfonction) de /. Le germe de /en
(0 , 0 , 0 , TQ ) est donc la restriction au réel d'un germe de micro-
fonction partiellement holomorphe à savoir le germe de b1 (f) en l'image
de (0 , 0 , 0 , ïç) dans C" x R^ x S2'2-^-1.

Remarque. — On démontrerait de la même manière que si Pu est
la restriction d'une microfonction partiellement holomorphe il en est
de même de u.

Fin de la démonstration du théorème 1.2,2. — A tout point
( x Q , t ^ , 0 , T ^ ) de V associons grâce au lemme 6.3.1. un ouvert
Î2^ x ùj^ de C" x (RP x S P ' 1 ) et une microfonction partiellement
holomorphe ̂  sur cet ouvert, avec ̂ |^ np^x^ = u-

Si u. est défini sur Î2. x a?, et ^ sur Î2, x a?., Ï. et Ï. coïncident^ i ^ i i ] j ] f i f
sur (^.^ î2. n R") x (c^. H oj.), donc d'après le corollaire 6.1.3. sur
(̂ . n ̂ .) x (c^ n ̂ .) == (̂ . x ^.) n (̂ . x ^.).

n-i
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Les u^ se recollent donc et définissent une mi cro fonction TL sur

U f^. x c .̂ dont la restriction au réel est u.

Démonstration du théorème 1.2.3. — En remplaçant Î2 et eu par
deux ouverts ^ CC Î2 , <jj CC a?, on peut supposer d'après le
théorème 1.2.2. qu'il existe Î2 voisinage de Î2 dans C" et t? micro-
fonction partiellement holomorphe sur ^2 x co, avec îi\ Î2 x a? = u.

Alors ^l Î2' x a? = 0, et le corollaire 6.1.3. joint au théorème
6.1.1. entraîne îi = 0 sur Î2 x cj, et donc ^ = 0 sur Î2 x co.

APPENDICE

Démonstration du théorème 6.1.2.
A) Soit K une microfonction partiellement holomorphe sur C" x R^,
définie au voisinage du point ( 0 , r ) G ( C 1 x R^) x S^, où on a
identifié S^-1 à son image dans {(^ , r) G S2"^-1 [^ = 0}.

En considérant les différents plongements :

R" x RP ->- C x R"-1 x R^ -^ . . . -^ C"-1 x R x R^ ->• C" x R"

on voit qu'il suffit de démontrer le théorème pour ^2 == 1. Nous suppo-
serons donc n = 1.
B) Désignons par (<S^ ) .̂ l'espace des germes en (0 ,T^ ) G C x R^ x S^""1

des microfonctions partiellement holomorphes.
Il résulte de [S.K.K., ch. 1, prop. 1.2.3. et ch. 3, prop. 2.2.5.] que

fô^n , ^ lim H^ , . (V,©)h (ofro) y-f (CxR^zr)nv '

où V parcourt un système fondamental de voisinages de 0 dans C^4'1,
et F parcourt l'ensemble des cônes convexes fermés de R^ dont le
polaire dans S^1 est un voisinage de r .

Rappelons d'autre part [S.K.K., ch. 1, démonstration du th. 1.3.2.]
que en désignant encore par 0 l'origine de R x R^, et 'par r un point
de S^ :

eo.ro) = Imi H^ (V,©)
Té (R +^G)nv
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où V parcourt un système fondamental de voisinages de 0 dans CP^1,
et G l'ensemble des cônes fermés convexes de Rp+l dont le polaire est
un voisinage de r dans Sp.

C) Désignons par_Ô la droite R x(0}de R x Rp, S^ et 6- les demi-
droites fermées R^ x { 0 } e t R_ x { 0 } d e §. Si G est un cône con-
vexe fermé de RP^-I dont le polaire G° est un voisinage de r dans
S? où r^ G { 0 x S^-1}, G 4- § est de la forme R x F, avec r° voîsinage
der^ dans S?-1 et

G 4- § = (G + § + ) U ( G + Ô - )
G == (G + Ô^OCG 4- §- )
r = (G + Ô ) H ( { O } X RP)

Considérons la suite exacte de cohomologie à support :

•••——^p+i ( V , © ) x H - P . (V,(9)
RP• l+W+-ô~) RP+l+i(G+lï+)

——>îv)^ (V-©)—— > H^1 (V,^)——.. . .
RP+l+i(G^ïi) ^.V RP^+iG

et désignons par pç l'application obtenue par passage à la limite
inductive en V.

Si G 4- 8^ ne contient aucune droite on a [13, ou S.K.K., ch. 1,
démonstration du th. 1.3.2.] :

-^ "^-(G^) ( v '0)=o
V D O +î(G+ô )

et de même avec G 4- ô~.

Il en résulte que si G° est un voisinage de r^ dans S^ l'application
PQ est injective. Comme

^•(o^ ^^^^(R^r) ( V , < 9 )

l'application p :

lim HP (V, C) ——> lim RP^ (V ©)
75^ C.(R^/D ^ ^ R^^.G v ? '

est injective.

D) II faut maintenant vérifier que les applications p et p ' coïncident.
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Pour cela nous prendrons pour R x F une intersection de p
demi-espaces fermés H. de la forme R x H', et pour G l'intersection de
R x F et de deux demi-espaces fermés K et K , de telle sorte que

G 4- Ô4- = (R x F) H K^ , G 4- ô - = (R x F) H K^

Les cônes F et G ainsi construits forment une base des cônes dont le
polaire est un voisinage de r (dans S^1 pour F, dans Sp pour G).

Pour simplifier l'écriture nous prendrons V = C^4'1,
Désignons par H. les demi-espaces ouverts de Cp+l de complé-

mentaires RP^1 4- ;H., et par K^ et K^ les demi-espaces ouverts de
complémentaires respectifs R^ 4- ;(G 4- ô - ^ ) et RP^1 4- /(G 4-S")

Les H.(/ = 1, . . . ,p) forment un recouvrement acyclique du
complémentaire de R^4'1 4- i(R x F) pour le faisceau ©. On en déduit
une application surjective :

o( n H.)—> w (C^1 ,(9)
\-=1 / / CxCR^+ïT)

On a de même des applications

^((.Ô ^j)^)——' HP^! . (C^^L^O,!)

Désignons par G' l'intérieur du cône — G et par F' l'intérieur de
-F.

P ^
H H. = T(R x F )

7=1 7

( 0 H/) UK^ = T(G' 4- §-)

( H H.) n K = T(G' 4- ô+)
\y= l / / 1

Comme l'application

®(T(G'4- §-)) x ®(T(G' 4- ô+ )—>Q(^G f )

(f,g)—^f+ g
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est surjective, on en déduit une application

CÇTG') ->• H^. (C^ ,0)
,P+l,R'

Désignons parffî le faisceau sur C x R^ des hyperfonctions par-
tiellement holomorphes, par p l'application de restriction au réel de
telles hyperfonctions, et considérons le diagramme :

©(T(RxD) -^ 0 (TG')

^
(2)

H^pCC^1, ©)———^(CXRP)——^(@(R^1)

(3) (4)

H^
Cx(RP+^T)

(CP+I,©)—|^
\o,To)

-^e (O,TO)

Rappelons que b' désigne la valeur au bord partielle en t.
Les diagrammes (1) et (2) sont commutatifs (cf. par ex. [12]).

Le diagramme (4) est commutatif d'après [S.K.K., ch. 1, th. 2.2.6.] et
il résulte de la démonstration du théorème 2.2.5. de [S.K.K., ch. 3]
que le diagramme (3) est commutatif.

Soit alors u G (5 . ) . . .On lui associe u G iy (V, ©)pour
" VO 'T) Cx(RP+i^)

voisinage V de 0 dans C^ 1 et un cône F convenable. Soit

/G6)(T(R x D)

(en prenant V = Cp+l pour simplifier), dont l'image est û.

Pour envoyer u dans (° ^ il suffit donc d'envoyer / dans
CÇTG') et de "redescendre" en ̂  ^ y

Considérons le nouveau diagramme :
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®(TG') <——— ®(T(G' + ô - ) x ®(T(G' + ô + ))

(^(R^1) <————HP-"1 (C^1 ,©)
yP+l

e^ <———H^,, (C- , ©)

ce diagramme est commutatif, et au lieu d'envoyer / dans 6 (TG') on
peut envoyer / dans ®(TG' - ô- ) x (5)(T(G' + ô - )), par exemple
par/-^ (/, 0), et redescendre en H^1 (C^"^1 , 0) : mais il s'agit

vP -i-j r^
alors de l'application

IP (C^1,®)—^^ (C^ 1 ,®)
exCR^+yr) R P 1 1 +/G

ce qui achève la démonstration.
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