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Existence et prolongement 
des solutions holomorphes 

des equations aux darivaes partielles 

Jean-Michel Bony (Paris) et Pierre Schapira (Paris) 

Etant donne une famille finie (P3 d'oparateurs differentiels fi co- 
efficients holomorphes dans ~", nous posons les deux questions suivantes. 
D'une part, le probleme du prolongement fi travers la frontiere: s i f e s t  
holomorphe dans un ouvert (2 et si les P~f se prolongent au voisinage 
d'un point frontiare zo, la frontiere f se prolonge-t-elle au voisinage 
de zo. D'autre part, dans lecas d'un seul operateur P, le probleme de 
l'existence au bord: si ,~ est holomorphe au voisinage de z 0 dens ~, 
existe-t-il/'~ holomorphe au voisinage de z o dans ~2, solution de P f = g .  

Nous donnons au paragraphe 4 une reponse positive ~ ces questions 
lorsque le bord de l'ouvert est non caracteristique, les rasultats 6tant 
valables pour des ouverts convexes, ou de classe C I, ou plus gan&ale- 
ment pour une classe d'ouverts, invariante par Cl-diffeomorphismes, 
satisfaisant ;l une ,condi t ion de cane~. 

Ces theoremes nous permettent de r&oudre un probleme post par 
B. Malgrange. Si (2 est un ouvert relativement compact ~ fronti&e 
partout non-caracteristique, verifiant HI (Q, (c) = 0, l 'operateur P con- 
sider6 comme application de C'(Q) (espace des fonctions holomorphes 
dans (2) dans lui-mame est d'indice fini. 

Nous montrons enfin comment les theoremes d'existence et de 
prolongement permettent de retrouver naturellement le thaoreme 
fondamental de M. Sato: dans le fibre cotangent de lR", le support 
singulier d'un hyperfonction solution de P u = v  est contenu dans la 
reunion du support singulier de v e t  de l'ensemble des (x, t/) varifiant 
p(x, ~?)=0. 

Dens un prochain article (voir [-1] et [2]), nous appliquerons les 
resultats precedents a la resolution d'aquations hyperboliques fion 
strictes dans le cadre des fonctions analytiques et des hyperfonctions. 

1. Notat ions  

Nous identifierons C", muni du produit hermitien (z ,F,)=Xzi~_ i "a 
l'espace euclidien IR 2" muni du produit scalaire Re (z, {). Saul mention 
explicite du contraire, le mot hyperplan signifiera hyperplan reel de IR 2". 
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Nous  noterons  S 2"-1 la sph6re unit& Nous  dirons qu 'une  part ie I 
de S 2"-  ~ est convexe (resp. propre)  si le c6ne engendr6 par  I est convexe 
(resp. ne contient  aucune droite). Le polaire de 1 est le c6ne convexe 
d6fini par  R e ( z , ~ ) < 0  pour  ~ appa r t enan t  /t I. Lorsque I , I ' , . . .  d6- 
signeront des parties convexes propres  de S 2"-x, nous n o t e r o n s / ' ,  F', ... 
l ' int6rieur de leurs polaires respectifs. / c~ 

Nous  consid6rerons des op6rateurs diff6rentiels P ~ z , ~ z )  de la 
forme suivante:  

avec ~ - z  = cz~; . . . . . .  dz. o/l les coefficients a~(z) sont ho lomorphes  

dans un ouvert  U de ~2 ~. Nous  d6signerons par  

p(z, ~)= ~ a~(z). C ~ 
I~l-m 

le symbole  principal  de l 'op6rateur  P. 

Un hyperp lan  d '6quat ion Re ( Z - Z o ,  ~ ) = 0  est caract6rist ique en z o 
si p(zo, ( ) = 0 .  De m6me nous dirons que cet hyperplan est caract6rist ique 
en z o relat ivement  "~ une famille (P3 d 'op6ra teurs  de ce type si on a 
P/(z o, ~ )=0  quel que soit i. Nous  dirons 6galement que le vecteur 
est caract6rist ique en %. 

D6finition 1.1. Si (2 est un ouvert  de U, nous noterons.  Car (~)  
l 'adh6rence de l 'ensemble des directions qui sont caract6rist iques 
(relat ivement  au syst6me (P3) en au moins  un point  de Q. 

Un  vecteur non nul ~ appar t ien t  a Car((2) s'il existe une suite (z,, ~,) 
avec z.~(2; ~. -~ (;  pi(z,,  ~,~) =0.  

2. Th6or~mes de prolongement 

Le r6sultat suivant est un cas part iculier  d 'un th6or~me de Zerner  
[13-] sur lequel nous reviendrons au pa rag raphe  4. 

L e m m e  2.1. Soit (2 un ouvert convexe dont la frontiOre est de classe C ~. 
Supposons que le normale ~ fi 9(2 en un de ses points z o soit non caract~- 
ristique pour l'op~rateur P. Alors, si f est holomorphe dans (2 et si p [ s e  
prolonge en fonction holomorphe au voisinage de Zo, la f imction f se 
prolonge holomorphiquement au voisinage de z o. 

On peut  se ramener ,  grace au th6or6me de Cauchy-Kowalewsk i  au 
cas off P f = O .  Nous  prendrons  d 'au t re  par t  le vecteur ~ unitaire et 
dirig6 vers l 'ext6rieur de (2. 

Soit a lors /4~ l 'hyperplan complexe  d '6quat ion ( z - z  o, ~ ) = - ~ : .  La 
fronti6re 6tant de classe C ~, la plus grande boule de /t~ centr6e en 
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Zo-C(,  et contenue dans f2~/~ :  a un rayon a qui est infiniment grand 
par rappor t  ~ c lorsque c tend vers 0. 

D'apr6s le th6or4me de Cauchy-Kowalewski  pr6cis6 [7], il existe 
un nombre  ~5>0, ind6pendant de a et de c, tel que tout germe de solution 
ho lomorphe  de p f = 0  au voisinage de B'~ se prolonge en fonction holo- 
morphe  dans la boule (de IIY) Ba, de m~me centre et de rayon ~ a. Cette 
boule cont iendra z 0 pour  c assez petit et J" se prolonge holomorphique-  
ment dans f2 u Ba,. 

Th6or(~me 2.1. Soit (Pi) une jitmille d'opOrateurs diff&emiels dans U 
et soient ~o et f2 deux concexes de U, off ~,3 est localement compact, Q est 
ouvert et (,)~ Q. Supposons que tout hyperplan de normale appartenant (i 
Car(f2) qui coupe f2 coupe Ogalement (,). Alors, si f e s t  holomorphe au 
voisinage de (,9, et si Pi f se profonge holomorphiquement dans Q-, ta fonc- 
tion f se prolonge holomorphiquement dans Q. 

Nous  reprenons ici un argument  gdomOtrique dfi il H6rmander  
([4] thdorhme 5.3.3). Soit z 0 appartenant  i~ (~). Pour tout point z~ de ~, 
nous allons trouver un prolongement  d e f d a n s  un voisinage du segment 
joignant  Zo a z I. 

Soit ~1>0 tel que la boule fermde B(z~,~l) de centre z~ et de rayon q 
soit contenue darts Q. L'ensemble Car(Q) 6tant ferm6, il existe un 
compact  K de (,) tel que tout hyperplan de normale appar tenant  "h 
Car(~2) qui coupe B(z~, i 1) coupe K. On peut 6videmment supposer que 
K est convexe et contient zo. 

Soit 0 <  c < i 1 tel q u e J  soit ho lomorphe  dans l 'ouvert Ka~ (ensemble 
des points dont  la distance il K est infdrieure a 2c). Pour 0< t_<  1, 
posons z , = z o + t ( z  ~ - z  o) et soit M, l 'envetoppe convexe de K,. et de 
la boule ouverte B(z, ,  ct. 

La frontiere de M, est de classe C ~ (c'est l 'ensemble des points dont  
la distance a un ensemble convexe est constante), et en un point frontiere 
de M, n ' apparenant  pas i~ K~, la normale n 'appart ient  pas i~ Car(Q). 
Soit t o le plus grand t tel que f se prolonge holomorphiquement  a M,, 
il resulte du lemme 2.1 que l'on ne peut avoir t o < 1. 

Pour tout z~ appar tenant  a Q, nous avons doric obtenu un prolonge- 
merit de f darts un ouvert 6toi16 en zo contenant  z~, ce qui d~finit un 
prolongement  de [ ~  Q tout entier. 

Remarque. Dans le cas d 'un operateur  i~ coefficients constants,  ce 
thdor6me a 6t6 demontrd par Kiselman par une methode entierement 
diffdrente [6~. 

Le rdsultat prdcddent permet de donner  une forme plus precise du 
th6or6me de Cauchy-Kowalewski .  Signalons que ce corollaire a 6t6 
retrouv6 par C. Wagschal  qui utilise la m6thode des s6ries majorantes.  
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Corollaire. Soit P z, dz un opkrateur di[]~rentiel d'ordre m dans U. 

Supposons que l'hvpersu~?I~tce {z ,=0}  soit non caractr dans U. II 
existe alors un svstOme fondamental de voisinages V de {z,,=0} m U tels 
que si g est holomorphe dans V e t  si (h) est un m-uple de Jbnctions holo- 
morphes sur {z ,=0}  c~ U, il existe une et une seule.[bnction f holomorphe 
dans V, telle que P f = g  et que m premi&es traces de f soient Ogales 
g~ (h). 

Soit W un voisinage de {z ,=0}c~U.  Soit c,~ un ouvert  convexe 
rela t ivement  compac t  de { z , = 0 } ~ U .  Il est facile de construire  un 
ouvert  convexe (2 contenu dans W, contenant  +,;, et tel que les hypoth6ses 
du th6or6me 2.1 soient satisfaites pour  le couple (~;, Q). 11 en r6sulte 
que la solution f fournie par  le th6or6me de Cauchy-Kowalewsk i  sera 
h o l o m o r p h e  dans O s'il en est ainsi de g. La r6union des Q cor respondan t  
fi un recouvrement  ~';i de {z ,=0} m U fournit Fouvert cherch6. 

3. Cas  d'un c6ne convexe  

Dans ce paragraphe ,  F ddsignera un c6ne ouvert  convexe non vide 
dont  le sommet  appar t ient  fi U. Nous  supposerons  que ce sommet  est 
l 'origine, et nous d6signerons par  1 I ' intersectJon de L',; 2"-~ avec le 
polaire de F. 

Si ~ appar t ien t  fi I, si l~ et 12 sont deux parties convexes ferm6es 
propres  de S 2n-l, Ofl 11 est un voisinage de I e t  12 un voisinage de 11 , 
et si F1 et F 2 ddsignent les intdrieurs de leurs polaires respectifs, les deux 
propridtds suivantes sont imm6diates:  

Pour  e,>0, l ' intersection K de F~ avec l 'hyperplan d '6quat ion 
R e , z ,  ~) = - c e s t  une base compac te  d e / ] .  

L ' intersection des demi-espaces  contenant  K et dont  la normale  
n ' appar t i en t  pas 'fi 12 est un voisinage de 0. 

L e m m e  3,1. Soit (Pi) une famille finie d'op~rateurs d!ff~rentiels dans U. 
Supposons que les directions de I soient non caractOristiques en O. Alors, 
s i f  est holomorphe dans F au voisinage de O, et si les Pi f  se prolongent 
holomorphiquement au voisinage de 0, la fonction f se prolonge holo- 
morphiquement au voisinage de O. 

Soit W un voisinage convexe de 0 dans lequel les P~f sont holo- 
morphes  et tel que Car (W)  ne rencontre  pas I. Choisissons I~ et 12 
c o m m e  ci-dessus, avec I z c ~ C a r ( W ) = 0 .  Choisissons enfin e tel que K 
soit contenu dans W. D'apr6s  le th60r6me2. l ,  si V e s t  un voisinage 
ouver t  convexe de 0 contenu dans l ' intersection des demi-espaces 
con tenan t  K et dont  la normale  n 'appar t ien t  pas 'a 12, la fonction f se 
pro longe  dans  V. 
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/ 
Lemme3.2. Soit P | z ,  ~ - }  un opOrateur d([J~rentiel dans U et 

', (;z / 
supposons que les directions de I soient non caract~ristiques en O. Pour 
tout voisinage V de O, il existe un voisinage V' de 0 tel que, si g est holo- 
morphe dans F ~  V, il existe une solution f de P f = g  holomorphe dans 
Fc~ V'. 

a) Nous allons d'abord ddmontrer le lemme dans le cas off il existe 
~o appartenant 'a I et :~>0 tels que: 

Pour tout vecteur ~ de I, on a I~-~ol <~. 
Tout vecteur ~ v6rifiant I~-~ol < ~- est non caract6ristique en 0. 
Soit alors W voisinage de 0 tel que Car(W)~I=~) .  Soit/4~ l'hyper- 

plan complexe d'6quation (z, ~o)= -e, en choisissant c assez petit pour 
que Fc~H~ soit contenu dans VnW.. Nous allons montrer que, pour 

appartenant fi Car(W), l'hyperplan d'6quation R e ( z , ~ ) = 0  coupe 
/4~ c~ F. En effet, dans l'hypoth6se contraire, les 6quations 

Re(z ,  (~) =0  
et 

Im(z ,  ~o)=  Re (z, i ~o) =0  

n'auraient pas de solutions non nulles dans F. I1 en r6sulterait l'existence 
de deux rdels 2 et I~ tels que. 2 ~ + i i ~ o  soit dans I. On aurait donc 

d'ofi 
2 ~ + i / t ~ o = ~ o + 0  avec 101~c~ 

1- i /~  0 
a v e c  

1 - i / ~  )~(1--il0 ~ = g o + - - - - - - f  0 
1 + l~ 2 1+ /~  

;,(1 --ill) 
ce qui contredit le fait que l+pZ ~ est caract6ristique. 

L'intersection de tous le s  demi-espaces contenant Yc~/t~ dont la 
normale appartient ~ Car(W) est donc un voisinage V' de 0. Le th6or6me 
de Cauchy-Kowalewski permet de r6soudre l'6quation P f = g  au 
voisinage de F c~/4~ et le th6or6me 2.1 permet de prolonger cette solution 
dans F n  V'. 

Pour d6montrer le r6sultat dans le cas g6n6ral, nous aurons besoin 
du lemme suivant: 

Lemme 3.3. Pour tout hombre ~> O, il existe un nombre fini de c6nes 
ouverts F,, avec F = c~F,, tels que le diamOtre de I v (intersection du polaire 
de F v at ,  e c  S 2n-l) soit inJOrieur & o~, et tels que pour toute fonction g holo- 
morphe dans rintersection de F et d'une boule centrOe en O, il existe des 
fonctions gp, holomorphes dans rintersection de F, et de cette mdme boule, 
avec g = Z g,  dans F. 
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Soit en effet z un vecteur unitaire de ~"  et posons 

I i = I n { ~ l R e ( , z , ~ ) > O  } et 12=Ic~{~lRe(z,~)<=O}. 

Soient F1 et F 2 l ' interieur de leurs polaires respectifs. L 'ouver t  F~ u F 2 
est egal /t l 'enveloppe convexe de F et de la droite reelle passant par z. 
L' intersection de FlUF2 et de la boule B donnee est donc un ouvert 
d ' ho lomorph ie  et d 'apres la solution du premier probleme de Cousin 
(voir par exemple [5]) it existe des fonctions g, et g2 respectivement 
ho lomorphes  dans F~ n B e t  F2 n B telles que g =  g~ + g2. L' i teration du 
procede condui t  au resultat voulu. 

b) Fin de la d~monstration du lemme 3.2: 

Dans le cas general ot~ I e s t  forme de directions non-caracteristiques,  
designons par  ~ la distance de I h l 'ensemble des directions caracte- 
ristiques. Soient (Fp) les c6nes fournis par le lemme 3.3. Nous  pouvons  
decomposer  g en somme de fonctions gp ho lomorphes  au voisinage 
de 0 dans Fp. D'apres  la premiere partie de la demonstrat ion,  nous 
pouvons  resoudre Pfr = gp et poser f =  Xft,. 

4. Th~or~mes d'existence et de prolongement 

Nous  allons generaliser les r6sultats du  paragraphe precedent i~ une 
classe d 'ouverts  invariante par Cl-diffeomorphisme, contenant  comme 
cas particuliers les ouverts convexes et les ouverts de classe C 1. 

Si F est un cSne ouvert  convexe de sommet  0 nous noterons  
l ' intersection de F et de la boule de rayon ~: centree en 0. 

D~finition4.1. Soit I une partie convexe fermee propre  de S 2"-1. 
Nous  dirons que l 'ouvert [2 verifie la condit ion de cSne C(z o, I) en un 
de ses points  frontiere Zo, si pour  tout  voisinage I '  de I, il existe un 
voisinage V de z o et e > 0  tels que, pour  tout z appar tenant  fi V nf2,  
on ait z + F~'c P, ot~ F' designe l ' interieur du polaire de 1'. 

Remarques. La propriete precedente est invariante par C*-diffeo - 
morphismes,  et s 'etend naturellement aux variates, 1 6tant alors une 
partie de la sphere cotangente en z o. 

Si f2 est un ouvert convexe, il verifie la condit ion C(zo,1) en 
designant par  ! l 'ensemble des normales exterieures "a ~ en z o. 

Si f2 a une frontiere de classe C ~ et est situe localement du mame 
c6te de ~f2, il verifie C(zo, {q}) off r/est la normale  exterieure fl ~f2 en Zo. 

Lemme 4.1. Si 12 vOrifie la condition de c6ne C(zo, I), il existe un 
systOme fondamental de voisinages V de z o tels que V n f2 soit connexe. 

Soit I '  voisinage ferm6 propre de 1, l ' interieur F'  de son polaire est 
donc  non vide. I1 est clair qu'il existe une constante C telle que: 

Izi-z2[~o~ implique (Z1 -}- IFC~) N (Z2 -~ ~'ta) =~= ~. 
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En d6signant par B(zo,~./2) la boule ouverte de centre z 0, et de 
rayon ~./2, on peut prendre comme ouvert V la rdunion de B(z  o, u./2) 
et des c6nes z+Fc" ~ o~ z parcourt  f2caB(zo,  ~/2). 

(2) Th~or~me 4.1. Soit Pii z, une famille f inie d'op~rateurs dif,/~ren- 

tiels dans U. Supposons que (2 v&ifie la condition C(zo,  I) en un point 
.fi*onti~re z o appartenant ?2 U, et que les directions de I soient non 
earact&istiques en z o. Alors, si f est holomorphe dans (2, et si les P i f  se 
prolongent holomorphiquement au voisinage de Zo, la fonction f se pro- 
longe holomorphiquement au voisinage de z o. 

Soil en effet F'  l 'intdrieur du polaire d 'un voisinage I '  suffisamment 
petit de I. D'apr6s le lemme 3.1, la restriction d e f ' a  z o + F  / se prolonge 
�9 a un voisinage V de z o. On peut supposer, grfice au lemme pr6c6dent, 
que f ~  V e s t  connexe. La fonction f et le pro longement  construit  
coincident dans un ouvert non vide de f2~  V e t  donc d~finissent une 
solution ho lomorphe  dans ~ w V. 

Th~or~me 4.2. Soit P z, ~ 'z  un op&ateur d![J~rentiel dans U. Suppo- 

sons que f2 vOr!fie la condition C(z  o, I) en un point fi'onti~re z o appar- 
tenant ~ U, et que les directions de I soient non caract~ristiques en z o. 
Pour tout voisinage V de z o, il existe un voisinage V' de z o tel que, si g 
est holomorphe dans Q c~ V, il existe une solution f de P f  = g  holomorphe 
dans (2 m V'. 

Soit W un voisinage de z o et I '  un voisinage de I tels que 
l ' c ~ C a r ( W ) = 0 .  Soit F'  l'int~rieur du polaire de I'. Le lemme3.2 
permet de r6soudre l '~quation P f =  g dans le c6ne z o + U,  au voisinage 
de z 0. Soit K une base de F'  contenue dans ce voisinage (ainsi que 
dans W). 

I1 est clair que si zt appart ient  h un voisinage 1/1 suffisamment petit 
de z 0, l 'int6rieur M(z~, K) de l 'enveloppe convexe de z~ et de K est 
contenu dans le c6ne z~ + F. D'apr~s le th6or~me 2.1 la so lu t ionfd6f in ie  
au voisinage de K se prolonge fi M(z~ ,K) .  La r6union de 1/1 et des 
ouverts M(z  I, K) off z I parcourt  V~ m ~ ddfinit l 'ouvert V' cherch& 

Corollaire. Soit (~ un ouvert de classe C 1 dont la frontiOre est non 

caract&istique en z o pour l'op~rateur P z, (~+z . Alors 

Si f est holomorphe dans ~ et si P f  se prolonge holomorphiquement 
au voisinage de z o, la,[bnction f se prolonge de mdme au voisinage de zo. 

Si g est holomorphe dans f~ au voisinage de z o, il existe une solution 

f de P f =  g, holomorphe au voisinage de z o dans Q. 
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La partie ((prolongement>~ de ce th6or6me est due fi Zerner [13]. On 
peut 6noncer un corollaire analogue pour un ouvert convexe dont tous 
les hyperplans d 'appui en Zo sont non caract6ristiques en ce point. 

5. Indice des op~rateurs diff~rentiels 

Nous supposerons dans ce paragraphe que U est une vari6t6 ana- 

lytique complexe d6nombrable "~ l'infini, et que P z , ~ -  z est un op6ra- 
teur d~fini sur U. 

Nous d6signerons par (9 le faisceau des germes de fonctions holo- 
morphes sur U. Si co est un ouvert, nous d6signerons par (9(o)) ou par 
H~ (9) l'espace des fonctions holomorphes dans co. De m6me, si K 
est compact,  nous noterons (9(K) ou H ~  (9) l'espace des germes de 
fonctions holomorphes au voisinage de K. 

Th~or~me 5.1. Soil (2 un ouvert relativement compact de U. Supposons 
qu'en chaque point z o de sa frontiOre, f2 vOr!fie une condition de c6ne 
C(z  o, I) oil les directions de I sont non caractOristiques pour P e n  Zo. 
Supposons d'autre part que H 1 (~, (9)= O. 

AIors l'opOrateur P, de (9(~2) dans (9(f2) est d'indice fini. 

Corollaire 5.1. Soit f2 un ouvert bornO convexe de ~", tel que tout 
hyperplan d'appui de f2 soit non caractOristique en ses points d'appui. 
Alors l'opOrateur P de (9(f2) dans (9((2) est d'indice fini. 

Corollaire 5.2. Soit (2 un ouvert born~ de 112", de classe C ~ et dont la 
frontiOre est non caract~ristique. Si de plus HI(~,  (9)=0, ropOrateur P 
est d'indice fini de (9 (f2) dans (9 (f2). 

DOmonstration du lh~orOme5.1. Considdrons le prdfaisceau ddfini 
par:  co-~ (9 (~2 c~ co). C'est 6videmment un faisceau que nous noterons (9 +. 
Nous d6signerons d'autre part  par (gp le faisceau des germes de solutions 
holomorphes  de l '6quation P f = O .  

II rdsulte du th6or6me de Cauchy-Kowalewski que la suite 

0 -* (gp --, (9 - ~  (9 - ,  0 

est exacte en chaque point de (?Q. 

D'autre part, les thdor6mes 4.1 et 4.2 expriment que la suite: 

0_ . (9e -*(9+  P >(9+-*0 

est aussi exacte en chaque point de 8t2. 

On en conclut que la suite 

0~(9+/ (9  P , (9+/(9-*0 

est exacte en tout point de U, le faisceau (9+/(9 6tant port6 par ~t2. 
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De la suite exacte 0 -~ C ~ 0 + --, (9+/(! --, 0, on ddduit la suite exacte: 

0 - ,  H ~ ((2, 6) ~ H ~ (fL ~' +) ~ H ~ (6, (9 +/(9) --~ H 1 (~, (9) = 0 
d'ofl 

H ~ (~,  e, +/(9) = (9 (Q)/(9 (6) .  

L'op6ra teur  P d6finit donc un i somorphisme de (9 (f2)/(9 (Q) sur lui-m~me. 
Rappe lons  que les espaces 6(Q) et (9(f2) sont respect ivement munis de 
topologies  naturelles du type Frechet-Schwartz  et dual de Frechet-  
Schwartz. Sur l 'espace (9p(Q)=6~e(6), ces deux topologies  coincident 
d 'apr6s le th6or6me du graphe ferm6, et cet espace est donc de dimension 
finie. 

Consid6rons  d 'aut re  par t  l 'application de (9 (Q) x (9 (~)) dans (9(~) 
ddfinie par  (,s g) -~  P f +  g. Elle est surjective. L 'espace (9(6) 6tant limite 
inductive ddnombrab le  des espaces de Frechet  (9(~2') pour  f2' voisinage 
de Q, il existe un de ces voisinages f2' tel que la restriction de l 'applica- 
tion fi (9(~2)x6,(~2') soit surjective [3]. Soit maintenant  l 'applicat ion 
de (9 (f2) x ~ ((2') dans 6) (f2) ddfinie par  (.~ g) ~ - g. C'est une appl icat ion 
compac te  et un th6or6me classique de Schwartz [12] assure que la 
somme  des deux appl icat ions prdcddentes a une image ferm6e de 
codimension finie, ce qui ach6ve la ddmonstra t ion.  

Remarque. On a en fait ddmontr6 que P, considdr6 c o m m e  opdrateur  
de (9(f2) dans lui-m6me ou considdr6 c o m m e  opdrateur  de (9(f2) dans 
lui-m6me, avait  m6mes noyaux et conoyaux,  et que ces espaces 6taient 
de d imension finie. 

~'~2 ' 
Exemple. Dans  ~ 2  l 'opdrateur  z~ ?z~ +z2 verlfie les hypoth6ses 

du thdor6me en prenant  pour  (2 une boule centr6e/a l 'origine. 

6. Application au support singulier des hyperfonctions 
Nous  altons dans ce pa rag raphe  donner  une d6monst ra t ion  616- 

mentai re  d 'un th6or6me fondamenta l  de Sato. 
Nous  renvoyons  fi [9] et [1 1] pour  la d6finition des hyperfonct ions  

et des valeurs au bord  des fonction holomorphes .  Si f est une fonction 
ho lomorphe  d6finie dans o~+iF au voisinage de ~o, ou ~o est un ouver t  
de Ill" et F u n  c6ne ouvert  convexe de IR", nous noterons  b(f) sa valeur 
au bord,  hyperfonct ion sur ~o. 

Nous  dirons avec Sato [10] que l 'hyperfonction u est analyt ique au 
point  (x, ~l) de m x S"- i  s'il existe des c6nes F~ ouverts  convexes de IR", 
dont les polaires I,  ne cont iennent  pas tI et des fonctions f~ ho lomorphes  
dans e)+iF~ au voisinage de x avec u=Xb(s Nous  ddsignerons par  
SE(u) (support  essentiel de u) l 'ensemble ferm6 de o~ x S "-~ compl6men-  
taire de l 'ensemble des (x, 17) off u est analytique. 
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Nous  noterons  B.~ l 'espace des germes d 'hyperfonct ions  au voisinage 
de x et Bx,, le sous-espace constitu6 des germes qui sont analyt iques au 
point  x, t/. Sans red6finir le faisceau C de Sato, rappelons  [10] que la 
fibre de ce faisceau au point  x, q est" 

Cc~, 7~ = B~/B~x, 7~" 

Th~or~me6.1 (Sato). Soit P x,e~mx un opdrateur difJ~rentiel d co- 

efficients analytiques dans un ouvert de IR". Alors P dOfinit un isomorphisme 
de C dans C au dessus des points (x, q) v&iJi'ant p (x, tl):4 = O. En particulier : 

S g ( u ) c X g ( P u ) w  {(x, q)l p(x, r / )=0}.  

a) Existence. Soit donc (x, II) tel que p(x, 17):t = 0, et v une hyperfonct ion 
dhfinie au voisinage de x. Nous  allons mont re r  que l'on peut rdsoudre 
P u = v modu lo  B~. 7" 

Soit lo un voisinage convexe propre  ferm6 de q et V un voisinage 
de x tels que l 'on ait p(x', ~i')=0 pour  x' dans V e t  ~7' dans Io. Si F 0 est 
l ' int6rieur du polaire de Io, l 'ouvert  V+iFo satisfait aux hypotheses  du 
thdorhme 4.2 au point  x. 

Soit (I~) une famille finie de parties convexes propres  fermhes de 
S " - I  ne r emont ran t  pas q et telles que Io et les I~ recouvrent  S "-~. On 
peut  alors t rouver  des fonctions go et g= ho lomorphes  dans  V + i F  o et 
V+iF~ telles que: 

v=b(go)+ ~ b(g~). 

D'apr6s  le th6or6me 4.2 on peut  t rouver  fo h o l o m o r p h e  au voisinage 

d e x d a n s V + i F o s o l u t i o n d e P ( z , ~ ) j o = g o . L ' h y p e r f o n c t i o n u = b ( j o )  

v6rifie bien P u = v (mod Bx, 7)- 

b) UnicitO. Soit u une hyperfonct ion ddfinie au voisinage de x telle 
que Pu appar t ienne  "a Bx, 7. Soient V un voisinage de x, I o, (I~) c o m m e  
ci-dessus tels que l 'on puisse ~crire 

Pu=2b(g~) 

off g~ est h o l o m o r p h e  dans V+  iF~ au voisinage de x. On a 6galement  

u=b(.fo)+ ~ b(f=) 
et on en d6duit 

b (Pfo)= ~ b (g~ -  Pf~). 

II rdsulte alors du " th6oreme  du Edge of the Wedge"  de Mar t ineau  
[8] qu'il existe des fonctions go,=, ho lomorphes  dans V+ iFo, ~ au voisinage 

de x telles que Pfo = ~ go, 
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off Fo.~ dds igne  l ' i n t d r i e u r  d u  p o l a i r e  d ' u n  v o i s i n a g e  a r b i t r a i r e m e n t  pe t i t  

de  Io c~ I=. 
D ' a p r e s  le t h d o r e m e  4.2 il exis te  des  f o n c t i o n s  f0,~ h o l o m o r p h e s  a u  

v o i s i n a g e  de x d a n s  V+iFo, ~, s o l u t i o n s  de  P f 0 . , = g 0 , = .  O n  a d o n c  

P ( / i , - ~ f o , = ) = O .  Cela  e n t r a i n e ,  grfice a u  t h d o r 6 m e  4.1 q u e  f 0 - ~  f o,= 

est  h o l o m o r p h e  a u  v o i s i n a g e  de  x. 

O n  a dor ic  f i n a l e m e n t :  

= b (L)  + (,[;, + b (,Io - Z .Io, 

et u appartient fl Bx,. ce qui ach6ve la d6monstration. 
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