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Introduction.

Dans sa « théorie des hyperfonctions » [17], M. SATO remarquait que les
hyperfonctions sur R pouvaient être obtenues comme « valeurs au bord »
de fonctions harmoniques dans le demi-plan supérieur.

Par ailleurs, étudiant le problème de Dirichlet, J.-L. LIONS et E. MA-
GENES [12] démontraient que si i2 est un ouvert borné de R" à frontière
analytique r, et P un opérateur proprement elliptique d'ordre a m à
coefficients analytiques au voisinage de Î2, on avait un quasi-isomorphisme
entre les m-uples de fonctionnelles analytiques de r et les solutions
analytiques dans ^ de l'équation Pu == o.

Nous nous proposons, dans ce travail, de généraliser le théorème de
Lions et Magenes au cas ou ^\jT est une variété analytique réelle à
bord. Ce sont alors, r n'étant plus nécessairement compacte, les hyper-
fonctions qui vont jouer le rôle des fonctionnelles analytiques.
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114 P. SCHAPIRA.

Nous démontrons que si î2 u r est connexe et non compacte, les m-uples
d'hyperf onctions de r peuvent toujours être obtenues comme « valeur
au bord » des solutions analytiques de l'équation Pu = o dans t2 (P étant
d'ordre 2 m), et que les fonctions de valeur au bord nulle se prolongent
à travers r (c'est alors une généralisation du théorème de Morrey-
Nirenberg [16]).

Pour cela, nous commencerons par démontrer des théorèmes d'existence
et de régularité dans le cas des fonctions de classe C°° ou des distributions,
puis, utilisant une méthode classique, nous démontrerons un « théorème
de dualité » analogue à un théorème de Grothendieck [7]. Nous « recol-
lerons » alors nos isomorphismes en utilisant des techniques de la théorie
des faisceaux.

Nous montrerons comment ces résultats permettent de retrouver ceux
de LIONS et MAGENES et permettent de démontrer la régularité (intérieure
et au bord) des solutions hyperfonctions des équations elliptiques.

1. Préliminaires.

Nous ne rappellerons pas les principales définitions utilisées dans
l'étude du problème de Dirichlet (opérateurs proprement elliptiques,
espaces H ' , etc.). Nous renvoyons le lecteur au livre de J.-L. LIONS et
E. MAGENES [11] pour cela. Les paragraphes 3 et 4 nécessitent une certaine
connaissance des techniques de ce livre, mais on pourra lire les énoncés
de ces paragraphes sans leurs démonstrations, sans rien perdre de la com-
préhension générale.

Nous utiliserons le langage des faisceaux, et nous renvoyons au livre
de R. GODEMENT [4] à ce sujet.

Cependant, nous avons évité le plus souvent l'utilisation de la cohomo-
logie.

Enfin, nous renvoyons au livre de A. GROTHENDIECK [6] pour ce qui
concerne les espaces vectoriels topologiques.

On supposera donnés :
(a) Une variété ̂ f analytique réelle dénombrable à l'infini de dimen-

sion n sans bord, et une sous-variété à bord Î2 de ^/, elle aussi de dimen-
sion n, fermée dans ^/.

On désignera par T le bord de Î2, et par Ù l'intérieur de Î2.
On supposera ^/ et r orientées et munies de mesures analytiques

positives du et do-,
(b) Un opérateur P proprement elliptique d'ordre 2 m à coefficients

analytiques dans i2'.
(c) 2 m opérateurs frontières sur r, (P/)J^i, (Py)7=i à coefficients

analytiques.
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On supposera (cf. la remarque 3 du § 11) :
— Py d'ordre my = j — i ;
— P) d'ordre m; = 2m —j;
— les opérateurs sont normaux.

On désignera par a, ê, Hfoc, ^/, B les faisceaux (d'espaces vectoriels
complexes) sur ^/, des germes de fonctions analytiques, de fonctions de
classe C00, de distributions localement dans JP(seR), de distributions,
d'hyperfonctions.

On désignera par à, ë, Hfoc, ^ ' , B, les faisceaux analogues sur la va-
riété r. Rappelons ([17], [15], [18]) que le faisceau B est caractérisé par
les propriétés :

i° Le faisceau B est flasque (i. e. : les opérations de restriction sont
surjectives);

2° Soit K un compact de ^/, et soit a(K) l'espace des fonctions ana-
lytiques au voisinage de K. L'espace a (K) peut être muni d'une topologie
« naturelle » du type (Q ^ -S. Son dual, 0.'(K), est l'espace des fonction-
nelles analytiques portable par K. Alors

TK^f,E)=al(K),

où T^(^, B) est l'espace des hyperf onctions sur Î2' à support dans K,
espace que nous noterons aussi B^^') [et de manière analogue pour
^k(^)].

Ces deux propriétés entraînent que, si &/ est un ouvert relativement
compact de i2', on a un isomorphisme

B^^a'^/a7^).

Rappelons aussi que ( ^ ' est un sous-faisceau de B.
Nous utiliserons les faisceaux ^o et Bo sur î2 définis ainsi : soit a/ un

ouvert de ̂ / avec co'n i2 == &). On pose

^O^)^^)^),

Bo(co)==Bo)(cO.

où ^(c^) [resp. B^ûi)7)] désigne l'espace des distributions (resp. des
hyperfonctions) sur co' à support dans co, espace qui ne dépend que de (o.

Nous utiliserons aussi les faisceaux ^Pr et Br sur r, définis par

^r(S))==^c(^),
Br(S))==.Bs(0,

où co' est un ouvert de ̂ / rencontrant r suivant 5.
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Si A est une partie de Î2', on pose

A = A n r .

Si <x) est un ouvert de Î2, on pose

co == i2n&).

Nous désignerons encore par a, et ê la restriction à ̂  des faisceaux a
été.

L'espace ê(^) == T(^, ê) est l'espace des fonctions sur i2, qui se pro-
longent en fonctions de classe 0°° au voisinage de ^ [et de même a(i2)
est l'espace des fonctions analytiques au voisinage de ̂  dans ^/],

L'espace ê(î2) a une topologie naturelle d'espace de Fréchet.
Nous désignerons par ê'(^') [resp. CD(^')} le sous-espace de dD'(i^)

[resp. de ê(î,2')] des distributions (resp. des fonctions) à support compact
dans ̂ f [et de même pour ^(T) et% (F)].

Nous désignerons par ^P(i2) le sous espace de ê(^) des fonctions à
support compact dans !̂. Ce n'est pas toujours un sous-espace de d?(i2').
Par contre, ê'(i^), dual de ê(^), est le sous-espace de ê'^') des distri-
butions à support dans ^2. On définit de même les espaces ê(ûo), a(co),
<0(c»)), <S(c»)) si co est un ouvert de ^2.

Enfin, nous utiliserons aux paragraphes 3 et 4 les espaces suivants,
où reR4-, K est un compact de ^2.

7:f^oc(^)={fe^(^)|cpfeJi^r(^),V9e^(^)L
HK(^) =Hi(^) =^(^/)n7fr(^/),

2:i^o:roc(^)={^e^o(^)l?"eJÏ-r(^/),V<p€^(^)},
^r (^) = ̂ y^') = ̂ (i2') n Tî-7' (^/).

Les espaces Hroc(^) et ffo:îoc(^) sont des espaces de Fréchet réflexifs, et
leurs duals sont respectivement

H^ ^ = \^J H^ (^) et H: (Q) = ̂ J Hi W.
Aciî ACÛ

Enfin on a

^7îfoe(^)=ê(^).
r€N

Rappelons que si JRy est un opérateur frontière sur r d'ordre r/ à coeffi-
cients C00, Rj opère pour r > r/ + 1/2 de iïToc(^) dans {[^'-^(T) et son
transposé de J9^îow/+l/â(^) dans ^o;ïoc(^).
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2. Valeurs au bord.

Désignons par y l'application « trace » qui à une fonction définie au
voisinage de T associe sa restriction à I\

Pour tout ouvert co de Î2, y définit une application linéaire continue de
ê(cù) dans ê(S) et, pour tout compact K de r, une application linéaire
continue de ac (K) dans <S (K).

Un opérateur frontière Rj est le composé y o R^ de y par un opérateur
différentiel Jîy défini au voisinage de r.

L'opérateur jR/ est normal si r est non caractéristique pour Jîy.
Son transposé, ^Jîy, opère donc pour tout compact K de r de(Ss(T)

dans ( ^ ' K ^ ' ) et de ËK(T) dans BK(^'\ et par suite se prolonge en un
opérateur linéaire de ̂ '(F) dans 0ï\ (^) et de Ë(T) dans J8o(î2).

Soit feê(^). On désignera par fo la distribution de cQ'o(^), définie par

cp->- / f^du, cpe^)(i2').
^Q

II est classique ([11], [20]) et facile de voir qu'il existe des opérateurs
frontières sur r, normaux à coefficients analytiques, Ç/ d'ordre my,
Çy d'ordre jny (j= i, ..., m) tels que l'on ait la formule ci-dessous, dite
« formule des sauts » :

m m

V^eê^), P(fo)==P(Oo+^^(P/D+^^(P^).
7=1 7=1

Les Ç/, Çy sont uniquement déterminés par P, Pj, P'^ (j==i, .... m).
On a aussi la formule « duale » :

m m

V/-€ê(I2), ^Pn.^PÇf^+^P^Q^D+^P^Q.f).
7=1 7=1

LEMME 2.1. — Soi/ u e Br (^'). AZors u s'ecnf de manière unique
m m

i^pp+^e/uy+2^/"/.
/•=1 /•=!

avec veBr (û'), u/, u'y e Ê(r) 0' = i, ..., m).
Démonstration. — Pour tout compact K de r, il résulte du théorème

de Cauchy-Kowalewski et du théorème du graphe fermé que l'application :
<a(X)-.a(Jî)xa(Jî)2'»,
f->('Pf, (Q,f, <?//)7=i)

est un isomorphisme vectoriel topologique.
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Par transposition, on en déduit que le morphisme de faisceaux sur T :

BrxB^-^Br,
/ m m \

(U, (U,, U;)^)-^( P^+2^-"7+2^"/ )

\ 7=1 7=1 /

induit pour tout compact K un isomorphisme entre les sections à support
dans K de ces faisceaux.

Comme les faisceaux Br et B sur r sont flasques, le lemme 2.1 résulte
du lemme suivant :

LEMME 2.2. — Soient F et G deux faisceaux flasques de groupes abéliens
sur un espace localement compact X. Soit v un morphisme de F dans G tel
que, pour tout compact K de X, v induise un isomorphisme

T^(X,F)^T^(X,G).

Alors v est un isomorphisme et, en particulier, induit un isomorphisme

T(X,F)->T(X,G).

La démonstration est évidente puisque si &) est un ouvert relativement
compact de X, on a un isomorphisme

rf&) F}-- ̂ (^^1. \W, F ) — — — — ? ,y ,̂

JL^toÇA, r )

et de même pour G.
Soit maintenant feaÇÙ) vérifiant l'équation Pf == o. Soit feBo(^)

un prolongement de /'(qui existe puisque le faisceau B est flasque)
Pf€Br(^).

D'après le lemme 2.1, on peut écrire de manière unique
77l m

Pf= Pu +^ ̂  u, + ̂  'Q', u',,
y=l /=1

et les hyperfonctions f—peJBo(^), u,, u'/çB(T), ne dépendent que de/"
et pas du prolongement choisi.

DÉFINITION. — On pose
f^f-v,

PI /•="/.
^/'-"/.
b(f)-(P/f)'^.
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On dira que fo est le prolongement canonique de f, et que b (f) est la valeur
au bord de f,

Remarquons que si y appartient à ê(i2) ces définitions coïncident avec
les précédentes.

Désignons par dp et^L°p (resp. €ltp et(^?p) les faisceaux sur i2 des germes
de solutions analytiques des équations P f=oe t des équation Pf= o,
Pff == o U == i» • • • .^) [resp. ̂ f = o et ̂ f = o, Q,f == o (j == i,..., m)].

L'application b définit une application linéaire

ap^lau^-^ô^
qui induit l'application

ap(^)/a°p(^)->Si(T)^,
f-^(P;f)^.

Posons maintenant

ap(ù, ̂ ) = {fçap{ù) | 3 /WoWjl^ = f}.

LIONS ET MAGENES [11] ont défini une application linéaire que nous
noterons b' qui envoie (^ip{Ù, c^') dans (h'fT)"1.

LEMME 2.3. — Soit ue<DrO"Q. Alors u s'écrit de manière unique :
m m,

u^Pu+^Q.u.+^Q1,^,
/=1 »=1

avec ye^r^')» Uj, u'^çSb^T) (j == i, ..., m).
Nous ne démontrerons pas ce lemme qui ne présente d'ailleurs pas

de difficultés (cf. [20], t. 1, p. 102).

THÉORÈME 2.1. — La restriction de b à CtpÇÙ, a)') coïncide avec l'appli-
cation b' de Lions et Magenes.

Démonstration. — Soit f e €ip ( Ù, d0/).
Posons V(f) ==(By/)JLi. Soit fo le prolongement canonique de /,

w m

Pf. =2^-^+2 ̂ ^-
/==! /=!

II résulte du lemme 2.3 que /'o appartient à ^o(^) e^ u/» "/ à ̂ '(r).
Soit (^7)7=1 e ̂  (ly, et soit 6 e ̂  (Î2) avec

ô/ô=o, e/e=?/ (j=i,...,m).
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Il est facile de construire un tel 6 Ï on se ramène au cas où i2 est un ouvert

deRî^B-nf^^oj^.toùe^yo^^y'j (cf. [H], t. 1, p. 129).

m m.

2;<^ ?/> =2<^"^ °> ̂ ^o. e>
7=1 7=1

(puisque Çy6 == o).
Or, d'après le théorème 6.5 de LIONS et MAGENES ([11], t. 1, p. 188),

on a aussi
m

Wo,ô>=^<5//;?/>,
7=1

donc By/'==izy =Pjf.

Remarque. — On pourrait définir, grâce au lemme 2.1, les valeurs
au bord sur r d'une solution hyperfonction de l'équation Pu = o sur Î2,
sous les seules hypothèses que P est à coefficients analytiques et que T est
non caractéristique.

3. Théorèmes de régularité.

LEMME 3.1. — Pour tout point xçT, il existe un voisinage compact K
de x dans ̂  tel que

VseN,
Vueffi?-^),

V u^Hl^W2-^) (j = i, ..., m).
l'hypothèse

m

^u +^ ̂ Py iij ç Hy^ (Î2)
7=1

entraîne
ueJZr-'4-1^), uyeffiF7"4-^4-372^.

Démonstration. — On peut supposer, en se plaçant dans une carte de î2,
que K est contenu dans une demi-boule de R".

Comme les opérateurs Py sont normaux d'ordre j—i, on peut supposer
(cf.[ll],i. l,p. 128) que

r=^n (^=o} ,
D l ô V"'1
pj^o[ôx.) •
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On peut alors trouver une variété co compacte de classe C00 à bord ̂
plongée dans R", telle que

Kcu,
au == r au voisinage de K,

P est proprement elliptique au voisinage de &).

Les opérateurs Pj se prolongent naturellement à au, et on sait (cf. [Il],
t. 1, p. 208) que l'application

f^(Pf,(P,f)T=i)
est, pour tout se N, un quasi-isomorphisme de Hm+s (&)) sur

m

H-^^u) x f] ̂ -^-^v2^),
7=1

dont le noyau et le conoyau ne dépendent pas de s. On en déduit que
l'application transposée

/ m \
(U, (U,)^)-^ ( ^PU +^P/U7 )

\ 7=1 /

est, pour tout entier seN, un quasi-isomorphisme de
m

H^^xf^H-^-^-^àu) sur H^-'(!{-),
7=1

dont le noyau et le conoyau ne dépendent pas de s.
Le lemme en résulte.

LEMME 3.2. — Soit uçH^(^) avec ^(uj^) = o.
Soit Uo son image canonique dans ^o(^)- Supposons qu'il existe

uye^r)^ avec
m

tpU^+^PjUj^O.

7=1

Alors u e a°p(Q,), Uj e à (F) et u/ == Çy u.

Démonstration. — Les applications Çy, qui opèrent de ê(i^) dans ê(T),
se prolongent en applications linéaires continues de H^(Q) dans
ffSc-^-^r).
Il résulte du théorème 2.1 que si u e fff?c(^) vérifie ^P(u [ ̂ ) = o, cette
définition de QjU coïncide avec celle du paragraphe 2 (en remplaçant P
par ^P, et Py par (?y).
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Le lemme résulte alors du théorème de Morrey-Nirenberg [16].

THÉORÈME 3.1.— Soit u e ̂ o W, "7 e <5'(r) (j = i, ..., m) vérifiant
m.

^U+^P.U^O,

7=1

Alors il existe fç a°p(Q) tel que fo = u, Q}f= u/.

Démonstration. — D'après le lemme 3.2, il suffit de démontrer que

Vcpe^(^), cpul^eJï771^).

On peut supposer que Ù est un ouvert de R71, que r est contenu dans
( Xn = o}, et que .̂(sr.
On peut aussi supposer qu'il existe un entier s^ o tel que

u ÙçH^Çù),

uye.fir-7714-^1/2-^).

Soit cpe^(^) à support K assez petit pour que l'on puisse appliquer
le lemme 3.1, et tel que

^(xf,Xn)=^(xr, o),
au voisinage de r.

cpU€7î^-^R71),

^u^H~Km+mi+l/ei~s(T)
et

^^U+^P^UJ ^Pcpu—c^Pu,
7=1

d'où

^Pcp U +^ ̂ P/cp U, € Hï-^ (R71).
7=1

II suffit alors d'appliquer un nombre fini de fois le lemme 3.1.

4. Théorèmes d'existence.

LEMME 4.1. — Soit K un compact de ^2. Soif K la réunion de K
et des composantes connexes relativement compactes de Î2—K. Alors K est
compact.
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La démonstration est la même que celle de B. MALGRANGE ([13], p. 333)
concernant les variétés sans bord.

LEMME 4.2. — Soit K un compact de Î2. L'application

f-> (Pf,(P, 07=0
induit, pour tout re N, un homomorphisme :

m

H^W-^HÏ^X JJ^-^-v24-^).
7=1

Démonstration. — D'après l'inégalité 4.3, de [11], (t. 1, p. 157), tout
point de i2 a un voisinage compact L, tel que

3C>o, V/^W^), [|/I|^(Q)

: C\ f| PfH^+Sll P^\\ffy-rlfî+r(^)+\\ /'Ik—-^) •
L 7=1 L J

En considérant une partition de l'unité au voisinage de K, on en déduit
que cette inégalité est encore vraie (avec une autre constante C) si f est
à support dans K, car

V r^ o, 3c>o , V /•€ Hi^"1-1 (^),
(I P^f—^Pf\\H^^ C\\ f\\ny^^

II P7•?/P-?-P7/>[1^———1/2+2W(^)^CII Î\\H^-W

Le lemme en résulte de manière classique (cf. par exemple [11], t. 1,
p. 171).

LEMME 4.3. — Soif K un compact de ^2. L'application
/ m \

(u, (u,)^)^ i ^u +^P;u; )
\ 7=1 /

m

induit un homomorphisme de H^(^)x rf^27714-771/-1-1/2^) dansH^"1^).
7=1

La démonstration est analogue à celle du lemme 4.2, compte tenu de
l'inégalité 4.40' de [11] (t. 1, p. i58). On utilise l'inégalité

3 C> o, Vuyeff^2771-^/4-1/2^),
[I ^ycp u,-^P, u, [|̂ ^ [| u, [|^—,-.^r)

K
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THÉORÈME 4.1. — Supposons que Q, n'ait pas de composantes connexes
compactes. Alors l'application

ê^^ê^x^r)^
f^(Pf,(P,f)^)

est surjectiue,

Démonstration. — II suffit de démontrer que l'application
771

J% W -> HW) X FI ̂ -w/-l/2 (T),
7=1

f->(Pf, (P,f)^)

est surjective.
Comme les espaces considérés sont des espaces de Fréchet réflexifs

des raisonnements classiques en la matière (cf. par exemple [13]) montrent
qu'il suffit de vérifier :

(a) VJKCÎ2, l'application
m

H^WXY^H^^^^-^HK^W,

7=1

/ m \
(U,(U^)-^^P^+^P,U,\

\ 7=1 /

est un homomorphisme.
(6) Pour tout compact K de îî, il existe un compact K' tel que

u e H! (i2), u, e ̂ 2^+^+1/2 (?)
T. ' iuçH^W \

^u+^P.u^HK2"1^) ==> (u^H^^^fT)}
7=1

(c) L'application du (a) est injective.
Or (a) n'est autre que le lemme 4.3.
(b) résulte du théorème 3.1 et du lemme 4.1 (on prend K ' == È. avec

les notations du lemme 4.1).
(c) résulte du théorème 3.1, sous l'hypothèse « î2 n'a pas de composante

connexes compactes ».

THÉORÈME 4.2. — On a la suite exacte de faisceaux sur Î2 :

0 -> €L°p -> ô ->• & X ^m -> 0,



HYPERFONCTIONS ET PROBLÈMES AUX LIMITES ELLIPTIQUES. 125

la deuxième flèche désignant U identité, et la troisième le morphisme

f^(Pf,(P,f)T=^

Démonstration. — Le théorème résulte du théorème de Morrey-
Nirenberg (loc. cit.) et du théorème 4.1, puisque tout point de i2 a un
voisinage qui est une variété sans composantes connexes compactes.

COROLLAIRE 1. — Si Î2 n'a pas de composantes connexes compactes, on a

H^^a^^o.
Démonstration. — On déduit (cf. [4]) du théorème 4.2 la suite exacte :

o-^a^^-^ê^-xê^x^^-^Jf1^, a^-^H1^, &)-> ...

et comme le faisceau ê sur ^ est mou, H1^, ê) = o.
Le corollaire résulte alors du théorème 4.1.

COROLLAIRE 2. — Supposons ^ sans composantes connexes compactes.
Soit ^ == [ ] ^ un recouvrement ouvert de Î2, et soit

i^l

f,yea;(^n^), i.jçl
vérifiant

/ ^ 7 = — — Î J ^

A 7 + //, k + fk,i = o sur Î2, n ̂  n Qk, V i, j, k.

Aors il existe fiça°p(^), avec /\,y = /',—//, V i, j .

Démonstration. — On peut démontrer le corollaire 2 en reprenant, par
exemple, la méthode de la démonstration du théorème 1.4.5 de [9].

THÉORÈME 4.3. — On a la suite exacte de faisceaux sur ^ :

o -> a°p-> (^'Q x S)^-^ C^'Q -> o,

la deuxième flèche désignant le morphisme

/^(fo,(e;n7=i)<
et la troisième flèche le morphisme

/ m \
(u, (u,)^)-> ( ^Pu +^P,u, ).

\ '=i ]

Démonstration. — Si ^2 est sans composantes connexes compactes,
on démontre comme pour le théorème 4.1 (en utilisant le lemme 4.2,
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au lieu du lemme 4.3) que, pour tout re N, l'application
/ /. x

(u,(u^)^l^Pu+^P,u^
\ 7=1 /

induit une application surjective de
m

TT—r /0\ v^ T 1 ~ U—2/7z4-w,4-l/2—r/Tp\ ci,,,. TJ—r—2/n/o\^io,ioc(^)X| J^-nioc / (1) Sur Ato,ioc (")•
/==1

Comme toute distribution est localement d'ordre fini, et comme tout
point de i2 a un visinage qui est une variété sans composantes connexes
compactes, la suite de faisceaux

^oX^-^^o-^O

est exacte.
Le théorème résulte alors du théorème 3.1.

THÉORÈME 4.4. — Supposons que ^ n'ait pas de composantes connexes
compactes. Alors la suite

o -> a°p (Î2) -> d^o (̂ ) X S)' (r)^-^ ̂ o (^) -> o
est exacte.

Démonstration. — On a ,d'après le théorème 4.3, la suite exacte

o^aop(^)^^(^)x^'(^)w->-^o(^)--^Hl(^,aop)-^...
et, d'après le corollaire 1 du théorème 4.2, l'hypothèse entraîne
?(^2, a?p) = o, car (^P, (Ç/)J^i) vérifie les mêmes hypothèses que
(P, (P;) ,̂).

On pourrait aussi démontrer le théorème 4.4, en utilisant le corollaire 2
à la place du corollaire 1.

5. Théorème de dualité.

Soit ûû un ouvert de îî. Il résulte du théorème de Morrey-Niremberg que
l'espace dl^(ûù) est fermé dans ê(ûû). Nous le munirons de la topologie
induite par cet espace. C'est alors un espace de Fréchet.

Si K est un compact de r, nous munirons l'espace dïp (K) de la topologie
induite par Ci (K). C'est un espace du type (Q^.

THÉORÈME 5.1. — On suppose i2 sans composantes connexes compactes,
Soir K un compact de T. L'espace ^ip(^) est fermé dans ôip(^—K), et
l'application b induit un isomorphisme vectoriel topologique :

a°p(^ — K)la°p(^) -> à1 (K)"1.
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Démonstration. — L'application b se factorise par les applications :
a°p(^ —KW^-^a^Ky-^à^K)-1,

où v est Fisomorphisme vectoriel topologique défini par

^(g) == «? )̂r=i, gç^w,
et où l'application À est définie par

/ m \
<^<y>=< ^o-^Çy (?;/),</),

\ /=! /

où /•€ ̂  (^ — K), g e a.0? (K).
Soit co un ouvert contenant K, et soit ^€<^&>((«)). Soit cpe^)(ci)),

cp = i au voisinage de K. Soit 9 = i—cp,

^-(enea^),
^/f—^yfoeâ'^).

Donc

<^f)^>==/P(QOo-^^(ep;n,<7\.
\ /=! /

L'application À est donc continue.
Soit ae^)(co), a = i au voisinage du support de 9,

<P(Qf)o, <7> =<P(ôf)o, a^> ̂ «ô^o, ̂ P(a^)> =</; CP(aff))o>,

<^(ô^f)^>==<U•(Q^f),^>=<9Py/,ey^>=</,<Pyœ/a^>.

Donc
/ m \<^(o. ?>=(/, m^o-S^œ^) )
x /==! /

/ m \-^f^P^g^+^P^Q'^g)}.
x /=1 /

Désignons par ̂  l'application de dttp(ûj) dans

______ô'(P.—K)_____
un

^ê' (^ — K) +^ ̂ ^(T — K)
7=1

r m idéfinie par p.(g)= classe de 'P^g^+^P^Q'^g) L où ae^(&)),
L 7=1 J
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a == i au voisinage de K (on vérifie immédiatement que le second membre
ne dépend que de g).

Il résulte du théorème du graphe fermé que l'isomorphisme vectoriel

a^(K)= lim^°p(co)
CODA:

est un isomorphisme vectoriel topologique.
L'application ^ définit donc une application continue (encore notée ^)

deO^(K) dans
______ê'^—K)_______

m

tp^^—î^+^Pj&'^—K)
/==!

Mais ce dernier espace n'est autre, d'après le théorème 4.1, que le dual
de l'espace aï(fl —K).

L'application
^ : a°p (K) -^ (a°p (i2 — K))'

est donc l'application transposée de l'application

À : a^—K^^^pÇK))'.

Désignons par s l'application canonique
(a^—K)y-^(a^)Y,

transposée de l'application
aH^-.a'p^—K).

On a évidemment s o ̂ . := o.

LEMME 5.1. — Le complexe
o^a^w^W^—iQY-^ça^y-^o

est une suite exacte d'espaces vectoriels.

Démonstration du lemme.
(a) L'application ^ est injective. Supposons que

m m

'P^^+^P^Q'^^^PV+ÏPÎV^
/==1 /==1

oùy€ê'(i2—K), Vfç.&'^—K).



HYPERFONCTIONS ET PROBLÈMES AUX LIMITES ELLIPTIQUES. 129

Diaprés le théorème 3.1, (a^o—y est analytique dans Î2, et ̂  n'ayant
pas de composantes connexes compactes, (a^)o—v est nulle. Donc g est
nulle au voisinage de K.

(b) Impt. = Kers. Soit uç.ô'(^—K) avec
m

u=fpu+^p^v^ où yeê'(^), p/eê'ÇT).

[ // m \ ~1On a identifié (a^)y à ê'(^) ( <Pê'(^) +^p^(r) ).
/ \ /=i / J

II résulte du théorème 3.1 que v et les Y] (j = i, ..., m) sont analytiques
dans un voisinage de K.

Si /" désigne la restriction de y à un tel voisinage, on aura

"-^(O+W+2^,-W+^l
/=i

où v' e ê7 (i2 — JC), y .̂ e ê'(r — K).
(c) L'application s est surjective. Soit ye ê'(^). D'après le théorème 4.4

il existe ue<^o(^), u/e^'(r)(j = i, . . . ,m)avec
/yi

f pu+^^7 "7= y.
7=1

Soit a e ̂ ) (î2), a = i au voisinage de K,
m

lP^U+^P,^U,)=U+W,
/=1

oùweê'(^-K).

Fm de Za démonstration du théorème. — Les espaces (dl^(^))' et
(a^(i2—K)) ' sont du type ^)^. L'application s étant surjective,
sera un homomorphisme, et par suite l'espace a^(i2) est fermé dans
a°p(^—K).

L'application
À : au^—K)ia^)^(a^(K)y

est alors l'application transposée de l'application ^ : Gi°p(K)->Kers,
et ^ est un isomorphisme vectoriel topologique, d'après le lemme 5.1
et le théorème du graphe fermé.

Il en est donc de même de l'application À.

Remarque. — La méthode de démonstration du théorème 5.1 est très
voisine de celle utilisée par A. MARTINEAU dans [15].
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On peut traduire le lemme 5.1 par « la suite

o^Hî {K, a;°p) ->H1. (i2 —x, a°p) ->Hî (^, a°p) -^ o
est exacte », et utiliser alors l'isomorphisme

(H°(^aî.)y^Hï{^a°p),
qui résulte des suites exactes du paragraphe 4.

6. Le faisceau des valeurs au bord.

Nous supposerons, dans ce paragraphe, Î2 sans composantes connexes
compactes. Rappelons que si co est un ouvert de î2, on a posé

5)==c»)nr, ûû==c»)nî2.

LEMME 6.1. — Soit ûûi et c»)2 deux ouverts de 12 avec cSi == c^a. On a un
isomorpAisme

ap((Li)/a^(coi) ~ âp(^)lau^).

Démonstration. — En remplaçant coi par (»)inco.2, on peut supposer
&)iCco2. L'application naturelle

ap(^)lau^) -> ap(cLi)/a^(coi)

est injective, et sera surjective d'après le corollaire 2 du théorème 4.2»
appliqué au recouvrement de coa par les ouverts coi et 0)2 :

V/'e^^in^),
f = f f + A ,

ff€a^(^), hça0?^)
et

a^(coino)2)=a^((Li),
a^(ûû2)=ap(co0.

DÉFINITION. — Soit &) un ouvert de ^. Nous poserons
jc(S))=ap(a))/a^(ûû)

[plus exactement, ^C(S^) sera la classe d'équivalence de Ctp(ûû)/aL^(&))]
Si co et &)' sont deux ouverts de î2 avec co'cc»), l'application de restriction

induit une application
<^(^)->-<^p(û0')

ôC(^)->^(^),

et il est clair que l'on défini ainsi un préfaisceau sur r que nous noterons X.
Si fe CX^((L), nous désignerons par p (f) son image dans <K(S)).
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THÉORÈME 6.1. — Le préfaisceau. <?C est un faisceau,

Démonstration. — Soit co == I J Ui un recouvrement ouvert de l'ouvert &>

de Î2. i€I

(a) Soit cpeJC(S) avec cp |^=o, V i e L II existe fça?(w), avec
?(/')=?> et on a

f|^e^(^),

donc /'€<^(c»)) et par suite p(f) = o.
(b) Soit, pour tout i € J,

9f€^C(c^), avec c^| c5,nû5y==(py|S)fnS)y.

Soit fiÇOip^i), avec p(/*,) ==cpf. Posons

A» 7 = fi — /y sur ^f ̂  ̂ 7 -
On a

^/^^(cOfnCOy).

La famille des (fi,/)i,/çi vérifie les condition du corollaire 2 du théo-
rème 4.2. Donc il existe /i/ea?>(c^), vérifiant

fi,j'=hi—hj.

Comme le préfaisceau Op est un faisceau, il existe fç€ip(u) avec
f\ ̂ t == fi—hi. Posons p (f) == cp. On a

cplû^p^lû^)
-P^-A,)
=?<•

THÉORÈME 6.2. — Le faisceau X est fiasque.

Démonstration. — Soit ou un ouvert de Î2. Il faut montrer que l'appli-
cation

ap(i2)/^(^)->dlp(d))/^((o)

est surjective.
C'est une conséquence du corollaire 2 du théorème 4.2, puisque

ûj s= î2nûû.

Remarque. — On aurait pu dans ce paragraphe utiliser le corollaire 1
du théorème 4.2 au lieu du corollaire 2, et les théorèmes de la cohomologie
(à support) des faisceaux.
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Il est immédiat que l'on a un isomorphisme

^(Z)^Hz(^,a°p).

7. Le théorème d'isomorphisme.

THÉORÈME 7.1. — On suppose t2 sans composantes connexes compactes.
L'application b

ap^/a^^-^By)^1

est un isomorphisme.
De plus, pour tout compact K de T, b induit un isomorphisme vectoriel

topologique
a°p (^ — K)la°p (12) -> a' (K)771.

Démonstration. — L'application b commute aux restrictions, et par suite
définit un morphisme de faisceaux sur r.

SC->Bm.

Soit K un compact de r. L'ensemble des sections à support dans K de JC
est isomorphe à (^°p(^—K)/aî,(^). Le théorème résulte donc du
lemme 2.2 et des théorèmes 5.1 et 6.2.

8. Le cas des variétés compactes.

Nous nous proposons de redémontrer le théorème de quasi-isomorphisme
de LIONS et MAGENES ([11], t. 3, chap. 8 et [12]).

Comme il s'agit d'un résultat déjà connu nous utiliserons, contrairement
aux paragraphes précédents, quelques théorèmes de la cohomologie des
faisceaux.

THÉORÈME 8.1. — Supposons i2 connexe et compacte (et T -^- 0). L'appli-
cation

b: Op^-^a^r)771

est un quasi-isomorphisme d'espaces de Fréchet.
Le noyau de b est l'espace (^(^2). Le conoyau de b est l'espace H1 (Î2, (X'p),

L'image de b est le polaire dans (^(r)^ de l'espace

N={(Qt,g)m=^â(^)^\gçaop^)}.

Démonstration. — Commençons par remarquer que, d'après ce que l'on
a vu au pragraphe 5, l'application b est continue.

Remarquons aussi que, si u est une application continue d'image de
codimension finie de E dans F, deux espaces de Fréchet (ou deux espaces
de type (Q^ï>), u est d'image fermée.
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Soit alors aei2. Posons

^ == i2 — { a }, Î2 a = Û — M •
On a

Hl{ù,ap)==o [l3],
H1^, ̂ °p) == o d'après le corollaire 1 du théorème 4.2).

On en déduit que la suite

o-^^(i2)-^ap(^)xexJ.(^a)--^^p(^a)-^Jîl(^,^)-->o
est exacte, si la troisième flèche désigne l'application :

(f,g)->f\à^—g\Ù^

(c'est une conséquence du théorème des recouvrements acycliques de
J. LERAY, appliqué au faisceau €i°p et au recouvrement de î2 par les
ouverts î2a etÙ).

Considérons alors le diagramme commutatif :

a,{ù)/a°p(^)—>ap(ù^/ap{ù^)

^\ b».)/
â'fT)"1

où i désigne l'application canonique et &a la restriction de & à î2a.
D'après le théorème 7.1, 6a est un isomorphisme. On en déduit que la

suite
o -> a°p(^) -> Op {ù) -> a' (T)"1 -> H1 (Î2, Op) -> o

est exacte.
[Nous n'expliciterons pas l'application de (^V (T)771 dans -ff1^, ̂ ).]
Considérons, d'autre part, la suite exacte (qui résulte du théorème 4.2):

o -> a°p(Q) -> ê(î2) ̂  ê(î2) x ê (r)^-^ H1 (^, a°p) -> o,

où Pe(f) = (P/; (P/̂ i).
Il est bien connu [(11], t. 1, p. 172) que Pe est un quasi-isomorphisme,

et que l'image de Pe est le polaire dans ê(^) x S (F)'» de l'image de a°p(Q)
dans &' (0.) x &' (r)771 par l'application

^(/•o,tô;/)^i).

Donc a°p(^) et H1^, â°p) sont des espaces de dimension finie, la dimen-
sion de H1^, 0° )̂ étant celle de a,°p(^).

Par suite, b est un quasi-isomorphisme d'espaces de Fréchet.
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Soit N° le polaire dans ^/(ly1 de l'espace N. On a

Im&cN0,

car, soit gç€i°p(^) et fç€ip{Ù) :
m

< b(f), œ;<r=i> = (^"-2 ̂ W/)> ff) == o.

Comme les deux sous-espaces ïmb et N° de a7 (F)771 sont fermés, et de
même codimension, ils sont égaux.

9. Théorèmes de régularité dans l'espace des hyperf onctions.

Nous reprenons, pour le théorème 9.1, une démonstration faite dans [10].
Ce théorème a été démontré par d'autres méthodes par divers auteurs ([l],
[8], [3], [18]).

THÉORÈME 9.1. — Soit Q un opérateur elliptique à coefficients analytiques
dans un ouvert w de R\ Soit uçB(<^), solution de l'équation Qu = o. Alors
u est analytique dans &).,

Démonstration. — Posons P==QQ. L'opérateur P est proprement
elliptique, d'ordre 2 m si m est l'ordre de Q. Soient ^ une boule fermée
contenue dans co, r le bord de Î2, et n la normale intérieur à r.

Posons

^/==ï°(—y î J= i,...,m,

/ ^ Mm-/
p/===ïo ^ ' J=i, . . . ,m\àn/

(y est l'opérateur de trace sur r). On est dans la situation du paragraphe 1.
Soit ûea'(^) un prolongement de u \ Ù. D'après le lemme 2.1,

m m

pïï=p^+^^+^e;.^,
/=! /=!

où yeûL'(r), ^, y;.eâ'(T) (les opérateurs Qj, Ç;. ont été définis au
paragraphe 2).

D'après le théorème 8.1, il existe fçâpÇÙ) avec b(f) = (y-)7=i.
En effet, si gçafp(^), on a

m m

2<^•(?;•i7>=<"-y,^-Pi7>-2<P/,G,•<?>=o.
/•=l /•=!
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Donc, en remplaçant u [ Ù par u \ Ù — f, on peut supposer que
m

Pu—^Q.v^o
7=1

pour un prolongement ûe ̂ (Q) bien choisi.
Le théorème résultera alors du théorème de régularité dans l'espace

des distributions et du lemme suivant :

LEMME 9.1. — Plaçons-nous dans les hypothèses du théorème 8.1. L'appli-
cation

a' (î2) x ̂ '(r)^ -> a1 (^),
/ m \

(U,(Uy)^0-^(Pu+2^^)
\ 7=1 /

a même noyau que sa restriction à ê' (Î2) x ê' (T)"1.

Démonstration. — II suffit de démontrer que les applications
Ta : a (^) -> a (Q) x à (r)771,
Te : ê (i2) -> ê (î2) x S (r)^,

f-^m(Qjf)r^
ont des images fermées, et que leurs conoyaux sont isomorphes.

D'après le théorème de Morrey-Nirenberg (loc. cit.), l'application

(a^xày^/îmTa-^^Wxê^^/ïmTe

est injective : comme le deuxième espace est de dimension finie, il en est
de même du premier.

Comme les espaces (X(^î) et â(T) sont du type dî) ^ ^, cela entraîne
que Ta est d'image fermée.

Enfin a(î2) est dense dans ê(^!), et à (T) est dense dans ê(T), donc
(a(^)x SifTy^/ïmTa est dense dans (ê^x^r^/Im^Pe.

Par suite, ces deux espaces sont égaux.
On aurait pu aussi démontrer ce fait en utilisant les deux suites exactes :

o — ei°p -> a -> a x 5^-^ o,
o-x^-xê -xêxê^ -^o

et le fait que JT^, ê) == o et fP(^, à) == o (d'après le théorème de
GRAUERT [5]).

THÉORÈME 9.2. — Plaçons-nous à nouveau dans la situation du para-
graphe 1.
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Soit ueBo(^), u^Ë(T) (j == i, ..., m), avec
m

-P"+2^/"/=o.
7=1

AZor5 uea^(^), y/eâ(r)(j = i, ..., m).

Démonstration. — Soit /'= u| ̂ . D'après le théorème 9.1, fçap(Ù).
L'hypothèse entraîne

&(/•)== o et u==fo.

Le théorème résulte alors du théorème 7.1.

10. Résolution flasque du faisceau cl^.

On se place dans la situation du paragraphe 1.

THÉORÈME 10.1. — La suite de faisceaux sur î2'

(ou la troisième flèche est l'application : u -> Pu) est exacte.
Démonstration. — D'après le théorème 9.1, la suite de faisceaux sur 12'

o-^ap->B->B
est exacte.

Il faut montrer que « localement », on peut résoudre l'équation

Pu == v.

On peut donc supposer Î2' connexe non compacte. Munissons l'espace cl (^/)
de la topologie

a^^ lim a(K)
fcO^

(K parcourt la famille des compacts de i2').
L'espace dl(î2') est alors un espace ultrabornologique, d'après un

théorème de A. MARTINEAU [14]. Cet espace peut être obtenu comme
limite inductive dénombrable et limite projective dénombrable d'espaces
de Banach.

On munira l'espace OLtp(^') de la topologie induite par <^(Î2').
Soit êtp(fl') le sous-espace de Fréchet de ê(^') des solutions de l'équa-

tion tPf=o.
II résulte du théorème du graphe fermé généralisé (cf. par exemple [22])

que l'isomorphisme vectoriel
aip(^) = ̂ p(^)

est un isomorphisme vectoriel topologique.
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De plus, l'application
(fi(^')-^a(^),

f^pf

étant surjective [13], est un homomorphisme, toujours d'après le théorème
du graphe fermé généralisé.

On a donc
(0^))'== a'^/Pa'^1),
(&p^t))r=sl(^')/p&l^l).

Soit alors co un ouvert relativement compact de î2', et soit uçB(u).
Il existe ïïea'(&)) qui prolonge u. D'après ce qui précède, on peut

trouver yea'^'), peê'(^7) vérifiant

Pu + p = u.
Soit TedD'^) vérifiant

PT == p.

Une telle distribution existe, d'après [13], et on a

P(u\w +r |co)=u.

COROLLAIRE 1. — Si ^f n'a pas de composantes connexes compactes^
la suite

o -> cXp(^) -> B(^) ->B(^) -> o
est exacte.

THÉORÈME 10.2. — On a la suite exacte de faisceaux sur ^ :

o -> a°p -^ Bo X Èm-> Bo-> o,

ou la deuxième flèche désigne le morphisme

M(fo),(-P;0 î),

et la troisième flèche le morphisme
/ m \

(U, (u^O^t PU +^ U-"7 )•
\ 7=1 /

Démonstration. — D'après le théorème 9.2, la suite

o->aop-^BoXÉm->Bo
est exacte.

Supposons, ce que l'on peut faire, î2 et Î2' sans composantes connexes
compactes.
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Soit ueBo(^) = BQ(^). Soit yeB(^') vérifiant

Py==u.

Un tel y existe d'après le corollaire 1 précédent.
Soit UoçBo(^) avec

Uo\^==U\^.

On a
Pvo—uçBr(^),

donc il existe, d'après le lemme 2.1, Uy, u}eB(r) (j == i, .... m), et
weBr(^) vérifiant

w m

P^o— U = Pw +^ ̂ , u, +^ ̂ ; U;.

7=1 7=1

D'après le théorème 7..1, il existe fçOpÇÙ) avec 5(f) == (u})^i, c'est
à-dire

w m

^o=]̂ e;u;.+]̂ e .̂
/•=1 7=1

Donc
m

P(Uo——W——f,) +^ U^7——"7) = ".
7=1

COROLLAIRE 1. — Supposons ^ sans composantes connexes compactes.
Alors la suite

o^a^)^Bo(^)xB(^)w-^Bo(^)--o
est exacte,

Remarquons que l'on a aussi la suite exacte de faisceaux sur Î2.

o ->- ei°p->- €L -> a x à771-)- o

[la troisième flèche désigne le morphisme f-^^Pf, (Ç/Oy^i)].
Si î2 n'a pas de composantes connexes compactes, pour tout compact K

de Î2, on a
Hi(K,aop)=o,

et les deux suites exactes

o-^a^ïQxà^^-^a^îQ-^HK^ ^°p)-^o,
o -> a°p(K) -> €i(K) -> a (K) x àÇK)"1-^ o
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permettent (cf. [21]) de redémontrer très simplement le théorème 5.1
grâce à l'isomorphisme

Hi(^ a°p) = a°p(^—K)/a°p(^).

Remarquons aussi que le théorème 10.2 donne une interprétation « coho-
mologique » de l'application « valeur au bord ».

En effet, on a les suites exactes :

o ->- a°p(^) -> âp {ù) -^ H'r (î2, aï) -> H1 (î2, a?) -> o
et

o -> Br W x B(r)771-. Br (^) -> Hr (^, a°p) -> o,

d'où, si Q. est sans composantes connexes compactes, des isomorphismes

^————.H^a-,)

'l
B(T)^--->- BÎW

PBrW+^QfîfÇT)
7=1

et le diagramme est commutatif.

11. Remarques.

i° L'étude des problèmes bilatéraux est plus simple que celle des
problèmes unilatéraux.

Si r est une hypersurface analytique d'une variété analytique réelle
sans bord, dénombrable à l'infini, sans composantes connexes compactes,
et si P est un opérateur elliptique d'ordre m sur î2, on a un isomorphisme

Op(^ — T)/0p(^) ̂  B(T).

Ce théorème est alors une généralisation de théorèmes de A. GROTHEN-
DIECK [7] et de G. BENGEL [1]. Il permet, en adaptant une méthode de [1]
de démontrer le théorème 9.1 [18].

a0 Indépendamment de nous, H. KOMATSU [10] a défini la valeur au
bord des solutions d'une équation aux dérivées partielles homogène, en
utilisant le théorème de Cauchy-Kowalewski et la théorie des faisceaux.

3° On pourrait, dans tout cet article, affaiblir l'hypothèse du para-
graphe 2 :

« Pf d'ordre j — i »
par
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« les opérateurs Pj (j == i, ..., m) sont normaux d'ordre my, avec
o^my< 2 m, my^/n/-, pourj^j ' et le système (P/)/^i recouvre P
(au sens de [11]) ».

La seule « difficulté » réside dans la démonstration du théorème 3.1
pour laquelle on peut alors utiliser les opérateurs pseudo-difîérentiels
(communication de G. GRUBB et aussi de L. BOUTET de MONVEL, cf. [2]).
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