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SOLUTIONS HYPERFONCTIONS DES ÉQUATIONS
AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE

PIERRE SCHAPIRA (').

Introduction. — C'est en 19.57 que Hans LEWY a donné le premier
exemple d'une équation aux dérivées partielles linéaire sans solution
dans l'espace des germes de distributions en un point.

Depuis, HÔRMANDER [3] a donné une condition nécessaire de « réso-
lubilité » des opérateurs différentiels, et enfin NIRENBERG et TRÊVES [6]
ont donné, dans le cas des opérateurs du premier ordre à coefficients
analytiques, une condition nécessaire et suffisante de résolubilité locale
dans l'espace des distributions.

Nous montrons dans cet article que la condition de Nirenberg et Trêves
est aussi une condition nécessaire et suffisante de résolubilité dans l'espace
des hyperfonctions de SATO [5], [1]. En ce qui concerne la condition
nécessaire, nous adaptons la méthode de HÔRMANDER au cas des hyper-
fonctions, la « difficulté » provenant du fait que l'espace des hyper-
fonctions sur un ouvert n'est pas séparé.

Pour démontrer que la condition de Nirenberg et Trêves est suffi-
sante, nous utilisons leur théorème, et aussi le fait qu'un opérateur diffé-
rentiel holomorphe du premier ordre non dégénéré sur 0 est localement,
et à un changement de coordonnées près, à coefficients constants.

André MARTINEAU nous a initié à la théorie des hyperfonctions et
nous a beaucoup stimulé dans ce travail, tant par ses conseils que par
l'intérêt qu'il y portait; nous l'en remercions sincèrement.

DÉFINITIONS ET NOTATIONS. — On se place dans l'espace R", ou éven-
tuellement dans son complexifié C^.

Nous désignerons respectivement par ctc, ê, d), d3 les faisceaux sur R"
des fonctions analytiques, des fonctions de classe C30, des distributions,
des hyperfonctions [5], [7]. Si ^ est un ouvert de R^, on notera donc
par B(i2) les hyperfonctions définies sur t2.

(*) Thèse Se. math., Paris, en instance de soutenance. Article principal.
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L'espace des fonctions de classe 0 à support compact sera noté
par (D. Si K est un compact réel, a'^ désignera l'espace de Fréchet des
fonctionnelles analytiques portables par K [4]. Si Ù est un ouvert de C",
H{Û) désignera l'espace de Fréchet des fonctions holomorphes sur f2.
Pour les autres notations, et en particulier celles concernant les opéra-
teurs différentiels, nous renvoyons au livre de L. HÔRMANDER [3]. Tous
les opérateurs différentiels considérés seront linéaires à coefficients
analytiques.

1. Quelques propriétés des espaces d'hyperfonctions.

Soient ^ un ouvert relativement compact de R", K = ïï, et P un
opérateur différentiel à coefficients analytiques à valeurs dans G définis
au voisinage de K.

PROPOSITION 1. — Soit F un espace de Fréchet contenu topologiquement
dans CÏA. — Soit F^ la restriction de F à B(t2). Supposons que

PB(i2)3F/t2.

Alors, pour tout couple d'ouverts complexes ^2i, iio, ù^ ~^K, Ù^^(K— î,2),
avec f2.2 c ̂ i, tels que les coefficients de P soient holomorphes dans Ù^ il existe
des compacts J'CiC^i, K^c^ et une semi-norme continue p sur F
tels que

\fuçF, V/-eJî(^),
<u,01^p(u)rsup ^Yi+supi/'n.

L AI A's J

Le produit <( ., . y étant le produit scalaire de définition de la dualité
entre d'^ et ôi(K), et 'P désignant le transposé de P pour cette dualité.

Démonstration. — On sait, par [5], que

B^^a'K/a'K-o..
Si u€<^fi:» "/^ n'est autre que la classe de u dans ^'KI^'K-^ De plus,
P opère sur les fonctionnelles analytiques en diminuant leur support,
donc opère dans B(^2) par

P (classe de u) == classe de (Pu) si u€ <^A.

Donc, si UÇ.O.K et u/i2ePB(^), c'est que u == Pv + p avec
v e cXA, p e <^A-Q.

Il est alors immédiat de constater que la forme bilinéaire surFxTîf^i}
(u,f)^<u,f>

est séparément continue quand F est muni de sa topologie d'espace de
Fréchet (plus fine que celle induite par <^) et Jf(^i) de la topologie
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métrisable limite projective de ^PJï^i) et Jî(f^), puisque si uç.F,
u = Pu + p,

<»,0=<^PO+<P,/>

Cette forme bilinéaire est donc continue d'après un théorème classique,
ce qui achève la démonstration.

Désignons par Bo l'espace des germes d'hyperfonctions à l'origine.

PROPOSITION 2. — Soient K un voisinage compact de l'origine dans R",
F un sous-espace de Fréchet de cx^ et Fo son image dans Bo.

Soit P un opérateur différentiel à coefficients analytiques au voisinage
de K.

Supposons que PBo^F^. Alors, il existe un ouvert ex) tel que oç.(^cK,
avec PB(ûû)3F/oj.

Démonstration. — Soit ^n un système fondamental de voisinages ouverts
de o contenus dans K, et soit

^-{o}=limel^_^.

On sait que

II en résulte que
B^n)^a'K/a'K-^.

B.^a'K^K-w.
Soit P l'opérateur défini comme suit :

P: ci^xa;,-{o}-^,
P(u, v) == Pu + y.

L'hypothèse implique que

P(a'KXtVK-w)^F.

Comme -F et < ^ A _ M » sont des espaces de Fréchet, cela implique, d'après
un théorème classique ([2], p. 16), qu'il existe un n tel que

donc que
P(a'Kxa'K-^F,

PB(ODF/Û),.

COROLLAIRE 1. — Supposons que P Bo == J3o. A/ors i7 existe un ouvert ûû 3 o
tel que P B(w) = B(co).

Soit K un voisinage compact de o. Appliquons la proposition précé-
dente avec F -= cl y,. Il existe ûû3o, tel que

PB^D^AO.



246 P. SCHAPIRA.

D'où
PB(w)=B(w),

puisque toute hyperfonction sur w est la restriction à w d'une fonction-
nelle analytique sur K.

Remarque 1. — On sait que si P est un opérateur différentiel linéaire
à coefficients constants, on a, pour tout ouvert t2 de R",

PB(i2)=B(^).

On en conclut que, pour tout ouvert borné, l'application

a(Ï2)-^a(^)xez(Ï2-^),
f^^Pf.n

est d'image fermée, et par suite que l'espace N/^ (cl (^2)) des solutions homo-
gènes de /? dans a{ïî) est fermé dans l'espace cl(^—1^).

Remarque 2. — Nous pouvons étendre aux hyperfonctions une remarque
de TRÊVES ([10], p. 67) :

Soient ^2 la couronne o < a <\x\< b < oo dans le plan, et P l'opé-
rateur

i / à à \
———— Xi —— — x-> -,— •x\ + x'i \ àx^_ ~ àxi )

En coordonnées polaires, P = ô / à ^ . Il est clair que, V x^çiï,

PB,, =£?,,,

mais on n'a pas PB^î) == B(^), car sinon on en conclurait que N/.cl(i2)
serait fermé dans N p a (^), donc que l'espace des fonctions analytiques
au voisinage de l'intervalle (a, b) de R serait fermé dans l'espace des
fonctions analytiques au voisinage de { a} u { b j , ce qui est évidemment
faux.

2. Condition nécessaire d'existence.

Dans ce paragraphe et les suivants, P désignera un opérateur du
premier ordre à coefficients analytiques au voisinage de l'origine
de R^(n > i), et dont la partie principale Pi ne s'annule pas à l'origine.
La démonstration de la proposition suivante est une adaptation au cas des
hyperfonctions d'une démonstration de HÔRMANDER ([3], théorème 6.1.4).

PROPOSITION 3. — Supposons qu'il existe une fonction w analytique
au voisinage de l'origine telle que

Pi(x, Grade*)) == o,
ïmw(x) = o si et seulement si x ==o .
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Alors, pour tout ouvert Î2 voisinage de rorigine et suffisamment petit,
il existe s > o tel que, si H^ désigne la restriction à 12 des fonctions holo-
morphes dans la bande \ïmz < s, on ait

PB(Q)ïH,.

Démonstration. — Soit ^2 un voisinage de o suffisamment petit pour que ^2
soit borné et que Imûû^3c, c > o, sur à^î (si Imûû^ o, on remplace co
par — en)), et pour qu'une solution a de ^Pa == 0, a (o) = o, où 0 est le terme
de degré o de ^P, soit analytique, de même que c»), et les coefficients
de P au voisinage de ^2.

Soit ^ == Gradût)(o). Le vecteur Ç appartient à R^ d'après l'hypo-
thèse sur les zéros de ïmw. Soit cp e (D (R") telle que cp(Ç)^o.

Soient £ > o tel que < Imz, z/> < c si | ïmz \ < £, et y point du support
de cp. Raisonnons par l'absurde.

Supposons que PB(^)~^H^ Soient Sîi et ^aC^i des voisinages
complexes de ^2, et ̂  tels que les coefficients de P, co, a soient holo-
morphes dans ^2i et que l'inégalité Imc»)^ 20 soit satisfaite sur ^2.

D'après la proposition 1, il existe des compacts KiC^i, K^c^,
K^c { | Im2 < s}, et une constante A tels que

( f fgdx ^ A s u p l ^ r s u p l ^ l + s u p I f H
(*) ^Q ^ L A'1 7l2 - j

( si ^eJîs et fçHÇÙ,),

car l'application de H^ dans B(t2) se factorise par

ïl.->^-> B (^2),

où la deuxième flèche est la restriction, et où i est défini par l'égalité

<i(g\f>= ffgdx.
^Q

Soient alors
f^e-^e1^,

g^(x)=Tn^(Tx).

On a ^P/^o,
sup| ̂ | ̂ BexpCT

et
sup 1 f-: \ ̂  C exp (— 2 cr).

Donc le deuxième membre de l'inégalité (^) tend vers zéro quand T
tend vers + °o.
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Par contre,

f_f.9.dx= f ̂ x)f,(x\dx,
17 Q ^TÛ V /

comme Imc^) = ̂ ) + 0(\x\^), où ^ est un polynôme homogène
de degré e^2, ceci tend (d'après le théorème de Lebesgue) vers

f ^(x)ei<T^>dx=^(i)^o.JR..^R.

L'hypothèse que PB(^)'j>H, est donc fausse.
C. Q. F. D.

COROLLAIRE 1. — Sous les hypothèses de la proposition 3, pour
tout 9e^)(R71), i7 existe fçêÇR71) tel que

cp*/^PBo.

Démonstration. — En effet, sinon on aurait

(^(R^cP-fîo.

Soient alors K un voisinage compact de o, et (cp*6(R^))^ l'image
de ^^(R^) dans a^ par

g ̂  (f t-> fgfdx\ où fça(K).
\ U K . /

D'après la proposition 2, il existerait un ouvert 0030 tel que

(cp*ê(R^|G)cPB(c^),

mais (cp*ê(R^|co= cp^ê(R71) [ co, et ceci contredit la proposition 3
car, d'après un théorème d'EHRENpREis [l], cX(R71) est contenu dans
^^(R^) pour tout 9 e (^©(R^) — j o j).

Remarque. — Nous avons démontré, dans [8], la proposition 3 pour
le cas de l'opérateur D^+ix^D^ en utilisant la représentation des
hyperfonctions comme « valeurs au bord » de fonctions holomorphes.

3. La condition de Nirenberg et Trêves.

Nous supposons toujours dans la suite que P est un opérateur du premier
ordre, non dégénéré à l'origine, ce qui entraîne qu'il en est de même
dans un voisinage t2 de l'origine. Soit ^ei2.
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DÉFINITION. — Nous dirons que P a la propriété (R(Xo)) si, pour toute
fonction caractéristique w [i. e. : solution de Pi(x, Gradco) = o] de P,
analytique au voisinage de Xo, x.o n'est pas isolé dans Y ensemble

[x\ ïmw(x) = ïmw(xo)}.

Nous dirons que P a la propriété (R) si P a la propriété (R(x)) pour
tous les x d'un voisinage de o.

Il résulte de la proposition 3 et du corollaire 1 de la proposition 2
que, si PBo = Bo, P a la propriété (R).

L'objet de ce paragraphe est de comparer la condition (R) avec une
condition nécessaire et suffisante donnée par NIRENBERG et TRÊVES [6], [9]
pour que P ait la propriété suivante que nous noterons (R') :

I I existe un voisinage Î2 de o avec P ̂ '(^^L2^).

Rappelons leurs résultats :
(a) II existe un changement analytique (réel) de coordonnées dans R"

qui donne à Pi la forme
n

D^+i^a.D^

où les âj sont des fonctions analytiques à valeurs réelles.
(&) Écrivons A(x) = (a.,(x), . .., On(x)).
Soit

c, =[?,?*] (P*=(P)

Ck==[P, Ck-i]

et soit Ck la partie principale (qui est du premier ordre) de Ck.
S'il existe un entier k tel que Q ne soit pas combinaison linéaire,

au point x, de Pi et P\, nous désignerons par k(x) le plus petit entier
satisfaisant à cette condition. Dans le cas contraire, nous posons
k(x) == + oo.

Un calcul (fait dans [6] et dans [9]) montre que :
i° si A(x)=o, mais A^o,k(x) est le premier nombre p tel^(-^y^^0'
2° si A(x) -^ o, k(x) == i ou + oo,
3° si A =E o, k(x) = + oo.

La condition nécessaire et suffisante, explicitée par NIRENBERG et
TRÊVES, peut alors s'énoncer :

(NT) : I I existe un voisinage de zéro dans lequel k(x) est pair ou infini.
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D'autre part, HÔRMANDER [3] a donné la condition suivante, néces-
saire pour que (R') ait lieu :

(H) : II existe un voisinage de zéro dans lequel la condition Ci (x, i) = o
est entraînée par Pi (x, E) = o.

Cela entraîne que Ci (x, 'Q est combinaison linéaire au point x de Pi (x, î)
et de P\(x, H). La condition (H) entraîne, en conséquence, que k(x) est
différent de i.

Il est démontré dans [3] que notre condition (R) est plus forte que (H).
D'autre part, il est démontré (par exemple dans [9], p. 110) que si A (o) == o,
et sous l'hypothèse (H) : R(o) entraîne que /c(o) est pair ou infini.

Ceci montre que, sous l'hypothèse (R), on a dans un voisinage de zéro :
Si A(:r) ̂  o, k(x) =: + oo;
Si A(x) = o, k(x) est pair ou k(x) = + oo.
Ceci montre que la condition (R) est plus forte que la condition (NT)

ou (R') et donc, d'après la proposition 3, ces trois conditions sont équi-
valentes.

4. Condition suffisante d'existence.

Nous désignons toujours par P un opérateur du premier ordre à coeffi-
cients analytiques, non dégénéré à l'origine.

PROPOSITION 4. — Supposons qu'il existe un voisinage ^î de zéro tel
que P B(^) 3 L1 (t2). Alors on a

PB, = 5o.

Démonstration. — Nous pouvons supposer que la direction (i, o, . . ., o)
est non caractéristique à l'origine, et nous écrivons

x = (Xi, x').

Désignant par 0 le terme de degré zéro de /?, nous noterons par a
la solution de

CP)ia=0, a(o,a/)=o.

Dans notre proposition, nous pouvons remplacer P par e^Pe^-,
et alors /? est homogène. Nous pouvons enfin normaliser P pour que
le coefficient de D^ soit égal à i ; c'est ce qui sera admis dans la suite.

Nous noterons encore P l'opérateur différentiel complexifié qui est
associé à notre opérateur donné.

Soient iii les solutions holomorphes au voisinage de zéro de
^=0,

Ui(o, z') ==Zi (i = 2, . . . , n).

Posons T(z) = (z,, u.,(z), ...,u/,(z)). On vérifie immédiatement que
le déterminant jacobien de T est égal à i sur l'hyperplan complexe { Z i = o j.
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Donc T(z) définit un isomorphisme holomorphe entre deux voisi-
nages ^ et Û de zéro dans C", et l'on a

tP==TaD^T-i,

T désignant ici l'opérateur de H{Û) surJî(^) défini par T(f) (z) = f(T(z)).
Soient r^ la translation

Z \-> (Z — Zo)

et y,-, l'application
z^T(T-^)-T-^o)),

^=roT^^oT-.
Pour tout compact Kc^, Y^ est définie sur K pour Zo assez petit,
et l'on a alors

c^ïj/'-ï^c-p/1)
au voisinage de K si fçH{^î}. Notons aussi que la réunion des Yr. (-&)•,
pour | 2 | < s, engendre un voisinage de K, et que l'on obtient ainsi un
système fondamental de voisinages de K.

D'autre part, l'hypothèse de la proposition implique, d'après la propo-
sition 2, que si t2, l'ouvert en question, est relativement compact,
notant i2 par K, et désignant par Ù un voisinage complexe (assez petit)
de K, on a

(*) V s > o , 3c, telqueVfe^), \f gçL^K),

ffg ^\\g\\u^[ ^/"k+l/VQj,
^R

où JCs et (<^i2)s désignent les voisinages d'ordre c de K et ô^ = K — i2
(l'ensemble des points de C^ à distance inférieure à s de K et à^Ï) et où

|h[^=sup|h(z) | .
zç^

Nous prendrons ^ suffisamment petit pour que l'isomorphisme T,
défini plus haut, soit holomorphe au voisinage de K.

On déduit de l'inégalité (^) que

Vf23X, V s > o , 3 c£>o telqueV/'e7î(^),
/l|,^C3[|^/•|^+|/•|(^J.

Pour / suffisamment petit, les fonctions ^z(f) seront holomorphes
dans un voisinage ^/ de K si z [ < t : il existera donc, pour tout s > o
mais assez petit, une constante cl telle que

i ̂ f\^c,[ i ̂ CP/) i^+ ï^i^j.
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D'où, en prenant la borne supérieure de chaque terme de l'inégalité pour
\z\ < t, et en choisissant ^f et ^ " , tels que

K^c{J^(K),
\z\<i

\^J^(K,)cK^,
!--!<<

^JY.((^),)C(^W

et en remarquant que z ' ' peut être pris arbitrairement petit pourvu qu'il
en soit de même de / :

Y £ > O , Vs'X), 3c, 3^>o tels que \/fçH{Ù),
\f\K^C[\tPf\^+\f\^^].

Cette inégalité implique que l'application

a{K)->a(K) x a(^<2),
f^CPf.H

est d'image fermée [il suffit de vérifier que l'image réciproque d'une partie
bornée est bornée, ce qui est alors évident car un ensemble borné de cl(K)
est contenu et borné dans un espace H{Û)].

L'application transposée
cl^x ez,Q-^,

(u, u)^->(Pu+v)

sera donc elle aussi d'image fermée, donc surjective : cela implique que

PB(^)=B(^).

Désignons par ̂  l'espace des germes de distributions à l'origine.

PROPOSITION 5. — Supposons qu'il existe un voisinage ^ de l'origine,
tel que

P^^DL2^),
alors

P^==^,
PBo == BQ.

Démonstration. — D'après la proposition 2, si PBo contient l'image
dans BQ de L'(^) pour un ouvert Î2 contenant l'origine, il en existera
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un autre GJ tel que PB(^) contienne la restriction de L1^) à l'ouvert,
c'est-à-dire que

PB^DI/^).

D'après la proposition 4, cela implique PBo = Bo. II suffit donc de
démontrer que

.P^o=^o.

Nous pouvons supposer, pour démontrer cette assertion, et c'est ce que
nous ferons, que P est homogène et que le coefficient de D^ dans P
est i.

LEMME 1. — I I existe un opérateur elliptique Q (du 2e ordre) à coefficients
analytiques au voisinage de l'origine, et tel que QP = PQ.

Démonstration. — On a vu qu'il existait un isomorphisme holomorphe
qui transformait P en la restriction, sur une variété analytique réelle V
dans 0, de l'opérateur D^. On peut, après changement d'axes dans C71,
supposer que l'espace tangent à V à l'origine est R71 et la trace sur V

/ H • \
du laplacien complexe ( ^~)~T ) sera elliptique à l'origine, donc au

\ i /
voisinage de l'origine, dans Y.

LEMME 2. — Soit Q un opérateur elliptique à coefficients analytiques
au voisinage de F origine. Soit i^ un voisinage ouvert de o. Pour tout Tç (Q'(^),
il existe un entier k positif, un voisinage de zéro w, et une fonction fçL2^)
tels que T = Qkf sur w.

Démonstration. — La distribution T est d'ordre fini dans un voisinage
de o :

(r ,cp) |^csup |D^|, Vpe^W,
\p\^m

où K est un voisinage de o.
D'autre part, les semi-normes

[D^^suplD7^)!
xçK

sont équivalentes aux semi-normes :

[|û^=||û |̂|̂ ,
D'où

(T,cp)|^(/ sup ffD^, Vcpe^W.
\p\^m'

Enfin, prenant k de telle sorte que

k x (ordre de Q) ̂  m',
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et choisissant pour ex) un voisinage de l'origine suffisamment petit,
il existe une constante c" telle que

\D^\,^cff\tQk^\„ Vcpe^(co)
pour \p\^mr.

En effet, en écrivant
tQ^x,o)==^Q^o,D)+Qf(x,D)

et en prenant ûo assez petit, on est ramené à prouver l'inégalité dans
le cas où Q est à coefficients constants, et elle est alors bien connue.

On en conclut que la forme linéaire

^cphX;^)

sur le sous-espace ^^(^(w) de L^ûo) est continue, donc provient d'un
élément de L^ûô).

Ce lemme 2 n'est évidemment pas nouveau.
Démonstration de la proposition 5. — Soit Te^o; T provient d'un

élément de cP^) pour un certain voisinage i^ de o. Nous notons encore
ce représentant par T.

Dans un voisinage suffisamment petit de zéro GJ, on peut trouver
-SeL2^) tel que T = Q^S.

Il existe UçCQ'o tel que PU == S dans ^o- Alors

PQ/^U ==Q^pu = T.

Nous regroupons les résultats démontrés dans ces quatre paragraphes
dans le théorème suivant :

THÉORÈME. — Soit P un opérateur différentiel linéaire du premier ordre
à coefficients analytiques au voisinage de Vorigine de R"(n > i), et dont
la partie principale ne s'annule pas à l'origine.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
l0 P^o=^o,
20 PB, = 5o,

3° PjBoO(cp iç ê) pour un cp ̂  o de <P(R^),
4° II existe un voisinage ouvert ^ de Uorigine dans R^ tel que

PB(^)^\imH,,
£>0

où H^ est l'espace des fonctions holomorphes dans la bande ïmz < z
de C^,

5° P vérifie la condition de Nirenberg et Trêves (cf. § 3),
6° P vérifie la condition (R) (cf. § 3).
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