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ENONCES DU COURS

DEFINITION. Un cycle de S, est une permutation ¢ telle qu’il existe des entiers
ar,...,a; € {1,...,n} tels que c(a;) = a1 G <k), clay) =a1, et si a¢ {ay,...,a}
alors c(a) =a. Dans ce cas, on écrit

C = (alag...ak)

(ou alors ¢ = (agas...ara;), ou alors ¢ = (ayay...ax_1), etc. ), le support de
¢ est 1’ensemble {aj,...,a;} et sa longueur est k. Une transposition est un
cycle de longueur 2. '

THEOREME. Toute permutation d’un nombre fini d’é&léments se décompose en un
produit de cycles & supports disjoints deux & deux, et cette décomposition
est unique & 1l’ordre des facteurs prés. Autrement dit, soit ¢ € S,. Alors
il existe des cycles & supports disjoints c¢;,...,c, tels que o =c¢;---¢., ces
cycles sont uniques a 1l’ordre des facteurs preés.

THEOREME. Les transpositions engendrent S, .
DEFINITION. La signature ¢ d’une transposition vaut —1.

THEOREME. On peut étendre la signature en un morphisme de groupes
e: S, — {£1}
en particulier si o =7,---7),, ou les 7; sont des transpositions, alors

e(o) = (=)™

COROLLAIRE. Etant donnée une permutation, la parité du nombre de transpositions
qu’il faut pour écrire cette permutation comme leur produit est toujours la
méme.

ALGORITHME. Pour trouver la décomposition d’une permutation de S, en cycles
a supports disjoints on procéde de la fagon suivante. On considére un premier
entier, disons 1, et on considére les itérées de o, autrement dit on considére
les entiers o(1),0(c(1)),... jusqu’a retomber sur 1. Le premier cycle est donc
(lay ...a;) avec ¢'(1) = a; et o(ay) = 1. S’il reste encore des entiers qui ne
sont pas dans ce cycle, on recommence la procédure. On obtient ainsi une liste
de cycles a supports disjoints dont le produit est o.

1. Un cycle de longueur 1 est un point fixe !



EXERCICES

EXERCICE 2. Détérminons premiérement les éléments de S3; qui sont au nombre
de 3!=2-3=06. La table de multiplication de S3 sert & composer ses permutations
entre elles, mais en fait il est plus judicieux de déterminer des générateurs
puis des relations entre ces générateurs. Je pose 7= (1,2) et 0 = (23). Vérifiez
que 7o = (123), o7 = (132) et o710 = (13). Les permutations de S; forment donc
1’ensemble

{id, 7,0,70,07T,07T0}

o et 7 sont des transpositions, par conséquent

o’ =71*=id
Il y a une troisiéme relation :

OTO = TOT

a partir de cette derniére vous pouvez obtenir le tableau suivant ou a la case
située a 1l’intersection de la ligne a et de la colonne b se trouve 1’é&lément
ab :

id T o To | oT | TOT
id id T o To | oT | TOT
T T id TO o | ToT | oT
o o oT id |7toT | T TO
To | TO | TOT | T oT id o
oT | oT o | Tor | id TO T
TOT | TOT | TO | OT T o id

EXERCICE 3.
(3) Soient o,7 € S,,. Alors ¢, © 9, = Y,,. En effet, soit i € {l,...,n}. Alors

d’une part
(o 0 @r)(€i) = o lipr(€:)) = Poler) = €o(rii)) = €or(i)
et d’autre part
or(€i) = €or(i)

Or deux applications linéaires qui coincident sur une base sont égales, d’ou
le résultat.

(1) L’application ¢, est bijective. En effet, d’aprés la question (3) et le
fait que ¢piq = Idg» son inverse n’est rien d’autre que ,-1.

EXERCICE 5.
(1) o7 = (145732).

(2) 0= (1357)(246) et (o) =—1. 7= (127)(364) et e(r) = 1.

(3) Deux cycles & supports disjoints commutent donc o =id si et seulement

si (1357)V(246)Y = id. I1 en suit que ¢V = id si et seulement si (1357)Y =
id et (246)Y = id. Les ordres de ces cycles sont respectivment 4 et 3, donc
oV =1id si et seulement si 3 et 4 divise N. Il en suit que le plus petit entier

recherché est 12.



(4) 2024 =168 -12+ 8, par conséquent
o — (512)16858 — {16858 — ;8

Donc 02024 = (1357)8(246)8 = id(246)°~L = (246)~! = (264).

EXERCICE 6.

(1) (Dans la suite je note i,4; =1; !) Soit o € S,. Alors oro ' = (0(iy)...0(i,)).

En effet, soit k € {1,...,n}. Alors ou bien il existe j tel que k = o(i;) et
dans ce cas

(7o~ )(k) = (o7) (0™ (0(i5)) = (07)(i5) = o(7(i)) = 0 (ij41)
ou bien k ¢ {o(i1),...,o(i,)} et dans ce cas o~ '(k) ¢ {i1,...,i,} et donc
(7o~ )(k) = o(r(c™'(k))) = (o' (k)) = k
oo~ ! et (0(iy)...0(i,)) sont deux permutations ayant la méme image pour chaque

entier k€ {1,...,n} : elle sont donc égales. D’oi le résultat annoncé.

(2) Soit o € S,,. Supposons que o7 = 70. Alors en multipliant & droite par

0'71 on a que

-1

oT0 =T

Or d’aprés (1), oro '=(0(i1)...0(i)). (o(i1)...0(ir)) = (i1...4,). Alors il existe
un entier k£ tel que o(i) =i, = 77(i;). Calculons 1’image des autres &léments

du support de 7. Soit j € {l,...,r}. Alors comme 7T et o commutent on peut écrire

o(ij) = o(7' (i) = (07)(ir) = (o) (1) = (Fo)(ir)) = 7 (0(ir)) = 7/ (7" (ir)) = 7"( (in)) = 7"(3;)
D’oli le résultat escompté o(z) = 7%(x) sur le support de .

Réciproquement, supposons que o(x) = 7¥(x) sur le support de 7. Alors o s’écrit
O':Tk’)/, ol v est un permutation telle que v et 7 soient & supports disjoints.
Comme v et 7 commutent il en suit que

-1

oro™t = (hy)r(7Fy) 7!

k 1 E_ Tk—i—l—k —

= Tk’yT’Y_lT_ = Tkvv_ TT T
(3) a=(149)(2578)(36), et on note «a; = (149),ay = (2578), a3 = (36).

(4) Soit 0 € Sy. oo = ac si et seulement si cac™! = a, c’est-a-dire si et

seulement si (caj;071)(cazo™)(cazo™) =a car
caot = cajmmasc ! = ooy (07 o) amas = caro toay (oo as

on conclut avec la question 1 puisqu’on a deux décompositions de « en produit
de cycles a supports disjoints qui doivent donc coincider par unicité & 1’ordre
des facteurs prés, c’est-a-dire oa;o ! = q; puisque il y a de chaque cété un
cycle de longueur 3, un de longueur 4, et un de longueur 2.

(6) En combinant tous les résultats précédents, il vient que oca = oo si et
seulement si o = o''af2al®, d’aprés les longueurs de ces cycles, c’est-a-dire
d’aprés les ordres de ces permutations, il y a exactement 2-3-4 = 24 telles
permutations o.



CONSEILS MATHEMATIQUES

1. Avant de vous encombrer vos rédactions de symboles ignobles, faites des
mathématiques en frangais (ou toute autre langue familiére bien sfir). Remplacer
V par « pour tout » (ou « pour toute », « quels que soient » etc.) et I par

« 11 existe ». Cela évitera d’écrire des choses fausses.

2. Pensez les définitions comme des poupées russes. Par exemple, un cycle est
une permutation telle que... ; une permutation est une fonction telle que...
etc. Par ailleurs elle doivent é&tre le socle doux et confortable sur lequel
vous pourriez exprimer vos intuitions mathématiques. Avant de penser & résoudre
un probléme il faut déjd s’assurer que les énoncés soient limpides pour vous.



