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ENONCES DU COURS

DEFINITION. Soit E un espace vectoriel réel. Une application f: FEP — F
est dite p-linéaire si elle est R—1inéaire selon chacune de ses variables,

autrement dit si pour tout i € {1,...,p}, quels que soient les vecteurs zj,...,T; 1,
Tit1,--.,%p € I/, 1’application F — F définie par
x'_>f(xla'"7$i—1ax>xi+l7"'7xp)

est R-1linéaire.
Dans ce cas on dit qu’elle est :

- symétrique si 1’ordre des variables ne compte pas, autrement dit si pour
toute permutation o € 5}, quels que soient les vecteurs zi,...,T,

f(xa(l), Ce ,:L“U(p)) = f(l‘l, Ce ,ZL‘p)

- antisymétrique si échanger deux variables change la direction du vecteur
image, autrement dit si quels que soient les vecteurs xy,...,T, et les
entiers i # j,

fler, .o iy g, mp) = —f(21, 0.0 @, Ty, Tp)

- alternée si elle vaut 0 dés lors que deux de ses variables sont égales.

EXERCICES

EXERCICE 1.
(1) fAz,.... x) = N"f(z,...,z).

(2)
flx+y,xz+y) = flz,2)+ f(z,y) + fly,2) + f(y,v)

fat+y,z+y,z+y) = flr,v,2)+ f(z,2,y) + f(x,y,2) + f(7,9,9)
+f(y, v, 2) + fly,z,9) + fy,v,2) + f(y,9,9)

(3) Supposons f symétrique. Alors
[ty x+y)=flox)+2f(zy)+ fy,y)
flx+y,z+y,x+y) = flz,z,2) +3f(v,2,9) + 3f (v y,2) + f(v.9,9)
(4) f étant symétrique je note pour tout couple d’entiers (p,q) tel que p+

qg=n :

p fois q fois

En ces termes

flaty,. oty =Y (i)f(x(p);y(”)

ptg=n
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Cela se démontre exactement comme la formule du bindme de Newton : remarquez
que si A est une R-algébre alors (aj,...,a,)+— [[a; est une application n—linéaire
A" — A.

EXERCICE 2.

(1) w est une application bilinéaire comme combinaisons linéaires d’applications
bilinéaires. Vérifiez qu’elle est bien antisymétrique en calculant w(z,y)+

w(y, ©).
(2) Supposons quitte & échanger les réles que x = A\y. L’antisymétrie implique
w(y,y) = —w(y,y) et donc 2w(y,y) =0, par conséquent

w(z,y) = Aw(y,y) =0

(3) La réciproque n’est pas vraie puisque x = (1,1,—1,1) et y =(0,1,0,1) forment
une famille libre et pourtant w(z,y) =0.

EXERCICE 3.

(1) Pour i € {2,3,4}, je note par p; : R* — R? la fonction p;(z) = (z1,7;), et
det correspond au déterminant dans la base canonique de R?. Alors

f(x,y) = (det(pa(2), pa(y)), det(ps(x), ps(y)), det(pa(x), pa(y)))

il en suit que f est bilinéaire antisymétrique.
(2) Si z,y sont liés alors les couples (p;(z),p;(y)) sont liés, car les p; sont

linéaires, et donc f(z,y)=0.

(3) Supposons que z1 #0 et f(z,y) =0. Alors det(pz(x),p2(y)) =0, c’est-a-dire
que (z1,%2) et (y1,y2) sont liés. Par conséquent en notant \:=y;/x; on a y; =
Azr; pour ¢ < 2. De méme pour ¢ = 3,4. Et donc y = \z.

(4) =1(0,0,1,0) et y=(1,1,0,1) ne sont pas liés mais f(x,y)=0.
(5)

EXERCICE 4. I1 s’agit d’écrire a chaque fois la permutation correspondante
et d’en calculer la signature, plus précisément trouver o tel que le terme
est a

Lo
(1) (o)
(2) e(0) =1 car o = (182)(467).
(3) (o)
(4) e(0) =1 car o = (1634)(25).

EXERCICE 5. Premiérement o = (164)(27853) et £(0) = 1. Or (comme suggéré)
si 7 # o alors elles ne peuvent différer en moins de deux valeurs car ce sont
des bijections. Donc

detA = 1+ Z E(T)al,f(n ©oag r(8)
TH#0
— 1 mod 5>



EXERCICE 6.

(1) V(ag,...,a,) est le déterminant dans la base canonique de R" de la famille
(Az>zgn ou
A =1,a,...,a])

par conséquent si a; = a; pour deux entiers ¢,j distincts alors V(ao,...,a,)
est le déterminant d’une famille liée et est donc nul.

(3) Vérifiez qu’on peut se ramener au cas ol les a; sont distincts. On considére
le polyndme V(X ai,...,a,) € K[X]|. D’aprés le développement des déterminants
c’est un polyndme de degré au plus n et de coefficient dominant la mineure
d’indice (1,n+1) qui n’est rien d’autre que (—1)"V(ay,...,a,). Or d’aprés la
question (1) on en connait m racines et par conséquent

V(X,a1,....a,) = (=1)"V(ay,...,a,) [[(X - @)

i=1
Le résultat est obtenu en évaluant en X = qq.

(4) Par récurrence on obtient que

Viag,...,a,) = (H(ai — a0)> (H(aj — a1)> e (ap1—an—2)(an—an_2)(apn—a,_1) = H(ai—aj)

i=1 j=2 j<i

(5) Il suffit de montrer que l’application linéaire envoie une base de K[X]|c,
sur une base de K"''. La base (1,X,...,X™) a pour image une famille de vecteurs
dont le déterminant dans la base canonique est précisément V(ao,...,a,) #0.
D’ou le résultat.

(6) Dans ce cas, c’est exactement ce que veut dire « &tre bijectif » !

EXERCICE 8.
(1) D1:—1 et D2:3

(2) Pour tout entier n, D,yo=—D,.1+2D,, c’est-a-dire que b= —1 et c=
2.

(3) Je pose f : V — R? 1’application définie par f(u) = (ug,u;). C’est un
isomorphisme de R—espaces vectoriels. En effet, d’une part elle est injective
puisque si v € V et uy = u; = 0 alors la relation de récurrence implique
que pour tout n, u,y2 = 0 et donc uw = 0. D’autre part elle est surjective
puisque si z,y € R alors la suite u définie par uy = =, u; = y et par la
relation de récurrence U, o = —2uU,i1 + 2u,, vérifie f(u) = (z,y).

(4) Soit A € Q tel que (A\")pen. Alors A2 = —\ + 2, c’est-a-dire (A —1)(\ +

2) =0 et donc A =1 ou —2. Réciproquement, ces deux valeurs de \ définissent
des suites géométriques de V.

(6) Deux suites géométriques de raisons différentes forment une famille libre.
Par conséquent, la suite ((—2)"),>o et la suite constante (1),>o forment une
famille libre dans un espace vectoriel de dimension 2, c’en est donc une base.

(6) La suite (D,i1)n>0 est un élément de V et de plus

1 —4
D:—l:— _
! 5773



Par conséquent

EXERCICE 9. det(M,) = (—a)"(1 —n). En effet, soit B la matrice dont les
coefficients sont tous des 1. Alors M, = —a(l,—B) et en notant P le polyndme
caractéristique de B on a que

det(M,) = (—a)"P(1)

Or B2=nB et la trace de B vaut n. Par conséquent ses valeurs propres sont
n de multiplicité 1 et 0 de multiplicité n — 1, et donc P = X" (X — n).
D’ou le résultat.

EXERCICE 10.

(1) Le calcul est le suivant

t—2 -1 0
detd, = (t—2)| 4 5 t+6
4 6-t 8
- 5 t+6] |4 t+6
= e-a(e-af, )
= (t=2)((t—2)(4+1%) +8—4t)
t2(t — 2)?

(2) A; n’est pas inversible si et seulement si det A; # 0, c’est-a-dire si
et seulement si ¢ =0 ou 2.

(3) Si t#0,2 alors A; est inversible et donc ker A; = {0}. Soit z = (21, %9,%3,24) €
R* tel que Az =0.

- Dans le cas ou t = 0, on a —229 = 0 et donc 1’égalité z3 = —2z;, et
donc —6z1+6x4 = —8x1+8x4 =0. Donc x4 = —z;. Il en suit que le noyau
de Ay est de dimension 1 engendré par le vecteur (—1,0,—2,1).

- Dans le cas ol t =2, on obtient =y = —x3 et 7 = —2x4. Il en suit que
le noyau de A, est de dimension deux engendré par les vecteurs (0,1,—1,0)
et (1,0,0,—2).



