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Énoncés du cours
Soient E un espace vectoriel sur K de dimension finie n et u : E → E un
endomorphisme.

Définition. Le polynôme caractéristique de u est le polynôme Pu(X) défini
par

Pu(X) = det(XIn −M)

où M est la matrice de u dans n’importe quelle base.

Définition. u est dit diagonalisable s’il existe une base de vecteurs propres
pour u, c’est-à-dire s’il existe une base (e1, . . . , en) et des scalaires λ1, . . . , λn

tels que u(ei) = λiei. Une matrice M est dite diagonalisable si elle est la
matrice d’un endomorphisme diagonalisable, ou de manière équivalente s’il existe
P inversible telle que PMP−1 est diagonale.

Proposition. Si u est diagonalisable alors ses valeurs propres sont les
racines de Pu, et de plus dimK ker(u−λidE) est la multiplicité de λ en tant
que racine de Pu.

Corollaire. Si u est diagonalisable alors la trace de u est la somme de ses
valeurs propres comptées avec leurs multiplicités et son déterminant est le
produit de ses valeurs propres comptées avec leurs multiplicités.

Lemme. Soient f, g : E → E deux endomorphismes d’un K−espace vectoriel E
tels que f ◦ g = g ◦ f. Alors im f, im g, ker f, ker g sont stables par f et g.

Preuve. Il suffit de montrer que im f et ker f sont stables par g puisque par ailleurs f commute
avec lui-même. Soit y ∈ im f . Alors il existe x ∈ E tel que y = f(x). Donc

g(y) = g(f(x)) = (g ◦ f)(x) = (f ◦ g)(x) = f(g(x)) ∈ im f

Soit x ∈ ker f . Alors
f(g(x)) = g(f(x)) = g(0) = 0

c’est-à-dire g(x) ∈ ker f .

Théorème. (Hamilton-Cayley) Pu(u) = 0.

Exercices
Exercice 1.
(1) PA(X) = (X + 1)(X − 1)(X − 2).

(2) Oui car PA(X) est scindé à racines simples.

(3) On note Vλ := ker(A− λI3).

V1 = ⟨(3,−3, 2)⟩ V2 = ⟨(3,−2, 1)⟩ V−1 = ⟨(1,−1, 1)⟩
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Exercice 2.
(1) PB(X) = X4 −X3 − 10X2 + 29X − 2 = (X − 1)2(X + 1)(X − 2).

(2) B est diagonalisable si et seulement si l’espace ker(B−I4) est de dimension
2. Soient (x, y, z, w) un vecteur de ker(B − I4). Alors premièrement x+ y + z +
w = 0 et x + y = 0, c’est-à-dire x = −y et z = −w. Finalement 2x + 2z = 0.
Donc ker(B − I4) ne peut pas être de dimension 2.

Exercice 3.
(1) E est de dimension 3 puisque une suite u de E est entièrement déterminée
par récurrence par les 3 premiers termes u0, u1, u2, et réciproquement on peut
définir par récurrence une suite de E en spécifiant les valeurs souhaitées
pour les trois premiers termes, c’est-à-dire que u 7→ (u0, u1, u2) est un isomorphisme
de C−espaces vectoriels E → C3.

(2) Le polynôme en question est

X3 − aX2 − bX − c

(3) [Réponse « à la ChatGPT » (ou « à la DeepSeek », « à la Mistral », etc.)]
Soit u ∈ E. Alors la suite D(u) vérifie la relation de récurrence

D(u)n+3 = aD(u)n+2 + bD(u)n+1 + cD(u)n

puisque cette relation n’est rien d’autre que

un+4 = aun+3 + bun+2 + cun+1

qui est vraie puisque c’est la relation de récurrence de u ∈ E évaluée en
n+ 1.

[Réponse humaine] E est le noyau de D3 − aD2 − bD − cidS. Il en suit que E
est stable par D puisque D et D3 − aD2 − bD − cidS commutent !

(4) Les trois suites sont linéairement indépendantes puisqu’elles sont des
vecteurs propres pour des valeurs propres distinctes d’un même endomorphisme
(D en l’occurence).

(5) u99 = 1− (−1)99 + 299 = 2(1 + 298) et u100 = 1− (−1)100 + 2100 = 2100.

Exercice 5.
Dans la suite, si M est diagonalisable sur K alors je noterai UM la matrice
telle que

M = UM∆MU−1
M

où ∆M est diagonale avec les valeurs propres prises dans un certain ordre,
autrement dit UM est une matrice dont les colonnes sont des vecteurs propres
de M. De plus, si M est diagonalisable sur R alors elle l’est en particulier
sur C et la diagonalisation reste valide.

• A2 = 2A donc PA(X) = X(X−2). A est diagonalisable puisque PA est scindé
à racines simples. J’obtiens

UA =

(
1 1
1 −1

)
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∆A =

(
2 0
0 0

)
• PBt(X) = (X−t)2. Par conséquent Bt a au plus une unique valeur propre t.
Si elle est diagonalisable alors Bt = tI2 ce qui n’est manifestement pas le
cas.

• PC(X) = X2−2X+2 = (X−(1+i))(X−(1−i)). C n’est donc pas diagonalisable
sur R, mais l’est sur C. Dans ce deuxième cas

UC =

(
i −i
1 1

)

∆C =

(
1 + i 0
0 1− i

)
Notez que pour trouver les vecteurs propres, il suffit d’en connaître un puisque
le second est obtenu en conjuguant les coordonnées.

• PD(X) = X2−2 qui est scindé à racines simples sur R. D est donc diagonalisable
sur R. J’obtiens

UD =

(√
2 + 1 −

√
2 + 1

1 1

)
∆D =

(√
2 0

0 −
√
2

)
• (Comme pour A...) E2 − 3E = 0 et tr E = 3 donc si E est diagonalisable
alors E a pour valeurs propres 0 de multiplicité 2 et 3 de multiplicité 1.
En effet, je trouve assez de vecteurs de propres et j’obtiens

UE =

1 1 1
1 −1 0
1 0 −1



∆E =

1 0 0
0 0 0
0 0 0


• Pour trouver le polynôme minimal de F je calcule d’abord F 2 et j’obtiens
que (F 2, F, I3) est libre. Puis je calcule F 3 et j’obtiens F 3 = 2F. Par conséquent
PF (X) = X2(X − 3) et donc si F est diagonalisable alors F doit avoir un
espace propre de dimension 2 pour la valeur propre 0. Or cet espace, qui n’est
rien d’autre que kerF, est de dimension 1 engendré par (1, 0,−1). F n’est donc
pas diagonalisable.

• PGt(X) = X2− 2X − (3+ t) de discriminant −4(2+ t). Si t = −2 alors (comme
pour les matrices Bt′) G−2 a au plus une valeur propre mais n’est pas une matrice
scalaire donc n’est pas diagonalisable. Supposons désormais que t ̸= −2. Alors
Gt est diagonalisable sur C car PGt est scindé à racines simples sur C. C’est
uniquement pour t < −2 que Gt est diagonalisable sur R. En tous cas pour t ̸=
−2 j’obtiens

UGt =

(
−2 +

√
−(2 + t) −2−

√
−(2 + t)

1 1

)
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∆Gt =

(
1 +

√
−(2 + t) 0

0 1−
√

−(2 + t)

)
Exercice 6.
PM(X) = (X − 1)(X − 2)(X + 4). La matrice M est diagonalisable de valeurs
propres 1, 2,−4, une matrice de vecteurs propres est donnée par1 4 0

1 3 2
1 −2 1


Exercice 7.
(1) Déjà fait.

(2)

J =


0 0 · · · 0 1
1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

... · · · ...
...

0 0 · · · 1 0


σn = id donc φn

σ = φσn = IdCn, et donc Jn = In.

(3) Je note en+1 := e1 et obtiens

φσ(vk) =
n∑

i=1

ζ i−1
k φσ(ei) =

n∑
i=1

ζ i−1
k ei+1 =

n∑
i=1

ζ i−2
k ei = ζ−1

k vk

vk est donc un vecteur propre pour la valeur propre ζ−1
k .

(4) [Réponse intelligente.] La famille (vk)0⩽k⩽n−1 est libre puisqu’elle est
formée de vecteurs propres pour des valeurs propres distinctes.

[Réponse suivant l’indication...] Le déterminant de (vk)0⩽k⩽n−1 dans la base
canonique est V (ζ0, ζ1, . . . , ζn−1) qui est non nul puisque les ζi sont distincts,
la famille est donc libre.

(5)

C(x0, x1, x2, x3) =


x0 x3 x2 x1

x1 x0 x3 x2

x2 x1 x0 x3

x3 x2 x1 x0


(6) Si u(v) = λv alors ui(v) = λiv et donc si P est un polynôme alors P (u)(v) =
P (λ)v. Par conséquent vk est vecteur propre de C(x0, . . . , xn−1) pour la valeur
propre (

n−1∑
i=0

xiζ
−i
k

)
vk

(7) Ce faisant, j’ai diagonalisé C(x0, . . . , xn−1) dans la base (vk)0⩽k⩽n−1, son
déterminant est donc le produit de ses valeurs propres

n−1∏
k=0

(
n−1∑
i=0

xiζ
−i
k

)
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