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ENONCES DU COURS

Soient E un espace vectoriel sur K de dimension finie n et u : £ — E un
endomorphisme.

DEFINITION. u est dit trigonalisable s’il existe une base (e,...,e,) de E
et des scalaires Aj,...,\, tels que u(e;) — A\ie; € Vect(€iy1,---,6n)-

DEFINITION.

PROPOSITION. u est trigonalisable si et seulement si sa matrice est trigonale
supérieure dans une base si et seulement si son polyndme caractéristique est
scindé.

COROLLAIRE. Tout endomorphisme d’un espace vectoriel complexe de dimension
finie est trigonalisable.

Preuve. Le théoréme fondamental de 1’algébre affirme que les polyndmes a
coefficients complexes sont tous scindés . O

THEOREME. (HAMILTON-CAYLEY) Le polyndme caractéristique de u s’écrit
P(X)=X"—Tr(u) X"+ ...+ (=1)"detu

et P,(u)=0 .

EXERCICES

EXERCICE 1.

I1 existe un entier p > 1 tel que A? =0. Par conséquent le polyndme minimal
de A divise XP, et donc 0 est 1’unique valeur propre de A. Finalement Ps(X)=
(X —0)"=X".

EXERCICE 2.

(1) Soit k>1. A est nilpotente donc A* est nilpotente donc Pux(X) = X".
En particulier le terme en X" ! est nul donc Tr(A*) =0 .

(2) A est & coefficients complexes donc trigonalisable. Il en suit en notant
A,...,Aq les d valeurs propres disctinctes de multiplicités respectives aj...,ay
que pour tout k>1,

Tr(AF) = ag \F + .+ g\l

On obtient donc le systéme linéaire

Moo \ay 0



Le déterminant de la matrice est V(Ay,...,Aq)[[; \i, et donc si les \; sont distincts
et non nuls alors «; sont nuls : absurde. Donc il n’y a que 0 comme valeur propre.
D’ou le fait que A est nilpotente.

(3) I1 suffit d’avoir la condition pour k € {1,...,n}.

EXERCICE 3.

(1) Soit ) le polynéme minimal de A. Alors () est & coefficients réels et divise
X?+1 donc P=X2%+1.

(2). Les valeurs propres de A sont i et —i. Donc Py(X) = (X — )X +i)°,
ol a,b sont des entiers tels que a+ b =n. Or P4 est & coefficients réels
donc a =b et donc n = 2a est pair.

EXERCICE 4.
Supposons qu’une telle matrice B existe. Alors det Be€ Q et
(det B)? = det(B?) =2

ce qui est absurde car V2 est irrationnel.

EXERCICE 5.
(1) Soit z € R™. Alors

n

(AX)Z- = Zai]ﬂ?j = (ij])z

j=1

et donc 1’image de A est engendré par le vecteur | : |. Le théoréme du rang
implique que dim(ker A) =n —1.

(2) Tr(A) = Y7 i* > 0. Donc A admet au moins une autre valeur propre que
0 qui est donc forcément de multiplicité 1. Cette valeur propre est précisément

Tr(A).

EXERCICE 6.

(1) A est diagonalisable car A admet quatre vecteurs propres. 0 n’est pas
parmi celles-ci donc det A # 0.

(2) L’égalité A* =1, implique que A~! = A3.

EXERCICE 7.

(1) Je note e, =0 si s< 0. En ces termes

Jke,-:ei_k
0010 0 001
0 001 0000
2 __ 3 _ 4 _
(2) J* = 000 0 J° = 000 0 J*=0.
0000 0000



(3) A2 = J. Donc A est nilpotente et 0 est donc 1l’unique valeur propre de
A. D’ou Pu(X)=X".

(4) Le théoréme de Cayley-Hamilton implique que P4(A) = A =0, c’est-a-dire
J?>=0. Absurde.

EXERCICE 8.

Premiérement, par linéarité go’(m) # 0 pour tout ¢ < d — 1. Soient ay,...,a4

tels que
d-1
Z a;ip'(z) =0
i=0

Alors en appliquant gpd_l on obtient aogpd_l(aj) =0 et donc ap=0. Il en suit
qu’en appliquant successivement ¢ * (pour k€ {1,...,d}). On obtient que les
a; sont tous nuls.

EXERCICE 9. Les sous-espaces kernpk (k > 0) forment une suite croissante
dans un espace vectoriel de dimension finie. Donc & partir d’un certain rang
on a & la fois kerp® C kerp**! et dimker ¢* = dimker o**!, c’est-a-dire qu’a
partir d’un certain rang N, ker p* = ker o*+!,



