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Notations

L’application de X dans E qui transforme tout élément de X en a est appelée constante-a, ou a
est un élément d'un ensemble E non vide.

hy désigne 'homothétie de rapport .

opp =1sih=Fket dp, =0si h+#Ek.

|E| et Card E désignent le cardinal de E.

PB(E) désigne 'ensemble des parties de E.

P (E) désigne 'ensemble des parties de E de cardinal k.

N désigne I'ensemble des nombres entiers naturels.

R désigne I'ensemble des nombres réels.

C désigne I'ensemble des nombres complexes.

U désigne I'ensemble des nombres complexes de module 1.

U,, 'ensemble des nombres complexes solutions de 2™ = 1, ou n est un entier naturel non nul.
K désigne exclusivement R ou C.

Q désigne ’ensemble des nombres rationnels.

Z désigne I'ensemble des nombres entiers relatifs.

Z/nZ désigne Z quotienté par la relation binaire R y = "Le reste de la division euclidienne par
I’entier naturel non nul n de x et de y sont égaux.".

eq, 0p et 15 désignent respectivement 1’élément neutre de G, 1’élément neutre pour ’addition de
A et celui pour la multiplication de A (G et A sont donc respectivement un groupe et un anneau).
Si f est un morphisme de groupes, d’anneaux, d’espaces vectoriels et bien d’autres encore alors
on note Ker f I’ensemble des éléments ou f prend la valeur de 1’élément neutre pour I'addition.
Idx désigne I'application de X dans X qui transforme x en x.

f(a—) (resp. f(a+)) désigne la limite & gauche (resp. & droite) de f en a.

pp, désigne la fonction x — =" de R dans R, ol n est un entier naturel.

I1,, désigne la fonction x — % de R’} dans R, ot a est un nombre réel.

F(X,Y) désigne ’ensemble des fonctions de X dans Y et Gx I'ensemble des permutations de X.
Z(X,Y) et S(X, Y) désignent respectivement I’ensemble des fonctions injectives et 'ensemble des
fonctions surjectives de X dans Y.

C"(I) désigne I'ensemble des fonctions de T dans R de classe C".

xa désigne la fonction de E dans {0, 1} caractéristique de la partie A de E.

Lk (E, F) ou L(E, F) désignent I’ensemble des applications linéaires de E dans F, ou E et F sont
des espaces vectoriels sur K.

B(X, K) ou Bk (X) désignent I’ensemble des fonctions bornées de X dans K.

(z —a)*

T, fo(x) désigne le développement de Taylor de f en a évalué en x, c’est-a-dire Z F®(a) o

k=0
r,(f, a; z) désigne le reste du développement de Taylor de f en a évalué en z,

c’est-a-dire f(x) — T, fo(x).
P désigne I’ensemble des premiers et P> 1’ensemble des p®, ot p € P et a € N™.
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Algebre

1.1 Structures algébriques fondamentales
EXERCICE 1.1.1

Soit (G, -) un groupe. Montrer que G est abélien si et seulement si 'application z — x2 est un
endomorphisme du groupe G.

EXERCICE 1.1.2

Donner une condition nécessaire et suffisante sur entier naturel non nul n pour que anneau Z/nZ
soit integre.

EXERCICE 1.1.3

Soit G un groupe dont la loi est notée multiplicativement. Pour toute partie A et tout élément = de
G, on note Az (resp. xA) 'ensemble des éléments az (resp. xa) de G obtenus pour a €A.
1) Soit H un sous-groupe de G.
a) Calculer U xH.

zeG
b) Vérifier que, pour tout élément x de G, lapplication h — xh de H dans zH est bijective.

¢) En déduire que le cardinal de G, dans le cas ou il est fini, est multiple de celui de H.
Pour tout élément g de G, on note ¢, application z — gzg~! de G dans G. Il est immeédiat que
c’est une permutation de G.
2) a) Vérifier que l'application ® : g — ¢, de G dans S¢ est un homomorphisme de groupe.
b) Démontrer que, pour tout élément xde G, 'ensemble C(x) des éléments de G permutables &
x est un sous-groupe de G et ﬂ C(x) est le noyau Z de ®.

zeG
3) Soit « un élément de G. On note 2, la partie de G formée des éléments ¢4 () obtenus pour g €G.

a) Démontrer que, pour tout couple (g,h) d’éléments de G, on a ¢4(x) = ¢4(h) si et seulement
si h appartient a gC(x).
¢) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que 2, posseéde un seul élément.
4) On suppose désormais que G est un groupe fini dont le cardinal est une puissance d’un certain
nombre premier p. Le nombre d’éléments de tout sous-groupe de G est donc une puissance de p.
a) Démontrer que, pour tout élément x de G, le cardinal de Q, est une puissance de p.
b) En déduire que Z posséde au moins p éléments. (Remarquer que G est la réunion des ensembles
Q. et dénombrer ceux qui possédent un seul élément.)
5) Démontrer que si le groupe G a p? éléments alors il est commutatif.



EXERCICE 1.1.4
Soit A un anneau. Montrer que si tous les éléments de A sont idempotents alors A est commutatif.
EXERCICE 1.1.5

On appelle radical d’un entier naturel différent de 0, le produit de ses diviseurs premiers. Montrer
que dans I'anneau Z le radical de I'idéal engendré par un entier strictement positif n est I'idéal engendré
par le radical de n.

EXERCICE 1.1.6

Soit G un groupe dont la loi est notée multiplicativement et dont 1’élément neutre est e.

1) Démontrer que, pour tout élément g de G, l'application ¢, : z +— gzg~' de G dans G est un
automorphisme.

On suppose désormais d’une part que G possede, outre e, des éléments a et b tels que

ab=b"ta=ba"?!,

d’autre part que G =< a,b >.
2) a) Exprimer b? et b=2 en fonction de a.
b) Calculer a* et b?.
3) On suppose ab = ba.
a) Calculer a? et b2.
b) Démontrer que G posséde exactement quatre éléments et donner la table de sa loi.
4) On suppose ab # ba.
a) Vérifier que les éléments de G sont e, a,a?,a®, b, ab, a®b, a>b.
b) Démontrer que G posséde exactement huit éléments et donner la table de sa loi.

EXERCICE 1.1.7 #Corrigé !

Soit G un groupe n’admettant aucun sous-groupe non trivial. Montrer que G est monogene et fini de
cardinal un nombre premier.

EXERCICE 1.1.8 #Corrigé !

Soient p, ¢ deux nombres premiers tels que p < ¢. Montrer qu’un groupe de cardinal pg ne peut
admettre plus d’un sous-groupe de cardinal q.

EXERCICE 1.1.9 #Corrigé !

Soient p un nombre premier. Montrer que tout sous-groupe de cardinal 2p admet un élément d’ordre

EXERCICE 1.1.10 #Corrigé !

Soit G un groupe abélien de cardinal pg, ol p et g sont deux nombres premiers distincts. Montrer
que G est cyclique.

EXERCICE 1.1.11 #Corrigé !

Soit G un groupe fini tel que pour tout z de G, ¥? = e. Montrer que |G| = 2", olt n est un entier
naturel.

EXERCICE 1.1.12



Montrer qu’un groupe est fini si et seulement s’il admet un nombre fini de sous-groupes.
EXERCICE 1.1.13

Soient G un groupe et H, K deux sous-groupes. Montrer que HK est un sous-groupe de G si et
seulement si HK = KH.

EXERCICE 1.1.14 #Corrigé !

Déterminer les idéaux maximaux de l'anneau des fonctions numériques réelles, continues sur un

segment S (CY(S)).
EXERCICE 1.1.15

Soit G un groupe commutatif.

a) Soient H, K des sous-groupes de G. Montrer que HK est un sous-groupe de G.

b) Pour tout entier naturel non nul n, notons T,, le noyau de 2 — 2™. Démontrer que la réunion T
de la famille (T,,), .- est un sous-groupe de G. On le nomme sous-groupe de torsion de G.

¢) Vérifier que si G est fini alors T = G.

d) Soient m,n des nombres entiers naturels non nuls. Démontrer que T,, N T,, = Tyan.

e) Soient m,n des entier naturels tels que m An = 1. Déterminer les morphismes de groupes de T,,
dans T,, et démontrer que T,,T,, = T

f) En déduire que T =[] cq Tpoo, 00t Tpoo = Up 1T e

g) Soient p un nombre premier et m,n des nombres entiers naturels. Vérifier que = zP" est un
morphisme de Tpm+» dans Tpn. Quel est son noyau?

EXERCICE 1.1.16 #Corrigé !(enfin presque...)

Soit G un groupe commutatif. Soit A 1’ensemble des applications de G dans Z a support fini.
1) Soient f,g des éléments de A. Vérifier que les applications

u:x— f(z)+ g(x)etv : z —> Z fwg(z)

Yz=x

de G dans Z sont a support fini. Sont donc définies une loi additive et une loi multiplicative.
2) Démontrer que A est un anneau selon les lois précédentes.
3) Décrire les inversibles de A.
4) Déterminer un monomorphisme de G dans A*.

EXERCICE 1.1.17 #Corrigé !

Soit A un sous-anneau de Q.

1) Soient p,q deux entiers naturels premiers entre eux. Montrer que si p/q € A alors 1/q € A.

2) Soit I un idéal de A différent de {0}. Alors il existe un entier strictement positif n tel que INZ = n Z,
et donc I = nA.

3) Soit p un nombre premier. Je note Z,) := {a/b,a € Z,b € N"etp Ab = 1}. Montrer que si z € Q"
alors © € Z,) ou 1/x € Z,,).

4) Soit A un sous-anneau de Q tel que pour tout x € Q*,z € A ou 1/z € A. Soit I := A — A*. Alors
I est un idéal maximal de A. En déduire que A = Z,), pour un certain nombre premier p.

EXERCICE 1.1.18

Un anneau A est dit régulier si pour tout a de A, il existe u tel que aua = a.
1) Montrer que si A est un anneau régulier intégre alors c’est un corps.
2) Montrer que Z /nZ est régulier si et seulement si n est quadratfrei.



3) Montrer que si E est un K —espace vectoriel de dimension finie alors £L(E) est régulier.
ExERrcICE 1.1.19

Soit G un sous-groupe de GL,,(R). Montrer que tous les éléments de G ne sont pas nécessairement
inversibles dans GL,(R), et qu'ils ont tous le méme rang. Que représente E 7. Montrer que G est un
sous-groupe de GL,,(R) si et seulement s’il posséde une matrice inversible.

EXERCICE 1.1.20

Soit L un sous-corps de C et G un sous-groupe de GL,, (L) de cardinal p > 0. Soit P := %ZMEQ M.
Montrer que P est un projecteur. Que dire de P si la trace de ) ;. M est nulle?

EXERCICE 1.1.21 #Corrigé !

Soit G un groupe abélien d’ordre n. Notons r le plus grand ordre d’élément de G : I’exposant de G.
1) Montrer que si m An =1, a d’ordre m, b d’ordre n alors ab est d’ordre mn.

2) Montrer que r divise n et que pour tout x dans G, 'ordre de = divise 7.

3) Montrer que r et n ont les mémes facteurs premiers.

4) En déduire que pour tout nombre premier p divisant n, il existe un élément d’ordre p. (Théoréme

de Cauchy).
EXERCICE 1.1.22

Soit G un groupe de cardinal 2n. Démontrer qu’il existe un élément d’ordre 2. (On pourra utiliser la
relation R définie par xRy = (x =y) ou (x =y~ 1).)

EXERCICE 1.1.23

Soit A un anneau tel que pour tout z € A, 2% = .

1) Montrer que pour tout z € A, 6z = 0.

2) On note B = {z € A,2z = 0} et C = {x € A,3z = 0}. Montrer que B est un anneau et que
A=B+C.

EXERCICE 1.1.24

Soit G un sous-groupe de ’ensemble des fonctions affines de R dans R qui ont point fixe. Montrer
que tous les éléments de G ont un point fixe en commun.

EXERCICE 1.1.25

Montrer que la fonction racine carrée est bien définie sur un groupe d’ordre impair et qu’elle est
bijective.

EXERCICE 1.1.26 (Représentation d’un groupe fini)

Soit G un groupe fini. On appelle une représentation de G un couple (p, V) o V est un espace
vectoriel de dimension finie et p un morphisme de G dans GL(V). On dit qu’elle est irréductible si pour
tout g € G, p(s) ne stabilise que des sous-espaces vectoriels triviaux. Deux représentations (pi, Vi),
(p2, V2) sont isomorphes s’il existe un isomorphisme ¢ de Vi dans Vj telle que pour tout s € G,

¢opi(s) =pa(s)og (1)

De plus, on note &(s) = tr(p(s)).



1) Montrer que quels que soient s,t € G,
§(s7) =¢(s),
E(st) = &(ts).

2) Supposons pour la suite que (p1, V1), (p2, Va) sont des représentations irréductibles de G. Montrer
que si f est non nulle et vérifiant (1) alors f est bijective, et que si p1 = pa et Vi = Vg alors f
est une homothétie. 1

3) Soit h un morphisme de V; dans Va. Notons hgy := Gl Z pa(s™1) o h o pi(s). Montrer que si

seG
ho est non nulle alors (p1, V1) et (p2, Vo) sont isomorphes, et que si p1 = pa et Vi = Vy alors
he = tr(h)
o7 dimv, v

EXERCICE 1.1.27 (Théoréme du complément de Frobenius)

Soient G un groupe fini et H un sous-groupe strict de G. Supposons que pour tout g € G — H,
HNgHg ! = {ec}. Notons

K=|G- U gHg™' | U{ea}
geG
1) Calculer le cardinal de K.
2) Supposons que H posséde une involution i. Montrer que pour tout g ¢ H, eq # igi—* € K.
3) En déduire que K est un sous-groupe de G.

EXERCICE 1.1.28 (Caractérisation des lois de groupe C! sur R)

Soit * une loi de groupe sur R telle que f définie par f(x,y) = z*y est C! sur R?. On note e 1’é1ément
neutre.

1) Montrer que quels que soient z,y € R, daf(z xy,e) = 02 f(x,y)02f (y, €).

2) Montrer que pour tout t € R, d2f(t,e) > 0.

3) Soit ¢ un morphisme de groupes C* de (R, *) dans (R, +). Montrer qu’il existe a > 0 tel que pour

tout z € R,
r a
o) = | gt

4) Réciproquement montrer que ¢, définie par ¢(z) = f: ﬁ(m)dt est un morphisme de groupes C*

de (R, *) dans (R, +).
ExXERCICE 1.1.29

Soit G le groupe des bijections continues d’un segment S de R. Montrer que tout sous-groupe fini de
G a au plus deux éléments.

EXERCICE 1.1.30

Soit G un groupe. Si H, K sont deux de ses sous-ensembles alors on note [H,K] le sous-groupe
engendré par I'ensemble formé des (hk)(kh)™!, ou (h, k) € H x K. On note également D(G) = [G, G] et
par récurrence D"*1(G) = D(D"(G)).

1) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes.

a) Il existe n tel que D"1(G) = {e}.

b) Il existe des sous-groupes {e} = Hy C Hy C ... C H, = G tels que Hi_; est distingué dans Hy,
et Hi/Hy_1 est commutatif.

c¢) 1l existe des sous-groupes distingués {e} = Hy C H; C ... C H, = G tels que Hy/Hy_; est
commutatif.



2) Un groupe vérifiant les conditions précédentes est dit résoluble. Montrer que le sous-groupe d'un

groupe résoluble est résoluble.
3) Soit H un sous-groupe distingué de G tel que H et G/H sont résolubles. Montrer que G est

résoluble.
4) Montrer qu'un p—groupe ! est résoluble.

EXERCICE 1.1.31

Soit G un groupe de cardinal p™, ou p est premier et n € N*. Montrer que le centre de G n’est pas

trivial.

EXERCICE 1.1.32

Soit G un sous-groupe strict de (R, +). Montrer que R —G est non dénombrable.

1.2 Espaces vectoriels

Dans les exercices suivants K est un corps commutatif.

EXERCICE 1.2.1 (Centre de L(E))

1) Soient E un espace vectoriel sur K et v un endomorphisme de E tel que, pour tout & de E, (u(Z), &)
est liée. Montrer que u est une homothétie.

2) En déduire que le centre de L£(E) est constitué des homothéties AIdg, ot A € K.

3) Quel est donc le centre de M,,(K)?

EXERCICE 1.2.2

Soient E un espace vectoriel sur K et © un endomorphisme de E.
1) Montrer que Im u N Ker u = Og si et seulement si Ker u? = Ker u.
2) Montrer que Im u + Ker u = E si et seulement si Im u? = Im u.

EXERCICE 1.2.3

Soient E un espace vectoriel sur K, v un endomorphisme de E et f, g des polynémes de K[X] premiers
entre eux. Montrer que Ker fg(u) = Ker f(u) ® Ker g(u).

1. c’est-a-dire un groupe dont le cardinal est une puissance d’un nombre premier



1.3 Espaces vectoriels de dimension finie

Dans les exercices suivants K est un corps commutatif, E un espace vectoriel sur K de dimension
finien et B = (€},...,€,) une base de E.

EXERCICE 1.3.1

Montrer que pour tout endomorphisme u de E, u™ est une combinaison linéaire des applications

Idg,u,...,u" "L

EXERCICE 1.3.2
Soient F un espace vectoriel sur K et u, v des éléments de Lx (E, F). Etablir I'inégalité
rgu—rgv| <rg (ut+v)<rgu+rgo.
EXERCICE 1.3.3

Soient F un espace vectoriel sur K de dimension finie, G un espace vectoriel sur K, u € L (E, F),
v € Lk (F, G). Montrer que

rg (vou) —rgv —rgu + dimg F > 0.
EXERCICE 1.3.4 (Théoréme d’essouflement) #Corrigé !
Soit u € L (E). Montrer que (dy = dim Ker u**! —dim Ker u*)zen est décroissante.
EXERCICE 1.3.5
Soient E un R};espace vectoriel et p1, ..., pr des projecteurs de E.

Montrer que ij est un projecteur si et seulement si pour tout 4, j tel que ¢ # j, p; op; = 0.
j=1

EXERCICE 1.3.6

Soient E un K-espace vectoriel et v un endomorphisme de E. Donner une condition nécessaire et
suffisante pour qu'’il existe un projecteur p de E tel que pou —uop = u.

EXERCICE 1.3.7

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie. Déterminer les endomorphismes u tels que tout
sous-espace vectoriel de F stable par u admet un supplémentaire stable par wu.

EXERCICE 1.3.8

Soit K un compact de E. Supposons que K est un voisinage de 0.

1) Montrer que ’ensemble S des endomorphismes stabilisant K est un compact de L(E).
2) Montrer que si f € S alors |det f|<1.

3) Le résultat de 1) est-il toujours valable si K n’est pas un voisinage de 07

EXERCICE 1.3.9

Soient (fi,..., fp) une famille de E*. Alors les relations suivantes sont équivalentes :

1. (f1,..., fp) est libre.



2. L’application z — (f1(x),..., fp(x)) de E dans R? est surjective.

P
3. dim ﬂKer fi=n—p.

i=1

EXERCICE 1.3.10 (Polynome local)

Le polynome local de f en z est le générateur unitaire de I'idéal formé des polynémes P de K[X] tels

que P(f)(xz) =0.
1) Soit P un polynome irréductible. Montrer que pour tout k, pour tout = de Ker P¥(f) n’apparte-

nant pas & Ker P*~1(f) est P*.
2) En déduire qu’il existe « € E tel que le polynéme minimal local de f en z est 7.

EXERCICE 1.3.11 (Espace cyclique)

On dit que f est cyclique 8’1l existe 2 dont P'espace cyclique (le plus petit espace vectoriel possédant

x et étant stable par f) est E.
1) Montrer que si f admet n valeurs propres distinctes alors il est cyclique.

2) Montrer que si f est cyclique alors le degré de son polynéme minimal est n.
3) Montrer que si le degré du polyndéme minimal de f est n alors f est cyclique.
4) Montrer que si f est cyclique alors son commutant est réduit & K[f].

EXERCICE 1.3.12

Soit H un hyperplan de M,,(K). Montrer que H rencontre GL(n, K).
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1.4 Polynoémes et fractions rationnelles
EXERCICE 1.4.1
Soit P un polynéme de C[X] tel que
() PX2=1)=PX-1)P(X+1).

1) Montrer que, si a est une racine de P alors (a + 1)2 — 1 et (a — 1)? — 1 sont des racines de P.
2) Soient ag € C et (a,)nen telle que pour tout entier naturel n, a, 1 = a,? + 2a,.
a) Montrer que si ag est une racine de P alors pour tout entier naturel n, a,, est une racine de P.
b) En déduire que P n’admet pas de racine réelle strictement positive.
¢) Montrer que —1 n’est pas racine de P.
d) Montrer que pour tout entier naturel n, a, + 1 = (ag 4+ 1)),
3) Déduire des questions précédentes que, si a est une racine complexe de P alors |a + 1| = 1.
4) En reprenant le raisonnement ci-dessus, montrer que 'on a également dans ce cas, |a — 1| = 1.
5) Déterminer ainsi tous les polynémes P de C[X] tel que (7).

EXERCICE 1.4.2
Déterminer tous les polynémes P de C[X] tels que P(Q) C Q.
EXERCICE 1.4.3

1) Déterminer tous les polynémes P de R[X] tels que P(X?) = P?(X).

2) De méme dans Z /2 Z[X].

3) En déduire, pour tout entier naturel n, que le nombre de coefficients binomiaux (Z) impairs est
une puissance de 2.

EXERCICE 1.4.4 (Critere d’Eisenstein, classique des ENS)

1) Soient P, Q de Z[X] et p un nombre premier. Démontrer que si p divise tous les coefficients de PQ
alors p divise tous les coefficients de P ou tous les coefficients de Q.

2) Soient P,Q de Z[X]. Démontrer que ab = ¢, o a (resp. b; resp. ¢) est le pged des coefficients de
P (resp. Q; resp. PQ).

3) Démontrer que si P est irréductible dans Z[X] alors P est irréductible dans Q[X].

4) Soit P := a, X" +... 4+ a1 X+ag un polyndéme de Z[X] et p un nombre premier. Supposons que
p divise ag, . . ., an_1, p ne divise pas a, et p? ne divise pas a,. Démontrer que P est irréductible

dans Q[X].
5) En déduire que si p est un nombre premier alors X? “l 4 . 4+ X +1 est irréductible dans Q[X].

EXERCICE 1.4.5 (Classiques)

Soit K un corps. Démontrer.
1) Si K est fini alors K n’est pas algébriquement clos.
2) Quels sont les polynémes de C[X] stables par U, ceux par Q, ceux périodiques ?

EXERCICE 1.4.6

Démontrer que pour tout entier naturel non nul n, il existe un unique polynéme P, de R[X] tel que

1 1
P (X+=)=X"+— .
(xrx) =X 5

Décomposer ensuite Pi dans R(X) en éléments simples, pour tout entier naturel non nul n.
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EXERCICE 1.4.7

Démontrer que I'application définie quels que soient les polynémes P et ), par

[ reee,
—1 V 1-— 1172

est un produit scalaire sur R[X], et que la famille (7},)
orthogonale pour ce produit scalaire.

nen des polynomes de Chebyshev est une base

EXERCICE 1.4.8

Soient a, b et ¢ des nombres réels et notons

a b ¢
A=1b ¢ a
c a b

Montrer que A est orthogonale si et seulement si a, b, ¢ sont les racines d’un polynéme X> — X2 4,
ol w est un réel compris entre 0 et 4/27.

EXERCICE 1.4.9
Déterminer les polynoémes réels scindés sur R et a coefficients valant 0,1 ou —1.
EXERCICE 1.4.10

Démontrer qu’il n’existe qu'un seul polyndéme a coefficients entiers positifs qui vaut 2018 en 1 et
1234567891011 en 2019.

EXERCICE 1.4.11

1) Soit P un polynéme complexe & valeurs entiéres sur N.
a) Montrer que P est a coefficients rationnels.
b) Montrer que si d est le degré de P alors d!P est a coefficients entiers.

2) Soit F une fraction rationnelle complexe a valeurs rationnelles sur IN privé des pdles. Alors F est
une fraction rationnelle & coeflicients rationnels.

3) Soit F une fraction rationnelle complexe & valeurs entiéres sur N privé des poles. Alors F est une
fraction rationnelle a coeflicients entiers.

EXERCICE 1.4.12

Pour tout entier naturel n, notons

1) Montrer que pour tout entier naturel n, A,, n’a que des racines simples.
2) On s’intéresse désormais aux racines réelles /\gn) <...< )\((JZ) de A,,.

a) Calculer ¢, en fonction de la parité de n.

b) Montrer que A\ —s —co. Est-ce intuitif ?

12



1.5 Calcul matriciel et déterminants

EXERCICE 1.5.1 (Déterminant de Vandermonde) #Corrigé !

Soient ap, asg, ..., a, des nombres complexes.
al a12 PN aln_l
az a22 PR a2n_1
Montrer que |: = H (ag, — ap).
. . h<k
1 a, a2 -+ a," !

EXERCICE 1.5.2

. a b N .
Montrer que I'ensemble des matrices ( ), ou (a,b) € R?, est isomorphe au corps C.
a

EXERCICE 1.5.3
Soit K un corps commutatif et n un entier naturel. Déterminer le centre de l'algébre M, (K).
EXERCICE 1.5.4 (Critere d’Hadamard) #Corrigé !

Soit A une matrice de M,,(C) tel que pour tout i < n, |a;| > Z la;;]. Montrer que A est inversible.
J#i

EXERCICE 1.5.5

Montrer que est divisible par 12.

TN O ©
= o © Ot

= Ot 0o
O N = O

EXERCICE 1.5.6

Soit A une matrice de M,,(K). Démontrer que si (A™), . converge alors sa limite est une matrice
de projection (c’est-a-dire une matrice P telle que P? = P).

EXERCICE 1.5.7

Démontrer que l'exponentielle réalise une surjection de M,,(C) dans GL,(C). En déduire que toute
matrice inversible & coefficients complexes admet une racine carrée.

EXERCICE 1.5.8

Soit F' une matrice symétrique réelle. Notons f la matrice extraite obtenue en supprimant sa derniere
ligne et sa derniére colonne. Que dire des valeurs propres de F' par rapport a celles de f 7

EXERCICE 1.5.9

Déterminer le sous-espace vectoriel de M,,(R) engendré par I’ensemble des matrices diagonalisables.
EXERCICE 1.5.10

Soit K un corps fini de cardinal g. Alors une matrice M € M(K) est diagonalisable si et seulement

si M%7 =M.
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EXERCICE 1.5.11

Démontrer que si G est un sous-groupe de GL, (K) formé de matrices de symétries alors il est fini
et de cardinal < 2". En déduire que GL,,(K) ~ GL,,(K) si et seulement si m = n.

EXERCICE 1.5.12

Déterminer les matrices A de M,,(R) telles que pour toute matrice M de M, (R), det(A + M) =
det A4 det M.

EXERCICE 1.5.13

Soient Ay, ..., A, € M, (R). Supposons que pour i # j, “A;A; =0 et que Y 7_, Ay := B € GL,(R).
Montrer que Y, _, rg Ax = n. (Indication : traiter le cas ot B = I,,.)

EXERCICE 1.5.14

Soit K un corps. Montrer que les matrices de M2 (K) de trace nulle commutent. (Indication : Montrer
que AB—BA = (tr B)A+ (tr A)B + (tr AB —tr Atr B)I5.)

EXERCICE 1.5.15
Soit M carré d’ordre 2n telle que m;; = 0 et pour i # j, m;; € {—1,1}. Alors M est inversible.
EXERCICE 1.5.16
Les monomes sont les seuls polynémes P tels que pour tout M € M,,(C),
(P(M) = 0 implique trM = 0).
EXERCICE 1.5.17

Soit n un entier naturel et H un sous-groupe de SL,,(C) dont la seule matrice scalaire est 1'identité
et tel que pour tout M dans SL,,(C), il existe a € C tel que M = aH.
1) Montrer qu’il existe un morphisme f surjectif de SL, (C) dans U,,.
2) Montrer que pour toute matrice M dont le sous-espace caractéristique pour 1 est un hyperplan,
fM) =1.
3) Nommons T (pour transvection) l'ensemble de ces matrices. Montrer que T engendre SL,,(C).
En déduire que n = 1.

EXERCICE 1.5.18

Soit n € N*. Montrer qu'’il existe n? nombres réels tels que toute matrice de taille n x n formée &
partir de ces nombres est inversible. Est-ce toujours le cas si les nombres sont supposés appartenir a
Pintervalle [1,2]?
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1.6 Espaces euclidiens

EXERCICE 1.6.1 (Famille obtuangle)

Soit (x1,...,xp) une famille de vecteurs de R"™ tels que (x; |z;) < 0.
1) Montrer que toute famille extraite de p — 1 vecteurs est libre. En déduire que p<n + 1.
2) Montrer que l'on peut trouver une telle famille si p = n + 1.

EXERCICE 1.6.2 (Polynéme invariants sous l’action de O2(R))

Soit P € R[z1, 22, y1, yo], noté génériquement P(z,y) si x = (z1,22),y = (y1,¥y2). On fait agir O2(R)
sur Rz, x2,y1,y2] par la relation u.P = P(u(x), u(y)).

1) Montrer que P(a,0,b,c) est un polynéme en a?, b?

2) Montrer qu’il existe N € R[u, v, w] et un entier naturel « tel que

N((z]2),(yly), (z]y))
(x]z)” '

3) Soit R € Ru, v, w] tel que quels que soient les vecteurs z,y de R?, R((z|z), (y|y), (z|y)) = 0.
Montrer que R = 0.
4) En déduire que P s’écrit H((z | x), (v |y), (x|y)), ou H € R € R[u, v, w].

,c2 et ab.

P(Ji,y) =

EXERCICE 1.6.3
1

Soient ay, ..., an, b1, ..., b, 2n nombres réels strictement positifs. Notons A = <) .
@5bi + aibi ) (i jyeftnx(1.0)

A quelle condition A € ST (R).

EXERCICE 1.6.4

Soient (e, ..., e,) une base de E. Montrer qu’il existe une base (e}, ..., ¢€},) telle que pour tout € E,
n
x = Z(x|ek)e§€.
k=1

EXERCICE 1.6.5

Soient (E,||.||) un espace vectoriel normé de dimension finie, a,b € E tels que a # 0. Notons F
Pensemble des endomorphismes f de E tels que f(a) = b et [||.]|| la norme subordonnée. Montrer que

inf .
int |17

Traiter le cas o F est I’ensemble des endomorphismes f de E tels que f(ay1) = b1, f(az) = be, ol
(a1,a2) est une famille libre.

EXERCICE 1.6.6

Soit (e, ..., ey,) une base de E. Définissons ’'endomorphisme f défini par
fl@) =" (ex|x) e
k=1

1) Montrer que f est symétrique défini positif. En déduire qu’il existe un endomorphisme g symé-
trique tel que g% = f~1.
2) Montrer que (g(e1),...,g(e,)) est une base orthonormale de E.

EXERCICE 1.6.7

Soit S la sphere unité de E. Pour p € {1,...,n}, V, 'ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension
p. Soit f un endomorphisme symétrique de E et A1 <...< A, les valeurs propres de f comptées avec leur
multiplicité. Montrer que

Y=l s V@
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1.7 Arithmétique
EXERCICE 1.7.1
Démontrer qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus a 3 modulo 4.
EXERCICE 1.7.2 #Corrigé !

Soient P et @ dans Z[X] premiers entre eux en tant qu’éléments de Q[X]. Démontrer que la suite
(P(n) AQ(n)),en (= (u(n)), cn) est périodique.

EXERCICE 1.7.3

Déterminer les entiers n tels que le nombre de solutions ordonnées de ’équation diophantienne

1 1 1
4+ ==
T Yy n

est exactement k. Que peut-on dire si k est premier ?
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2

Topologie générale

2.1 Nombres entiers naturels
EXERCICE 2.1.1

Déterminer les fonctions f de N dans N telles que pour tout entier naturel n,

f(n)+ fof(n)+ fofof(n)=3n.
EXERCICE 2.1.2

Démontrer que tout nombre entier naturel est la somme de quatre carrés. (On pourra considérer
lensemble des quaternions.)

EXERCICE 2.1.3

Montrer qu'un nombre rationnel m/n (ot m An = 1) est un carré dans Q si et seulement si m et
n sont des carrés parfaits. En déduire qu’un entier est un carré dans Q si et seulement s’il est un carré
parfait.

EXERCICE 2.1.4

Soit B ¢ N?. On dit que (a, b) est un point sud-ouest de B si BN] — 00, a]x] — 00, b] = {(a,b)}. Montrer
que si B est non vide alors ’ensemble SW(B) des points sud-ouest est un ensemble fini non vide.

EXERCICE 2.1.5
"1
Soient H,, = Z T le terme général de la suite des sommes partielles de la série harmonique et Ag

k=1
Pensemble des fractions irréductibles p/q, ou 3 ne divise pas q.

1) Déterminer les entiers n tels que H,, est entier.

2) Montrer que Az est un sous-anneau de Q.

3) Soient k € N* et s : Z — Z /3" Z la surjection canonique. Montrer qu’il existe un unique
prolongement morphique de groupes de s a As.

4) Soit m € {1,2}. Montrer que si Hz,+,, € Az alors H,, € 3A3.

2.2 Nombres réels
EXERCICE 2.2.1

1) Soient a, b des nombres réels.
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a) On les suppose plus petits que 1. Etablir I'inégalité (1 + a)(1 + b) < 2(1 + ab).
b) Soient A, A’ des nombres réels positifs tels que A + ) = 1. Factoriser la fonction polynomiale
x— (Na? + Xab) — (Mo + Xa)(N'z + \b) définie de R dans R.
¢) En déduire que si a et b sont plus petits que 1 alors on a (X + Aa)(A + Ab) < N + dab .
Préciser les cas d’égalité.
2) Soient aj,...,an,b1,...,b, des nombres réels positifs, tels que a; > a

2= ...=>a, et
by = by = ... =2 b,. Démontrer l'inégalité (aq + ...+ an)(b1 + ...+ by)

n(albl +...+ anbn)

AN,

EXERCICE 2.2.2

a’!l
Soit @ un nombre réel. Montrer que lim ('> =0.
/) neN

EXERCICE 2.2.3
Montrer que Z + v/2Z est dense dans R.
EXERCICE 2.2.4
Montrer qu'’il existe deux nombres irrationnels a et b tels que a® est un nombre rationnel.
EXERCICE 2.2.5 (Irrationalité de 7)

Soient p, ¢ deux entiers naturels non nuls. L’on pose P,, = %X”(p —gX)™.

a) Montrer que pour tout entier naturel n, P,, et ses dérivées successives prennent des valeurs entiéres

aux points p/q et 0.
P/2q
b) Montrer que la suite de terme général I,, = P, (t) sin(t)dt converge vers 0.
0
¢) En déduire, par 'absurde, que 7 est irrationnel (sinon en posant T = p/q, on montre au moyen

de 2n intégrations par parties que I,, est un entier).
EXERCICE 2.2.6 (Irrationalité de In 2)

Quels que soient le nombre complexe z # 0 et 'entier naturel n, posons

I,(2) = /1 we”dt .

1 n!

1) a) Calculer Iy(z) et I1(z).
b) Pour tout entier naturel n, montrer que

4 in+6
Inta(z) = ;[n(z) - TIHH(Z) .

¢) En déduire que pour tout entier naturel n, il existe un polynéme A, de Z[X] de degré n tel

que pour tout nombre complexe z # 0,

e*Ap(2) — e FAL(—2
In(z) = S2ntl (=2) :

2) Soit z un rationnel non nul tel que e* est rationnel.
Montrer I'existence d’un entier non nul D tel que pour tout entier naturel non nul n,

D"I,,(z) est un entier.
Démontrer également que lim D™I,(z) = 0. Conclure.

n—o0

En déduire que si r est rationnel non nul alors e” est irrationnel, et si de plus r est différent de 1
alors Inr est irrationnel.
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EXERCICE 2.2.7

. P . . Q;
Soient aq,...,a, des nombres réels strictements positifs. Montrer que E = >n2

s

= aj

,J
EXERCICE 2.2.8

Discuter les maxima et minima de la fonction © — (x —a)™(x —b)™ (définie dans R), ot m et n sont
des entiers naturels, en considérant différents cas selon leur parité. Esquisser le graphe de la fonction.

EXERCICE 2.2.9

Pour tout nombre réel x > 1, on note E, Pensemble formé des nombres entiers naturels [z], [2z], [3z], . . .
Soient a et b des nombres réels > 1. Monter que N —{0} est la réunion disjointe de E, et de E; si et
seulement si a et b sont irrationnels tels que 1/a+1/b = 1.

EXERCICE 2.2.10 #Corrigé !

Considérons une suite r de nombres rationnels convergente vers un nombre irrationnel . Démontrer
que la suite du numérateur et celle du dénominateur de r tendent vers oco.

EXERCICE 2.2.11

Montrer que (Inpy,),cn, OU pp désigne le n-iéme nombre premier, est une famille libre du Q-espace

vectoriel R.

EXERCICE 2.2.12 (Math. Trip. 1909.) #Corrigé !

If a1, as, ..., a, are all positive, and s, = a1 +az + -+ - + a,, then
sy Sn
(1+a1)(1+a2)...(1—|—an)§1—|—5n+54_..._1_ﬁ_

EXERCICE 2.2.13 #Corrigé !
Soit ¢ un nombre réel tel que pour tout entier naturel n > 0, n® est entier. Que dire de ¢?

EXERCICE 2.2.14
o0 o0

Soit (en),,cn Une suite décroissante de réels > 0 tel que s = Z en < 400. Notons r,, = Z er. On
n=0 k=n-+1

J= {idnen, (dn)pen € {1, —1}N} .

1) Supposons que J est un intervalle, on dit dans ce cas que (e,), . est une base discrete. Montrer

s’intéresse a

que pour tout n € N, e, <rp.
2) Supposons que pour tout n € N, e, <ry. Soient t € [—s, 5] et (t,), cn définie par to =0 et

tnt1 = tn + e, (vesp. t, —e,) sit, <t (resp. sinon) .

Montrer que pour tout n € N, |t, — t| < e, + r4,. Conclure.
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2.3 Nombres complexes
EXERCICE 2.3.1

1) Montrer que tan? 17—8 + tan? g + tan? ?1’—; + tan? %T = 36.

2) a) Montrer que sin? e sin? Z et sin? 277 sont les racines de 642 — 11222 + 562 — 7 = 0.
2 27

b) En déduire que sin? Z + sin® 2F — sin® 7 = 1/7.
EXERCICE 2.3.2

Démontrer que tout endomorphisme du R-espace vectoriel C est, pour deux uniques nombres com-
plexes a, b, la fonction numérique complexe

Z— az + bz.
EXERCICE 2.3.3

Démontrer que le produit des distances de 1 aux racines n—iemes de 1'unité vaut n.
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2.4 Suites
EXERCICE 2.4.1

1) Démontrer qu’il existe une unique suite (z,)nen telle que xg = 3 et, pour tout nombre entier
X , . . 1. . .
" Déterminer son terme d’indice n en fonction du nombre entier naturel

naturel n, r,41 = 3

n

n.
2) Démontrer qu’il existe une unique suite (z,),enN telle que g = 2,21 = 1 et, pour tout nombre
. 6$n1‘n—1 , . . . .
entier naturel n, z,41 = PRI Déterminer son terme d’indice n en fonction du nombre
Tn Tn—1

entier naturel n.

EXERCICE 2.4.2

Soient a, b des nombres réels. Calculer

a+b ab 0 0
1 a+b ab
0 1 0
: a+b ab
0 0 1 a+b

(déterminant d’ordre n).
EXERCICE 2.4.3

Dans les questions suivantes est demandé de calculer la limite, si elle existe, de la suite énoncée.

1) (sn)nen:=(1+ % +...+ %)n% et (s, —Inn)pen.
2) (14 5+ + 2)nz1-

nl!

8) Ut g1+ + ooy + oy iy 2

EXERCICE 2.4.4

Soit (un),cn une suite réelle bornée telle que w41 —u, — 0. Démontrer que 'ensemble des valeurs
d’adhérences de (uy), n €st un segment de R.

EXERCICE 2.4.5 #Corrigé !
Fournir la limite et un équivalent de u,, — [ pour
n
1
k=0 \k
EXERCICE 2.4.6 #Corrigé !

Démontrer que la suite (uy,), >0 converge et donner sa limite, ot ug € C* et

U Uy
Up+1 = f

EXERCICE 2.4.7

Soit f continue, a valeurs strictement positives, définie sur un segment.

1/n
1) Calculer la limite quand n croit indéfiniment de < / f") .
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U
2) Calculer la limite quand n croit indéfiniment de n“, ou u, = / fr.
Un

3) Calculer la limite quand n croit indéfiniment de < / f v ") .

EXERCICE 2.4.8

Etudier la (u”)nEN définie par u; > 0 et pour tout entier naturel n, u,41 = "7” + le.

EXERCICE 2.4.9

Soient ag, bo, co trois nombres entiers et (an),cn s (bn)pen s (Cn),en définies par
ap41 = |an - bn‘ ,
bn—i—l = |bn - Cn‘ ,
Cntl = |Cn — Gy -
Démontrer que la suite ( (an,bn,cn) ),en st 3—périodique & partir d'un certain rang N, & partir

duquel — & une permutation preés — (an,bn,cn) = (0,p A ¢, p A q), o (Angs bngs Cny) = (0,p,¢) (& une

permutation prés).

EXERCICE 2.4.10

Soient ag, bo, co, do quatres nombres réels et (an),cn s (bn)nen s (€n)nen > (dn), en définies par
Ap4+1 = |an - bn‘ 5
anrl = |bn - Cn‘ 5
Cn+1 = |Cn - dn‘ 5
dn+1 = |dn — an| .

Démontrer que les suites stationnent & 0 sauf si — & une permutation prées — (ag,bo,co,do) =
(1,€,€2,6%), ot € — 1 est Punique racine réelle de X* +2X? —2.

EXERCICE 2.4.11

Soient (2,,),c une suite de nombre dans |0, 1] et (uy), o définie par u, = z,(1 — z,41). Montrer
que la plus petite des valeurs d’adhérence de (uy),, o est inférieur & 1/4 et qu’en cas d’égalité (),

converge vers 1/2.
EXERCICE 2.4.12
1) Soient a,b, c des nombres réels > 0 et 3/ug := 1/a+ 1/b+ 1/c, vy := Vabe, wg := (a + b+ c)/3.

Comparer ug, vg et wg.
2) Soient (un),ens (Vn)pen € (Un),cn définies par

3 tunt1 =1/ up + 1/ v, + 1/wy, , Opg1 i= JUunVpWn , Wpt1 = (Up + v, +wy) /3.
Montrer que les trois suites convergent vers la méme limite.

EXERCICE 2.4.13

Soit (@), cn une suite réelle définie par

An—1
n+1

ap41 = Gp + @

Montrer que a,, = Az, + pén, ou A\, u € R et
(—1)"0(”

a
Ty ~ N 7€nN nlpatl
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2.5 Séries

EXERCICE 2.5.1

Etudier les séries suivantes.

1
1) T; na(mn)?’ ol «, (3 sont des nombres réels.
a
2 - , ol (Gn)nen est une suite d’éléments de K différents de —1.
) Y AraT ey Ot (@)en

n>1

I

EXERCICE 2.5.2

Soit E Uy, une série réelle semi-convergente. Montrer que pour tout nombre réel a, il existe une

n>=0
o0
permutation o telle que Z Ug(n) = @, et qu'il existe une permutation vy telle que Z U~y (n) diverge.
n=0 n>0

EXERCICE 2.5.3

1) Montrer que pour tout entier naturel n, il existe un polynéme P, tel que pour tout réel ¢ tel que
0<t<m/2,
sin (2n+ 1)t

P, (cotan’t) = PTES

sin
2) Pour tout entier naturel n, expliciter les racines de P, et leur somme.
3) A partir de I'inégalité cotan®t < 1/t < cotan®t + 1, déterminer la valeur de ¢(2).

EXERCICE 2.5.4

Notons par d(n) le nombre de diviseurs de I’entier naturel non nul n.
Montrer que pour o > 1,

n

Z d(:) _ C2(O‘)~
n=1

Montrer que pour a > 2,

o~ 2(n) _ Cla—1)
2w T @

EXERCICE 2.5.5 (Etude des séries alternées) #Corrigé !
On dit que la série Y u,, enveloppe le réel A si pour tout entier naturel n,
Un #0 et |[A— (up+ ...+ up)| <|upt1]-

On dit qu’elle enveloppe strictement le réel A s’il existe une suite (6,,),>1 d’éléments de |0, 1] telle
que pour tout entier naturel n,

A— (UO + ...+ un) = 0n+1un+1.

1) Donner un exemple de série divergente qui enveloppe A > 0. Donner un exemple de série conver-
gente qui enveloppe un réel. Donner un exemple de série convergente qui n’enveloppe aucun réel.

2) Démontrer que si »_ u, enveloppe strictement A alors elle est alternée. Démontrer que A est alors
compris entre deux sommes partielles consécutives.
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3) Démontrer que si Y u,, est alternée et que pour tout entier naturel n > 0, A — (ug + ...+ uy) est
du signe de u,y1, alors la série est alternée et enveloppe strictement A.

4) Démontrer que si Y u, enveloppe A et si (|uy|)n >0 est strictement décroissante alors la série est
alternée et enveloppe strictement A.

EXERCICE 2.5.6 #Corrigé !
Montrer que la série des inverses des nombres premiers est divergente.
EXERCICE 2.5.7

Démontrer qu’une série est absolument convergente si et seulement si elle est commutativement
convergente.

EXERCICE 2.5.8

s(n)

Etudier la série Z ou s(n) désigne le nombre de chiffres de n dans sa décomposition en

= n(n+1)’
base 2.
EXERCICE 2.5.9
Montrer que
> e e
—a@+1)...(x+n) = (z+n)n!’

EXERCICE 2.5.10

> a—1,.n
n* tx
Soient o un nombre réel > 1 et S, (x) = E ———— Montrer que pour z — 1, x < 1,

1—=z
n=0

e

EXERCICE 2.5.11

PREPLCHC

Soient a,b des nombres réels positifs et (uy,) définie par ug = 1 et

neEN

Up+1 _n+a

Up, n+b

A quelle condition E u, converge ? Si elle converge calculer sa somme.
n>=0

EXERCICE 2.5.12

Notons Uy, := U U,. Soit € ¢ U,,. Montrer que {e"?,n € N} est dense dans U.
neN*

Soit z un nombre complexe. Montrer qu’il est faiblement algébrique, c’est-a-dire qu’il est zéro d’une
oo

fonction entiére en 0 & coefficients dans Q, i.e. il existe (a,) € QN telle que Z anz" = 0.

n=0
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2.6 Espaces normés
EXERCICE 2.6.1

Soient F, F' des espaces vectoriels normés de dimension finie et f une application continue de E dans
F telle qu’il existe M >0 tel que quels que soient les vecteurs =,y de F,

1f(x+y) = f2) = fFII <M .

On pose pour tout n de N, u,, la fonction définie par u,(z) = 7+ f(2"x).
1) Montrer que si M = 0 alors f est linéaire.
2) Montrer que pour tout z de E, (u,(x)), cn converge.
3) Montrer que g, définie par g(z) = nl;rr;o un (), est linéaire.

EXERCICE 2.6.2

Soit A une R-algébre compléte et unitaire.
1) Montrer que si ||z|| < 1 alors 1 — z est inversible.
2) Montrer que I’ensemble des inversibles est un ouvert.

EXERCICE 2.6.3
Exhiber une norme d’algebre sur R[X] et démontrer qu’il n’en existe pas sur F(R,R).
EXERCICE 2.6.4

Démontrer que sur un espace vectoriel normé, une boule fermée est définie par un unique rayon et

un unique centre.
EXERCICE 2.6.5
Exhiber, pour tout polynéme P de R[X], une norme telle que (X"), _ converge vers P.
EXERCICE 2.6.6 #Corrigé !

Démontrer que les seuls parties ouvertes et fermées d’'un R-espace vectoriel E sont I’ensemble vide
et F.

EXERCICE 2.6.7 #Corrigé !

Soient K une fonction de C([0,1]2,R) symétrique, E = C([0,1]) et ® I'endomorphisme défini par
o(f)(x) = fol K(z,y)f(y)dy. Montrer que pour tout A > 0,

. 1
dim Ker (& — Mdg) < 2 / o K(z,y)dzdy.

EXERCICE 2.6.8 #Corrigé !

Montrer que ’ensemble €2, des polynoémes scindés a racines simples de degré n est un ouvert de
R, [X].

EXERCICE 2.6.9
Soit K un fermé de [0, 1]? tel que pour tout x de [0,1], K, est un intervalle non vide ou
K:v = {ya (x,y) € K}

Montrer que K est connexe.
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EXERCICE 2.6.10

Soit p une norme sur M,,(R). Notons p*(M) = sup {tr(MB), p(B) = 1}.

1) Montrer que p* est également une norme.

2) Montrer que le déterminant atteint son maximum sur la p—sphére unité.

3) Soit Ag une matrice ol det atteint son maximum sur la p—sphére unité. Montrer que Ay est
inversible et que p*(Ag~1) = n.

EXERCICE 2.6.11 (Extension de normes)

Soient E un espace vectoriel et V (resp. W) un sous-espace vectoriel de E normé selon la norme N
(resp. N3). Supposons que pour toute suite (zn)neN a valeurs dans VN'W, si z,, — v selon la norme
N; et z, — w selon la norme N5 alors v = w. Montrer que N fait de V+ W un espace normé, ou

N(u) = inf Nj(v)+ Na(w).

u=v+w

EXERCICE 2.6.12 (Caractérisation des boules unités en dim < +00)

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Montrer qu’une boule unité pour une norme est
exactement un compact convexe stable par la symétrie x — —x et voisinage de 0.

2.7 Topologie
EXERCICE 2.7.1 #Corrigé !

Soit (E,(.|.)) un espace euclidien de dimension n, N désigne la norme subordonnée & la norme
euclidienne et pour tout sous-espace vectoriel V, py désigne la projection orthogonale sur V. On appelle
grassmannien d’indice d, noté Gy (E), ’ensemble des sous-espaces vectoriels de E de dimension k. On
munit Gi(E) x Gx(E) de Papplication d définie par

d(V,W) = N(pv - pw).

Montrer que pour tout entier naturel k <n, (Gi(E),d) est un espace métrique compact et connexe
par arcs.

EXERCICE 2.7.2

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Montrer que si X est un convexe non borné de E alors
il contient une demi-droite.

EXERCICE 2.7.3

Soit K un compact de R"™ muni de sa norme euclidienne. Notons B := {r > 0, il existe z €
R" tel que K C B(x,r)}. Notons rk la borne inférieure de B et dk le diameétre de K.
1) Montrer que rk existe bien et appartient & B.
2) Montrer qu’il existe un unique zk tel que K C B(xk, k)
3) Montrer que zk est dans I'enveloppe convexe de KN dB(zk, rk).
)

4) Pour n = 2, montrer que

dx
TKS —= .
K /3
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3

Fonction d’une variable réelle

3.1 Fonctions basiques

EXERCICE 3.1.1
Montrer que si x est un nombre réel strictement plus grand que —1 alors 22 > (1 + z) In*(1 4 z) .
EXERCICE 3.1.2

Soit @ un nombre réel strictement positif. Calculer lir}rl 2?(Arctan(a + x) — Arctan(z)).
T—+00

EXERCICE 3.1.3
Démontrer que la famille (exp, cos, sin) est une famille libre de F(R,R).
EXERCICE 3.1.4

1) Démontrer que pour tout entier naturel n, il existe un unique nombre réel z,, tel que e"*" +x,, = n.
2) Donner un équivalent simple de x,, quand z croit indéfiniment.

EXERCICE 3.1.5

1) Démontrer que la fonction & — In(1 + e*) est convexe sur R.
2) Montrer que quels que soient les nombres réels strictement positifs x4, ..., z,,

14+ 21 oy < V(A +x1) ... (14 z,).

3) En déduire que quels que soient les nombres réels strictement positifs a1, ..., an, b1,...,by;

May...an + {/blbng ’\‘/(a1+b1)(an+bn)

EXERCICE 3.1.6

Démontrer qu’il existe une unique fonction continue f de R4 dans R telle que pour tout x >0,

2
e—t

flz) = 2+/0 CENTIOIE (f(t))zdt'

Généraliser le résultat.

EXERCICE 3.1.7

1/a* pour z € R”, et prolongée par continuité en 0. Notons

Soit ¢ la fonction définie par ¢(z) = e~
pour a € R, p,(2) = p(z — a).
1) Montrer que le prolongement est valide et que ¢ est C.

2) Montrer que (¢,)acr est une famille libre de C*°(R,R).
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3.2 Dérivabilité
EXERCICE 3.2.1

e n
. ye x
Soit £ un nombre réel. Montrer que E - = e’
n

n=0

EXERCICE 3.2.2
Fournir un exemple de fonction dérivable en tout point de R, qui n’est pas élément de C'(R.).
EXERCICE 3.2.3

Soit f une fonction de [a,b] dans R de classe C2. Montrer que pour tout z de [a, b], il existe ¢ € ]a, b]
tel que
(x —a)(x —b)

f(b)_f(a) "
ﬁ(x —a)+f (C)f ~

EXERCICE 3.2.4 (Théoréme de Darboux) #Corrigé !

Soit f une fonction numérique réelle et dérivable dans un intervalle I. Démontrer que f'(I) est un
intervalle.

EXERCICE 3.2.5 #Corrigé !

Soit f définie sur un intervalle I dont I'intérieur possede 0. Supposons que f est dérivable et nulle en
0. Pour tout entier naturel n > 1, posons

k=0

1) Déterminer que (u,)n>1 converge et donner sa limite.

Pour tout nombre complexe a, pour tout entier naturel n > 0, posons

vn(a):ﬁ<1—|—nik>.

k=0

2) Soit x € R. Déterminer que (v,(x))n >1 converge et donner sa limite.
3) En déduire la limite de (v,(2))n>1, o0t z € C.

Soient p un entier naturel non nul et A une matrice nilpotente de M, (C). Pour tout entier naturel

n > 0, posons
" kI:IO n+k/)’

4) Démontrer que si P est un polyndéme de C[X] de coefficients (ag, ..., an) alors pour tout k <N,
1 (7 , .
ap = f/ P(e?)e *d0.
T Jo

5) Calculer la limite de (Bp)n>1-
6) En déduire le résultat avec A non nilpotente.

EXERCICE 3.2.6

Soit f une fonction de classe C? et positive sur R. On note Z I’ensemble des zéros de f.
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1) Donner un exemple de f telle que /f est non dérivable.

2) Montrer que pour tout z € Z, f”(z) = 0 si et seulement si \/f est dérivable en z. Soit = € Z tel
que f”(x) = 0. Solent a € R, Jo := [z —a,x + a] et My(a) = |[f"]|, ;,-

3) Montrer que quels que soient ¢, h tels que t et t + h appartiennent & J,,

h2
ft)+hf(t) + ?Mz(a) =0.
4) Montrer que pour tout t € Jg /2,
(f'(t))* <2My(a) ().
5) En déduire que si pour tout x € Z, f”(x) = 0 alors v/f est C.

29



3.3 Calcul intégral

EXERCICE 3.3.1

1
1
Soit f une fonction continue de [0, 1] dans R telle que [ f(z)dz = 7 Montrer que f admet un point
0

fixe.

EXERCICE 3.3.2

/2 /2
Soit f une fonction continue de [0, 1] dans R. Montrer que / xf(sinx)dr = 2/ f(sinx)dz.
0 0

EXERCICE 3.3.3

Soient f de [a,b] dans RT continue et (I,,)nen = (fj(f(:c))"d:v)neN

1) Supposons que pour tout x de [a,b], f(z) < 1. Montrer que lim (I,,),en = 0.

2) Supposons que f(a) =1 et pour tout = de ]a,b], f(x) < 1. Montrer que lim (I,,)pen = 0.
3) Répondre a la question 1) en supposant seulement que f est continue par morceaux.

EXERCICE 3.3.4
Soit f de [0,1] dans R continue. Montrer que lim (fol nx" f(x)dz)pen = f(1)
EXERCICE 3.3.5

Soient f une fonction de R dans R continue et a un nombre réel.

1) Supposons que f est impaire. Montrer que f(z)dz = 0.
—a
a a
2) Supposons que f est paire. Montrer que fl@)dx = 2/ f(z)dz.
—a 0

a+T T
3) Soit T' > 0. Supposons que [ est T-périodique. Montrer que / flx)dx = / f(x)dx.
0

a

EXERCICE 3.3.6

Soient n un entier naturel non nul et u, v des fonctions de [a,b] dans R de classe C™. Montrer que

b

b
+ (—1)"/ u™ (z)v(z)da.

n—1

/b w(z)v™ (z)dz = Z(_l)ku(k) ()0 179 (z)

k=0

a

EXERCICE 3.3.7

¢ Ilnz
Soit @ un nombre réel strictement positif. Calculer / dx.

1/a 1+:E2

EXERCICE 3.3.8

Calculer. )
Todt
1) lim / .
z—1 [ Int
Tr#1
3z
t
2) lim / B
x—0 t2
z£0 V7%

EXERCICE 3.3.9
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Résoudre ’équation fol 2= fol 2= fol f* d’inconnue la fonction continue f.
EXERCICE 3.3.10

Calculer les limites des sommes de Riemann suivantes.

1~ k
1) — .
) n;rH—k

n
1
2) ; CFYOCk ol « est un nombre réel.

EXERCICE 3.3.11

Calculer.
1) / t"Int dt, ou x est un nombre réel et n un entier naturel.
17/2
2) / 22 cos 2xdz.
0
odt
-
0 cht
4) / tant dt, on —7 <z < 7.
0
Toodt
3 | e
o 2+ cost
6) /I sint
o l-4cost
Todt
|
o cost
Toodt
9 | e
o 1+4cost
9) /T/4 sin
o l4sinzx+cosz
T/4 T/4 .
10) / — BT et / Y,
0 CosST + sinx 0 CosSx +sinx
T/4 :
11)/ wm&,7>06t5>0.
o ycosz+dsinx
T/2 d
o [
0 1+sin“z
13) / V14t +t2dt.
0
Toodt . .
14) 5 , ol @ est un nombre réel # 0.
0 t +a2
15) /w dt U t bre réel # 0
———, ol a est un nombre rée .
0o Vt?+a?
“dt
16 / ———, ou a est un nombre réel positif et —a < x < a.
) T p
Todt
17) / ——,n €N
o (1+1¢2)n
1
18) / (zlnx)"dx, ot n est un entier naturel.
0
19) [

EXERCICE 3.3.12
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Calculer.

. dt
Dt G
0
. v dt T/2n N .
2) lim (= 5:5755,), o n est un entier naturel.
a=too J 1+4tn sin7/2n
x
3) lim
r—r 0

EXERCICE 3.3.13

Soit f une fonction définie dans un intervalle I de R a valeurs complexes. Montrer que 1’ensemble
des valeurs de f est inclus dans une demi-droite de C si et seulement si

1= [

EXERCICE 3.3.14 (Calcul de l'intégrale de Gausf)

Pour tout x >0, posons

+oo e—J;tZ
= ——dt.
@) /0 1+ ¢2

Montrer que f est bien définie, et en utilisant une équation différentielle élémentaire dont f est

solution montrer que
oo 2 T
/ e tdt = \/7 .
o 2

EXERCICE 3.3.15
Soit P un polynéme réel de degré > 2. Montrer que f0+oo cos(P(t))dt converge.
EXERCICE 3.3.16

Soit f une fonction & valeurs strictement positives définie sur [0, 1]. Montrer qu’il existe ay, .

a?+1 1 1 . n
f= f/ f. Etudier la limite, quand n — oo, de Z a;".
Jo i=0

UG
tels que pour tout 1 <7< n, /
a’

EXERCICE 3.3.17 (Formule des résidus)

Soit F une fraction rationnelle définie et intégrable sur R. Que dire de cette fraction rationnelle ?
Notons aq, ..., a, les poles distincts de F et P* le demi-plan des nombres complexes z tels que Sz > 0.
Notons Res(ag) le coefficient de

dans la décomposition de F en éléments simples.
“an
1) Montrer que

Z Res(ay) = 0.
k=1

2) A Taide de fTT F(t)dt, montrer que

/ o F(t)dt =2ir Y Res(az).

ap€ePt

3) En déduire que pour m > n, la valeur de
+oo 2n
x
I = / ——dt.
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4) En déduire par densité la valeur pour tout o > 1,

oo qe
I(a) = :
(@) /0 140

EXERCICE 3.3.18

Soient a, b deux nombres réels strictement positifs tels que a <bet les suites (an),cn, (On),cn définies
par :
ap + by,
2

1) Montrer que (an),cn €t (bn),cn convergent vers une méme limite Ma(a, b).

ap=a,byp =bet api1 = yont1 = Vapby.
2) Considérons l'intégrale suivante :

Foo du
oo V(W2 a?)(u +b?)

12 (a, b) =

b
Montrer que Iy(a,b) =1y <a;L ,\/E)

3) En déduire que
L(a,b)Ma(a,b) = <.

EXERCICE 3.3.19

e at
Notons I,, = / —_—
o (@4
1) Déterminer la limite de (I,,),,cn-
2) Montrer que pour tout entier naturel n > 1,
3n—1
I’I’L-‘rl == ?)n In

I,
3) Montrer que E — converge et exprimer sa somme a ’aide d’une intégrale.
n
n>1

EXERCICE 3.3.20

Soit f une fonction continue non nulle et 7—périodique.
1) Montrer qu’il existe k tel que

/T th f(t)dt # 0.

0
2) Soit kg le plus petit parmi les entiers précédents. Soit u une fonction C*o. Etablir le développement

. L 1
asymptotique avec une précision o [ —— | de
nk0+1

L, :/ u(t) f(nt)dt.
0
EXERCICE 3.3.21 (Méthode de Gau$)

Soit n un entier naturel non nul. Montrer qu’il existe A1,..., Ap,a1,...,a, € R tels que pour tout

/ P(t)dt = > AeP(a).
0 k=1

EXERCICE 3.3.22

polynéme P de Ra,—1[X],

Soit E = {u,u € C?([0,1],R),u(0) = 0,u(1) = 1}. Calculer
1
inf / u? + %
uek 0
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3.4 Equations différentielles linéaires

EXERCICE 3.4.1

Pour toutes les équations différentielles considérées, on donnera des solutions définies dans R, a
valeurs réelles.
On se propose de résoudre I’équation différentielle linéaire

(%) 2" +22' tht+xz=sht.

On lui associe ’équation homogeéne (xx) =’/ + 2z’ tht + 2 = 0.

1) a) Vérifier que les solutions de ’équation différentielle homogene 2’ + z th ¢t = 0 sont solutions de
Péquation (xx).
b) Résoudre le probléme de Cauchy z(0) = 1 attaché a 1’équation différentielle 2’ 4+ z th ¢ = 0.
On désignera par u la fonction obtenue, qui est indéfiniment dérivable. (On ne cherchera pas
a le démontrer.)
2) Soit x une fonction numérique deux fois dérivable. On lui associe la fonction numérique y = z/u,
qui est deux fois dérivable d’apres la théorie générale de la dérivation.
a) Vérifier que x est solution de I’équation (x) si et seulement si y’ est solution d’une équation
différentielle d’ordre 1, que 'on précisera.
b) Résoudre cette équation différentielle linéaire d’odre 1.
¢) En déduire les solutions de 1’équation différentielle (x).

EXERCICE 3.4.2

On se propose de généraliser le formulaire classique de trigonométrie au cas des fonctions qui jouent
pour l’équation différentielle z” — o2’ + wx = 0 le méme role que cosinus et sinus pour 1’équation
différentielle " + x = 0.

Soient o, w des nombres complexes. On rappelle que, pour tout couple (xg, :EE)) de nombres complexes,
il existe une unique fonction numérique complexe x deux fois dérivable dans R , telle que

2(0) = xo, 2/(0) = zy, 2’ — oa’ + wz = 0.

On note ¢ (resp. s) la fonction obtenue pour le couple (1,0) (resp. (0,1)). On désigne par E I’ensemble
des fonctions numériques complexes x deux fois dérivables dans R, telles que 2" — o2’ + wz = 0.

1) Soit 2 un élément de E. Etablir Pégalité x = x(0)c + 2/(0)s. Vérifier que 2’ appartient & E, ainsi

que, pour tout nombre réel a, la fonction ¢t — x(t + a) définie dans R.

2) Calculer ¢”(0) et s”(0) en fonction de o et de w.

3) En déduire les relations ¢ = —ws et s’ = ¢+ os.

4) Soient t,u des nombres réels. Etablir les formules

c(t +u) = c(t)e(u) — ws(t)s(u),

s(t+u) = s(t)e(u) + c(t)s(u) + os(t)s(u).

5) On pose W = ¢s’ — s (c’est le Wronskien de ’équation différentielle). Démontrer que W est
solution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre, & coefficients constants. En déduire
la valeur de W(¢) pour tout nombre réel .

6) Exprimer W & laide des nombres complexes o,w et des fonctions ¢, s (et non leurs dérivées).
Quelle relation obtient-on qui généralise les formules cos?t + sin’t = 1 et ch?t—sh?t = 17

7) Donner une condition nécessaire et suffisante sur les nombres complexes o, @ ppur que la fonction
¢ (resp. s) soit paire (resp. impaire).

8) On suppose w non nul. Démontrer que si 'une des fonctions ¢, s est périodique alors les éléments
de E le sont aussi et qu’alors o est imaginaire pur.
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9) On suppose o nul. La fonction s est-elle nécessairement périodique ?
10) Donner une condition nécessaire et suffisante sur les nombres réels o, @ pour que les fonctions ¢
et s soient périodiques de méme période.

EXERCICE 3.4.3

Counsidérons 1'équation différentielle dans R (H) : 2" + a(t)z’ + b(t)x = 0, ou a, b sont des fonctions
continues. Soit (¢1, p2) un systéme fondamental de Sol(H).

1) Montrer que les zéros de 7 (resp. p2) sont isolés.

2) Montrer qu’entre deux zéros successifs de @1, il existe un unique zéro de ps.

EXERCICE 3.4.3

Considérons 1'équation différentielle d’ordre 2 suivante :  (E) : ta” + 2’ + ¢tz = 0.

1) Montrer que f, définie par f(t) = OT/Q cos(tsin 0)d0, est solution de (E) sur R.

2) Quelles sont les solutions développables en série entiére en 0?7

3) Soit fo une de ces solutions et telle que fo(0) = 1. Montrer qu’une solution f de (E) sur |0, o] ou
a > 0 est non bornée au voisinage de 0 si et seulement si (fy, f) est libre.
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3.5 Etude locale de fonctions a valeurs réelles
EXERCICE 3.5.1

Trouver un équivalent simple de
1) ('\/’Il + 1+ \/ﬁ)nGNa

2) (\/n+ - n)nGNa

3)

EXERCICE 3.5.2

Dans les questions suivantes est demandé de calculer le développement limité d’ordre n en a, si elle
existe, de la fonction énoncée.

1) t — In(1 +sin2¢t), a =0, n = 3.

2) t— ln(cost) a=0,n=06.

3) t 1+6” a=0,n=2.
Yt eVia=4n=2.
5) t%tant a=0,n="1.
)t
)

>

6) t — (cost)e@nt g =0 n=2.

) t— ,a=,n=.

EXERCICE 3.5.3

1
Soit f une fonction de classe C! définie dans [0, 1] & valeurs réelles telle qu’en 1 f(x) ~ = et
-z
f' est croissante. Montrer que f’(x) ~ ﬁ.

EXERCICE 3.5.4 (Cardinal de I’ensemble des points de discontinuités)

Soit f une fonction de R dans R. x est un point de discontinuité de premieére espece de f si f est
discontinue en x et si les limites & gauche et a droite (f(z7), f(z™)) existent. On note Disc(f) I'ensemble
de ces points.

1) Soit f une fonction monotone. Montrer que les limites & gauche et & droite existent toujours et

que Disc(f) est dénombrable.

2) f est désormais quelconque. Montrer que Disc(f) est dénombrable.
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3.6 Suites et séries de fonctions
EXERCICE 3.6.1 #Corrigé !

Soit (an)nenN une suite de réels distincts et bornée. Notons A = {a,,,n € N}.
1) Montrer que la fonction f définie par

oo

o) =y g

n=0

est bien définie sur R et dérivable dans R —A.
2) La suite (an)nen n’est plus supposée bornée. Donner une fonction analogue ayant les propriétés,
démontrées précédemment, de f.

EXERCICE 3.6.2 #Corrigé !
Montrer que o
/1 x Fdx = Zn‘" .
0 n=1
EXERCICE 3.6.3 #Corrigé !

Montrer que quels que soient les nombres réels a,b > 0 ,

1 b oo —(b+1)t _ ,—(at+1)t
o —¢
I(a,b):/ dt:/ ¢ ¢ dt .

EXERCICE 3.6.4

221:—1

=L@ (z+3).

EXERCICE 3.6.5

Montrer que Yz > 0,T(2z) = /2

Soit (ay,) la suite définie par

neN

o0
L a
A T’aide de E —Tm", calculer a,.
n

n=0

EXERCICE 3.6.6

Soient f, g deux fonctions continues de R’ dans R, non constantes, de limite nulle en 0 et en I'infini.
Notons pour tout entier naturel n, f,(z) = f(nz), g,(z) = g(z/n) et hp(x) = fn(z)gn(z). Etudier la
convergence simple et uniforme des fonctions f,, g, et h, sur tout intervalle de R .

EXERCICE 3.6.7 (Logarithme complexe)

-1 n—1
1) Quel est le rayon de convergence R de Z L
n
dans le disque ouvert de convergence.
2) Montrer que si |z| < 1 alors la fonction wu, définie par u(t) = e

2™ ? On notera L(z) la somme de cette série

L(t2) " est dérivable sur [0,1] et
calculer sa dérivée.
3) Démontrer que si |z| < 1 alors

el =14 2.

Interpréter cela.
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4) Soit A une matrice de M, (C). Justifier I'existence d’un réel @ > 0 tel que pour tout nombre
complexe z de module < a,

(OO (_1)11—1 n n)
det(I, + zA) = exp Z — tr (A™) 2" ).

n=1

5) Que dire de A si pour tout n>1, tr(A™) =07
EXERCICE 3.6.8

Soit @ un entier > 2. Montrer que quand z — 1~
o0
Z 2" ~In(1 - I)
= Ina

EXERCICE 3.6.9 (Points du réseau Z?*)

On se place dans R? euclidien usuel. Pour tout 7 > 0, notons q(r) le nombre de points & coordonnées
entiéres de norme <1 et g4 (r) ceux parmi les ¢(r) précédents dont les coordonnées sont positives.
1) Trouver des équivalents en o0 de g et g.

2) Soit f définie sur | — 1,1[ par
2
1 N 2

Montrer que .
f =3 g (v,
n=0
4) Donner un équivalent de f en 1.
EXERCICE 3.6.10 #Corrigé !

Déterminer 'existence et la valeur de la limite quand x — 1~ de
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3.7 Intégrales paramétriques
EXERCICE 3.7.1

Pour tout nombre complexe z, posons

I'(z) z/ t*~letdt .
0

1) Montrer que I" est bien définie sur ’ensemble A des nombres complexes de partie réelle strictement
positive.
2) Montrer que pour tout nombre complexe z € A,

M(z+1) =2I(2) .

3) Quelle fonction, I' prolonge-t-elle ? Calculer T'(1/2).
4) Montrer que lorsque z tend vers 0, I'(z) ~ 2.

5) Montrer que pour tout z € A,
z

nln
r'@) :nli)ngo 2(z+1)...(z+n)

EXERCICE 3.7.2 (Intégrale de Fresnel)

+oo e(7t2+i)w2
Soit F définie par F(z) = / ?dt.
0 —1
1) Montrer que F est continue sur Ry et dérivable en tout point « > 0. Calculer sa dérivée.

+oo
2) En déduire que pour tout >0, F(z) = ﬁ/ e’ dt.

3) En déduire finalement la valeur de l’intégralexde Fresnel :

+oo
/ cos(t?)dt.
0

(Indication : elle vaut la partie réelle de F(0) qui se calcule si l'on n’est pas béte, et on trouve

\/7/8.)
3.8 Calcul différentiel

EXERCICE 3.8.1

Soit ¢ une fonction de classe C? telle que dyq est inversible. Montrer qu’il existe un ouvert sur lequel
o est injective.

EXERCICE 3.8.2

Soit f une fonction croissante de classe C! de R, dans R telle que f(0) = 1, f/(0) = 0. Notons
F(z) = f(||z]|)x de R"™ dans R".
1) Montrer que F est différentiable et quels que soient z, h dans R",

(dF(h), h| =) f(|[2]l) [|Al[* -

2) En déduire que F est un C'—difféomorphisme.
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4

Théorie des ensembles

4.1 Notions élémentaires

EXERCICE 4.1.1
Démontrer que tout ensemble X ne se surjecte pas dans PB(X).
EXERCICE 4.1.2

Soit X un ensemble non vide. Soit f de XxX dans R telle que, quels que soient les éléments x,y, z
de X, f(z,y)+ f(y,z) + f(z,2) = 0. Démontrer qu’il existe g de X dans R telle que, quels que soient les
éléments z,y de X, f(z,y) = g(y) — g(z).

EXERCICE 4.1.3 #Corrigé !
On définit des sous-ensembles de N par A, = &, B; = {0} et pour n>1,
Apsr =B +1={z+1,z € By},
B,i1 = A,AB, = (A, UB,) — (4, N By).
Montrer que pour tout n, Bor = Bj.
EXERCICE 4.1.4 (Axiome du choix)

Montrer que les formulations suivantes sont équivalentes a Paxiome du choix (Pour tout ensemble X
d’ensembles non vides, il existe une fonction définie sur X qui pour tout sous-ensemble A de X associe
un élément de A).

1. Pour tout ensemble E, il existe une fonction qui a chaque partie A non vide E associe un élément
de A.
2. Pour toute relation d’équivalence R, il existe un systéme de représentants des classes de R.
3. Toute surjection est associable a une section.
4. Le produit H X; d’'une famille (X;);c; d’ensembles non vides est non vide.
iel
EXERCICE 4.1.5 (Théoréme de Cantor et Bernstein)

Soient E, F deux ensembles tels que f soit une injection de E dans F et g une injection de F dans E.

1) Soit X un ensemble et ¢ une application de B(X) dans P(X) croissante pour l'inclusion. Montrer
que ¢ admet un point fixe.

2) A Taide de S — E — g(F — f(S)), montrer qu’il existe une bijection de E dans F.

EXERCICE 4.1.6

Soit E un ensemble. Montrer que E est infini si et seulement si pour toute fonction f : B — FE il
existe A C E, A # &, A+# E telle que f(A) C A.
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4.2 Dénombrement

Dans les exercices suivants E est un ensemble fini de cardinal le nombre entier naturel n.

EXERCICE 4.2.1

Calculer |B(E)| et montrer que ’ensemble des parties de cardinal pair a le méme nombre d’éléments
que celui des parties de cardinal impair.

EXERCICE 4.2.2

Calculer les sommes suivantes.

a) > |X].

XeP(E)

b) > IXnyl

(X, Y)eP(E)?

c) > IXuyl

(X,Y)eP(E)?
EXERCICE 4.2.3
Montrer que Z <p> (q) = (p + q).
e 1) \J n
i+5=n
EXERCICE 4.2.4 #Corrigé !
Pour tout entier naturel n > 1, posons B, le nombre de partitions de ’ensemble {1,...,n} et By = 1.

1) Donner une relation de récurrence, permettant de déterminer B,,. Ecrire un algorithme renvoyant
B,, selon une complexité O(n?) en multiplication. L’implémenter sur machine, que constate-t-on ?

2) Considérons f définie par
o Bu_n
J@)=2 i

n=0
Donner son ensemble de définition et trouver une équation différentielle vérifiée par f.
3) En déduire, pour tout entier naturel n, B,, sous forme de somme infinie.

EXERCICE 4.2.5 #Corrigé !

. . . oy n nin—1
Montrer que quels que soient les entiers naturels strictement positifs &, n, ) = a1 )

EXERCICE 4.2.6 #Corrigé !

Soit E un ensemble a n éléments. Déterminer le nombre k£ maximal de parties E; de cardinal impair
de E telles que quels que soient ¢ # j, le cardinal de E; N E; est pair.

EXERCICE 4.2.7
Notons A(X, E) = ||E — X| — |[ENX]| la discrépance de X par rapport & E. Montrer que

W%ﬂ > AX.E)? = [E].

XCE
EXERCICE 4.2.8 (A Telescoping Constraint)

Soient S un ensemble de cardinal n > 1 et f : P(S) — R telle que f(AN B) = min(f(A), f(B)).
Montrer que

Yo EDMF(A) = (-1)™(f(S) — maxpzsf(B)) -

AcCS
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4.3 Groupe symétrique
EXERCICE 4.3.1 #Corrigé !

A quelle condition le carré d’un cycle de longueur p est un cycle de longueur p?
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5]

Probabilités

EXERCICE 5.1

On munit le grouype symétrique &,, de la tribu de ses parties et de la probabilité uniforme. Déter-
miner la probabilité au’une permutation soit sans point fixe et évaluer cette probabilité quand n croit
indéfiniment.

EXERCICE 5.2

Soit G un groupe fini non commutatif. On note Z(G) le centre de G et N(a) I’ensemble des éléments
qui commutent avec a, ol a est un élément de G. Démontrer que si a n’appartient pas & Z(G) alors

[N ()]
1Z(G)]

Gl

>2et
|N(a)|

> 2.

En déduire que |Z(G)| < ;|G|

Démontrer que si a et b sont conjugués, c’est-a-dire s’il existe g dans G tel que g~tag = b, alors N (a)
et N(b) sont isomorphes.

En déduire finalement que la probabilité que deux éléments de G soient permutables est < g et que
si elle vaut 2 alors |G| est divisible par 8.

EXERCICE 5.3

Considérons la situation suivante. Une particule est confinée a étre en trois lieux : A, B et C. On
étudie son mouvement selon un temps discret. Sachant qu’a l'instant n la particule est en A (resp. B
resp. (), elle a une probabilité 1/2 de se trouver en B (resp. C) (en C (resp. A); en A (resp. B)).

1) On suppose que la particule est en A a Pinstant 1. Calculer a,,, (resp. by, ; resp. ¢,,) la probabilité

a linstant n d’étre en A (resp. B; resp. C).
2) Quel est le comportement apres un temps long ? Commentaires.

EXERCICE 5.4

Considérons la situation suivante. Un automobiliste doit se garer dans un parking. S’il trouve une

place alors il se gare. On étudie la situation selon un temps discret. A I’étape n il a une probabilité

de trouver une place.
1) Soit T la variable aléatoire qui renvoie ’étape ot 'automobiliste trouve une voiture. Pour tout
nombe entier naturel n > 1, calculer P(T >n).
2) En déduire ’étape moyenne ot automobiliste se gare.

EXERCICE 5.5
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Montrer que la tribu borélienne de R, c’est-a-dire celle engendrée par ’ensemble des segments de R,
est également celle engendrée par les intervalles ouverts et celle engendrée par les ouverts ou les fermés
de R.

EXERCICE 5.6

Soient (X;,),,cn une suite de variables aléatoires et X une variable aléatoire telles que X(2) = X,,(Q2) =
N. Montrer que (Gx,),cn converge simplement vers Gx sur le disque unité ouvert si et seulement si
(X),en converge en loi vers X.

EXERCICE 5.7 (Entropie)

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans un ensemble fini X. On note px(z) = P(X = z) et par
entropie de X le nombre

H(X) = =) px(z) Inpx(z).

reX

1) Vérifier que H(X) est un réel positif, nul si et seulement si X est constante presque slirement.
2) Montrer que si X et Y sont indépendantes et & valeurs dans les ensembles finis respectifs X', )
alors
H((X,Y)) = H(X) + H(Y).

EXERCICE 5.8 (Nature presque stire d’une série)

Soit (Xp),cn une suite de variables aléatoires toutes de loi géométrique de parametre p €]0,1[.

selon & > 0. Notons C, I’événement

On désire étudier la converge de la série S(a) =
verg (@) nz;l X,
(S(«) converge).
1) Calculer P(C,) pour o > 1.
2) Soit o < 1.
a) Montrer que si n>1 alors P(X,, > nl=%) <(1 —p)"

b) En déduire que

1—a_q

Pl () U&Xe>k"] =0

nz2lk>2n

¢) En déduire la nature presque siire de S(«).
3) Déterminer S(1) en calculer P (Un2 p(Xn = Aln n)) pour A bien choisi.

EXERCICE 5.9 (Rademacher)

Soit M = (Xi}j)(i )el1n]x[1,n] W0e matrice de variables aléatoires indépendantes de méme loi P (X=1) =
P ((X = —1)) = 1/2. Calculer l'espérance et la variance de det M.

EXERCICE 5.10

Soient a,b deux réels tels que b # 0 et a > 0. Soit X une variable aléatoire discrete réelle telle que X
et a X +b suivent la méme loi. Démontrer que X est presque stirement constante.

EXERCICE 5.11 #Corrigé !

Soit p un nombre premier et n un entier naturel non nul. Considérons la probabilité uniforme sur
lensemble U,, des polyndmes unitaires de degré n de Z /p Z[X]. Soient P et Q deux variables aléatoires
indépendantes a valeurs dans U,,. Calculer

PPAQ=1).
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EXERCICE 5.12 #Corrigé !

Soient ¢, 1 le nombre de permutations de S,, dont la décomposition en produit de cycles a supports
disjoints (D.P.C.S.D) comporte k cycles (les 1-cycles sont également comptés). Considérons donc X,, la va-
riable aléatoire qui retourne le nombre de cycles dans la D.P.C.S.D définie sur (S,,, P(S,,), probabilité uniforme).
Donner un équivalent de E(X,,) quand n croit indéfiniment.

EXERCICE 5.13 #Corrigé !

Soit (Xy),cn une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées a valeurs
dans un espace vectoriel normé de dimension finie. A quelle condition la suite admet presque stirement
une sous-suite convergente ?

EXERCICE 5.14 (Inégalité de Alzer) #Corrigé !

Soit X une variable aléatoire presque stirement & valeurs strictement positives, bornée et telle que
E(In X) existe. Montrer l'inégalité arithmético-géométrique suivante :

E ((X -~ eE(lnx))Q)

211Xl

E(X) _ eE(lnX) >

En déduire le cas d’égalité dans 'inégalité arithmético-géométrique.
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6
Logique

EXERCICE 6.1

Trouver 'erreur dans le raisonnement suivant.

« Un tiroir contient un nombre n de crayons de couleur. Alors tous les crayons sont de la méme
couleur. En effet, raisonnons par récurrence sur le nombre n de crayons. Si n = 1 alors l'assertion est
vraie. Supposons n > 1. L’on retire un crayon du tiroir; il en reste n — 1 et ils sont tous d’'une méme
couleur, par exemple rouge, d’apreés ’hypothese de récurrence. On remet le crayon dans le tiroir et on
en retire un autre; il est rouge et les n — 1 crayons du tiroir sont tous de la méme couleur, qui est
nécessairement rouge. Donc tous les crayons sont rouges. »
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7

Correction

7.1 Indications
ExERrcICE 1.1.11
Remarquer que G est un Z /2 Z-espace vectoriel.
EXERCICE 1.1.17

) Utiliser I'identité de Bézout.

) T et Z sont des sous-groupes de Q donc INZ est un sous-groupe de Q et donc de Z. Utiliser 1).
3) Ok.

) Ok, penser a utiliser z/y lorsque l'on traite de la somme x + y.

EXERCICE 1.1.21

1) Ok.
2) Par Pabsurde construire un élément d’ordre > r.
3) Considérer une famille ¢,...,g; génératrice et la fonction (z1,...,2¢) — x1...xdéfinie sur

< g1 > X...x < g >. Utiliser le théoreme du rang et conclure.
4) Conséquence direct de 3) avec les arguments de 2).

EXERCICE 1.3.4

k

Notons ¢y, la restriction de u* & Ker u**1 et & valeurs dans Im u* N Ker u. Montrer que ¢, est

surjective de noyau Ker «*. En déduire le résultat.
EXERCICE 1.4.9
— Je peux me ramener & P = X" 4 ... 4+ &1 X' +¢, ol €9 # 0.

. ) a;
— Je montre que si ay,...,a, sont des nombres réels > 0 alors E — >n?.

i,
— Lien coefficients-racines #SommesDeNewton.

EXERCICE 1.5.1 (Déterminant de Vandermonde)

Démontrer le résultat par récurrence en faisant apparaitre le déterminant associé aux nombres com-

plexes a1, ...,Gn—_1.
EXERCICE 1.5.4 (Critéere d’Hadamard)

Démontrer par ’absurde que si AX = 0 alors X = 0.
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EXERCICE 1.5.15

Considérer J la matrice d’ordre 2n dont tous les coefficients sont des 1 et écrire que la matrice associée
a M dans Z /27Z est J — Iy, dont le spectre est inclus dans {—1,2n — 1}.

EXERCICE 1.7.3
Réécrire I'équation de telle sorte a faire apparaitre une relation de divisibilité
EXERCICE 2.2.13

Démontrer que si f est C> sur R} et si A(f)(z) = f(x+1)— f(x) alors pour tout nombre réel 2 > 0,
il existe 6, €]0,1] tel que A™(f)(z) = f™) (z + nb,).

EXERCICE 2.4.5
Constater qu’a n fixé, (Z) croit avec k puis décroit avec k.
EXERCICE 2.4.6
La symétrie par conjugaison invite & écrire u,, = |u,|e’, on 0,, € [—7, 7).
EXERCICE 2.4.11
Traiter d’abord le cas ot la suite (), . est supposée décroissante a partir d'un certain rang.
EXERCICE 2.6.7

Pour tout y € [0, 1], considérer la projection orthogonale de x — K (z,y) sur une famille finie ortho-
normée de Ker (¢ — A\ldg).

EXERCICE 2.6.8

Soit P € Q,,. Je note a1 < ... < a, les racines distinctes de P et xg,...,x, des nombres réels tels
que g < a1 < x1 < ag < ... < Tp_1 < ap < T,. En dimension finie les normes sont équivalentes, je
considére la norme infinie sur le segment [zg, z,] et note r = inf g <k < » [P(zx)| > 0. Alors pour tout R
de R, [X] tel que ||P —R||,, <7/2, R change strictement n fois de signe et donc a n racines distinctes,
R étant de degré < n, R appartient a €2,,.

EXERCICE 2.6.10

1) Evident.+
2) Evident.
2) Montrer que det(M) < p(M)™ det(Ag) et considérer det(Ag + tB).

EXERCICE 2.6.12

Si A est un tel ensemble alors considérer ||z|| = inf {a > 0,2/a € A}.
EXERCICE 3.3.19

Développement de Taylor a 'ordre kg — 1 de u, découpage d’intégrale et uniforme continuité.
EXERCICE 3.6.1

2) Considérer la fonction f définie par



EXERCICE 3.6.2
Considérer les fonctions f,, définies par f,(z) = (71)%”#

EXERCICE 3.6.3

Y voir le théroéme des doubles intégrables de Fubini. Montrer que I(a,b) = In (%)

EXERCICE 3.2.4

Etudier les ensembles T et F, définis par
T={(z,y) € I*,x <y},

= f(x)_f(y)7(x,y)612 )

=Yy

EXERCICE 3.2.5

EXERCICE 3.3.20
Taylor a l'ordre n en rajoutant le terme n + 1 de force.
EXERCICE 3.3.21

Gram-Schmidt puis division euclidienne.

EXERCICE 4.1.3

On pourra considérer les polynémes P, = Z Xk et Q, = Z X* et raisonner modulo 2.
kEA, kEB,

EXERCICE 4.2.4

2) Démontrer que f est solution de y' = e*y.
EXERCICE 4.2.5

Déterminer une bijection de [|1,n|] x Pr_1([|]1,n — 1]]) dans [|1, k|] x Px([|1, n[]).
EXERCICE 4.2.6

Soient x1,..., T, les éléments de E.
Considérer la matrice M de taille (n, k) de coefficients m;; dans Z /2 Z tels que m;; = 1 si x; € E; et

m;; = 0 sinon. Voir que "MM = I,,.

EXERCICE 4.3.1

p est impair.

EXERCICE 5.12

E(X,) ~Inn.
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7.2 Démonstrations
EXERCICE 1.1.7

(Dans la suite, G n’est pas trivial.) Soit a un élément différent du neutre e. Alors < a > est un
sous-groupe de G. Il est différent de {e} donc < a >= G et G est monogene. Si G est infini alors il est
isomorphe & (Z,+) ce qui est impossible — (2Z, +) est un sous-groupe non trivial de (Z,+). G est donc
fini. Si le cardinal de G n’est pas un nombre premier alors il admet au moins le sous-groupe non trivial
< a™% > ot n est son cardinal et d un diviseur différent de 1, ce qui est absurde.

EXERCICE 1.1.8

Je note G un groupe de cardinal pq et soient H et K deux sous-groupes distincts de cardinal ¢q. Alors
H et K sont cycliques car g est premier, autrement dit H = {e,a,...,a9 '} et K = {e,b,..., 0971}
Soit x € HN K. Si x est non nul alors il génere H et K et donc H = K, ce qui est absurde. Donc
HNK ={e}. Jen déduis que ¢ : H x K — G (h, k) — hk, est un monomorphisme de groupes. Donc
¢% <pq. Ce qui est absurde.

EXERCICE 1.1.9

(Dans la suite, p # 2.) Soit G un groupe d’ordre 2p. Un élément de G a un ordre divisant 2p,
autrement dit Iordre d’un élément non nul de G est 2,p ou 2p. S’il existe x d’ordre 2p alors z? est
d’ordre p. Supposons que tous les éléments non nuls de G sont d’ordre 2. Alors G est abélien. Soit H un
sous-groupe de G différent de G. Alors pour x ¢ H, H U xH est un sous-groupe de G de cardinal 2|H|.
J’en déduis par maximalité que |G| = 2", ou n est un entier naturel. Ce qui est absurde.

EXERCICE 1.1.10

S’il y a un élément d’ordre pq alors c’est bon! S’il n’y a que des éléments d’ordre p (resp. q) alors G
est un Z /p Z-espace vectoriel (resp. Z /q Z-espace vectoriel) de dimension finie (car G est lui-méme fini),
et donc |G| = p™ (resp. |G| = ¢™), ol n est un entier naturel, ce qui est absurde. S’il existe un élément
d’ordre p et un d’ordre ¢ alors leur produit est d’ordre pq. In fine, G est cyclique.

EXERCICE 1.1.14

Pour tout point z du segment S étudié, je note I, I’ensemble des fonctions s’annulant en x. Alors
pour tout z € S, I, est un idéal non trivial comme image réciproque de idéal {0} par le morphisme
d’anneaux f +— f(x) défini de C°(S) dans R.

Plus encore, ce sont des idéaux non triviaux et maximaux. En effet, soit z € S. Je considére un idéal
J qui contient I'ensemble I, U {g}, ott g ¢ I,. Je note w la fonction affine par morceaux définie sur S
dont le graphe relie (a,1) & (z,0) et (x,0) & (b,1), ot S = [a,b]. w appartient bien & I, et la fonction
¢ = g% + w appartient donc a J. Or ¢ est inversible ! donc J = C°(S). D’out le résultat.

Réciproquement, soit I un idéal maximal de C°(S). Pour tout f € I, comme vu précédemment, I
n’admet aucun inversible, il existe donc X (f) non vide tel que pour tout z € X(f), f € I,. Je pose
Xg := m X(f). Si Xg est vide alors il existe deux fonctions de C°(S) qui n’ont pas de point commun

fed
d’annulation. De maniere analogue a ce qui est fait précédemment, je peux exhiber une fonction inversible

appartenant a I. Absurde. Si Xg a plus d’un élément alors I est inclus dans I, or il est maximal donc
I1=1,.

EXERCICE 1.1.15

a) Facile.

1. Pour tout élément t # x, p(t) > 0 et p(z) vaut comme limite g(z)? > 0.
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b) Je note e le neutre de G. e! = ¢, donc e € Ty C T. Si 2" = e et (y~1)™ = e alors (zy~ )" =
(x™)™(x=™)" = e? = ¢, donc 2y~ ! € Ty, C T.

c¢) Si G est fini alors le théoréme de Lagrange assure que tout élément de G appartient a T)g|. Donc
GcT.

d) Je note n =dn';m =dm’, ot d =mAn et donc '’ Am’ =1.T4 C T,, NT,, est clair. Réciproque-
ment, je suppose que x € T,,, N'T,,. Alors, n’ et m’ étant premiers entre eux, il existe deux entiers
u,v tels que un’ +vm’ =1 et donc z¢ = e. Dot le résultat.

e) Soit € G. Je note y := f(z) € T,. Alors y™ = f(x)™ = f(z™) = f(e) =e. Donc y € T,,, N T,
et d’apres la réponse précédente, y € T1. Donc f est le morphisme nul.

La premiere inclusion est claire. Réciproquement, je me donne x un élément de T,,,,.

EXERCICE 1.1.16

1) Ok.

2) Ok, avec le neutre n défini par n(e) = 1, et n(g) = 0 sinon.

3) En notant Z I'ensemble fini des valeurs prises par f, f est inversible si et seulement si les éléments
de Z¢ sont premiers dans leur ensemble.

EXERCICE 1.5.1 (Déterminant de Vandermonde)

Je note le déterminant V(ay,...,a,).
Premierement, s'il existe k # j tels que ai = a; alors le déterminant est clairement nul. Nous suppo-
sons donc que les nombres complexes en question sont distincts deux a deux.

Je suppose que n = 2 : dans ce cas, V (a1, a2) = as — ay et 'égalité est vérifide.

Je suppose que n > 3 et Pégalité vérifiée pour V(ay,...,an_1) :

Soit P = V(ay,...,a,-1,X). Alors en développant la derniére la ligne et comme les nombres com-
plexes en question sont deux a deux distincts, il vient que P est un polyndéme de degré n — 1 dont le
coefficient dominant est précisément (A :=)V(a1,...,an_1).

Or pour tout & tel que 1<k <n—1, P(ax) = 0 (deux lignes identiques dans un déterminant implique
la nullité de ce dernier). Donc

n—1

P=X]](X-a).

k=1

En évaluant P en a,, I'égalité est vérifiée.

Ainsi, par récurrence le résultat est vrai quel que soit le nombre de nombres complexes considérés.
EXERCICE 1.5.4 (Critéere d’Hadamard)

Soit X = (x1,...,2,) un vecteur tel que AX = 0. Nous supposons que X # 0.
Alors il existe ig tel que |z;,| = max {|z;],1<j<n} > 0.
n

Or pour tout i, 1 <7< n, Zaijxj =0.
j=1
Donc, en particulier, |z, ||@igi, | < Z |a;y;]x;]. La définition de ¢y implique que
J#io
‘a’ioi0| < Z |ai0j|'
J#io

Ce qui est en contradiction avec les hypotheses faites sur A. Donc X = 0 et A est inversible.
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EXERCICE 1.5.18

. 7’ 2 n2 . . 7z N .
Considérons les nombres e?,e* ,...,e?" . Soit M = (m;;) une matrice de format n x n formée a partir

de ces nombres. Alors

detM = Z €(0)M1e(1)M20(2) - - - Mno(n) = Z 6(0’)66(0),

€S, oES,

n
oud(o) = Z 2Pre(k) et les p;; distincts deux & deux appartenant a {1,2,...,n%}.

k=1
Or e est transcendant et pour tout permutation o € S,,, €(0) est un entier non nul, donc si (§(c) =

§(o’) implique o = ¢’) alors det M est la valeur d’un polynoéme non nul & coefficients entiers évalué en e,

et donc det M # 0.
Soient 0,0’ € S,, tels que 6(c) = §(o”). Alors

E IPko(k) — E QPro! (k)

o(k)#o’ (k) a(k)#o' (k)

Or les p;; sont distincts deux a deux donc 8’il existe & tel que o(k) # o’ (k) alors un entier naturel est
décomposé de deux maniéres en base 2. Absurde. Donc o = ¢’. D’oti le résultat.

EXERCICE 1.6.3
Ecrire ab; +a;b; = bjbi(ai/bi + aj/bj) et faire apparaitre une matrice de Gram.
EXERCICE 2.2.10

Supposons que 'une d’entre elles ne tendent pas vers I'infini, par exemple la suite des dénominateurs.
Alors cette derniere admet une suite extraite bornée. La suite extraite associée aux numérateurs est
également bornée. Et comme la suite des quotients associée a un nombre fini de termes, = est rationneé.
Absurde.

EXERCICE 2.5.1

1) Traitons le cas a = 1, 8 = 0. Supposons par ’absurde que la série des inverses des entiers naturels
converge, notons-la F. Alors il en va de méme pour la série des inverses des entiers naturels impairs,
notons-la I. A partir de la bijection N x N — N*, k = 2%(2n + 1), je peux donc écrire

= = 1 1 S |
P L (23) (Sa)

n=0 s=0 s=0 n=0
Ainsi -
0=F—-2I = l — 2 —
n 2n+1
n=1
— 1
T n(2n+1)
Finalement,
= 1  — 1 1 1 1 1 5
2 — _— < - —_— — — — —_ — = —
n2171(27L+1) 3+T§n(2n—2) 3+27;2an n 6
Absurde.

EXERCICE 2.5.5 (Etude des séries alternées)

Je note S,, = ug + ...+ uy.
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D™ e
n+1

1) Dans l'ordre les séries suivantes conviennent : (d,,)n>0 = (4,—4,A4,—A4,A,...), Z
n =0
somme In2 (car c’est une série alternée) et la série géométrique de raison 1/2 (En effet, il est
immédiat que si une série convergente enveloppe un réel alors ce dernier est la somme de la série.
Le candidat est donc 2, or s’il est enveloppé alors Vn >0, [1/2"| < |1/2"F1|, ce qui est absurde. ).
2) Pour tout entier naturel n, t, 1 = Opt1Unt1 — Onp2tnia et donc upi1 = —tpyobni2/(1 —0piq).
D’ou le caractere alterné. Ainsi pour tout entier naturel n,

Sn —A= _9n+1un+1 = _(9n+1/(1 - 9n+1))(5n+1 - A)>

<0

et donc une des deux triples inégalités S, < A< S,41, Sn+1 <AL, est vérifiée.

3) L’hypothese permet d’exhiber une suite positive (0,,)n>1 telle que pour tout entier naturel n,
A—(ug+ ...+ up) =0p11upy1. Soit n un entier naturel. Le calcul effectué en 2) donne 1’égalité
Up+1(1 — Opt1) = —Upt2 Oppo, de laquelle il vient que 6, < 1.

——

>0

EXERCICE 1.7.2

Identité de Bézout : 1 = AP + BQ), en fait d = AP + BQ, avec A, B a coeflicients entiers.
Or pour tout polynéme R, R(n + d) = R(n) mod d. Pour tout n, u,|d. Ainsi u,|u,+q et de méme

Untd|Un-
EXERCICE 2.5.3
Soient n € N et t € R. Alors — formule de Moivre — cos(2n+1)t+i sin(2n+1)t = (cos t + isint)?" 1 =

2n+1
2n + 1
Z ( ]:_ ) (COS2n+1_k t) i* (sink t). Et donc en identifiant les parties imaginaires et en divisant par

k=0

sin?"*1¢, j'obtiens :

sin(2n 4+ 1)t & ef(2n+1 2 ks )
Tsin?ntlp Z(_l) (2k+1)(C0tan o 1= Pleotan™t).

Or pour tout k € [1,2n + 1], 7} := cotan? (455—2) est racine de P, or ils sont distincts puisque cotan?

restreinte & ]0,7/4[ est injective, au nombre de n et exactement les racines de P, P étant de degré n. Et
donc le coefficient de X! dans P est I'opposée de la somme des z;, multipliée par le coefficient dominant
de P.
Or par convexité de tan et par concavité de sin, pour tout ¢, 0 < t < 7/4, sint < t < tant et donc

cotan®t < 1/t? < 1/sin®t = cotan®t + 1. Et donc

) v )

E SR e

k=1 1

et donc

oo

Dot ((2) = > 1/k* = 72/24.

k=1

EXERCICE 2.5.6 (Preuve d’Erdos)
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1
Supposons qu’elle converge. Alors il existe un rang m tel que Z — < =

i=m+1 i 2
Définissons N(z) comme le nombre d’entiers strictement positifs inférieurs & = et qui ne sont pas
divisibles par un nombre premier autre que les m premiers. Un tel entier peut étre écrit sous la forme
kr? ol k est quadratfrei.
Puisque seulement les m premiers nombres premiers peuvent diviser k, il y a au plus 2™ choix pour
k. Conjointement avec le fait qu’il y au plus y/z valeurs possibles pour 7, cela nous donne :

N(z)<2"x.

Le nombre d’entiers strictement positifs inférieurs a = et divisibles par un nombre premier différent
des m premiers est égal & © — N(x).
Puisque le nombre d’entiers inférieurs a x et divisbles par p est au plus z/p, nous obtenons :

ou encore

g < N(z)<2™Va.

Mais cela est impossible pour tout x strictement supérieur & 22™*2, d’ot la contradiction.

EXERCICE 2.5.8

1

Je regroupe par paquets (entre 2¥ et 2+1) dont les sommes valent o), = (k +1) (Qk

oo
k
série est convergente de somme Z ok 1/2 =3/2.
k=1

— #) Donc la

EXERCICE 2.6.6

Supposons que A est une telle partie et que A # &. Par translation on peut supposer que 0 € A. Soit
x€FEetx¢ A Jepose S(x):={t>0]tx ¢ A}. 1 € S(x) donc S(z) est une partie non vide de R qui
admet donc une borne inférieure to. Il existe donc (t,,),, o telle que ¢, — to et pour tout entier naturel
n, t, ¢ A. Or A est ouvert donc E — A est fermé et donc . 11 vient donc que tg > 0. Autrement

dit, il existe (7,), < Une suite strictement croissante telle que 7, — to et pour tout entier naturel n,
T, € A. A étant fermé, il vient que . L’existence d’un tel vecteur = est absurde donc A = E.

EXERCICE 2.7.1

Soit k< n.

d est bien positive, symétrique et vérifie I'inégalité triangulaire puisque d = N o "différence" et N est
une norme. Enfin, si d(V, W) = 0 alors py = pw, en particulier Im py = Im pw, c’est-a-dire V.= W.

Soit (Ws)sen une suite de Gi(E). Alors la suite (pw,),cn est une suite de la sphere unité qui est
une partie compacte de (L(E),N) (car fermée et bornée en dimension finie). Il existe donc ¢ telle que
PW,. — P E L(E). Or u + wowu — u est continue donc p est un projecteur. Enfin pour tout s € N,
k =rg (pww(s)) = tr (pr;(s))- Or la trace est continue et donc Im p € G(E), ainsi Im p est valeur
d’adhérence de (Wy)sen- D’olt le résultat de compacité.

L’idée est de dire que pour relier continiment V = Vect (vy,...,v;) & W = Vect (w1, ..., wg), on
considére k chemins v; dans E amenant respectivement v; & w;, en s’assurant que pout tout ¢ € [0, 1],
Vect (w1, ..., wi—1,7%i(t), vit1, .., v) := I';(t) est de dimension k, condition notée (C). Finalement, on
considérera la "concaténation" des I';.
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— La continuité de I'; est assurée puisque pr, ;) s’écrit a I'aide du produit scalaire qui est continu.

En effet, soit ¢ <k, il n’y a donc que le i—eéme vecteur qui varie lorsque t varie. Ainsi, quels que
soient tg,t € [0,1], pour tout x € E,

(Prit) — Pricto)) (@) = (@ |7 (#)) % (t) — (x| 7i(to)) i (to)

= (z|7(t) vi(t) = (@ |7:i(t) vi(to) + (x| 7:(t)) vi(to) — (= [7i(to)) vi(to) -
=a(x) =b(x)

D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

la(@)[| <zl v @[Hvi(t) = vito)ll et [[o(@)] < [ [1vi (o)l 17 (t) = vi(to)ll -

i étant bornée (continue sur un compact), il existe M >0 tel que

d (Ts(t),Ti(t0)) = N (pr, () = Pry(te)) < 2M ||7:(t) — vilto)]| -

Les ~; sont continus, d’ou le résultat.

Assurons nous de la condition (C), faisons-le par récurrence. Si V=W alors un chemin constant
convient. Sinon, V et W étant des sous-espaces vectoriels, il existe une droite Vect(xz) de W
qui n’est pas incluse dans V. Il faut donc choisir convenablement les k—uplets (vi,...,vg) et
(w1, ...,wg). On prend donc wy := x et les autres vecteurs complétant la famille en une base
de W. Ainsi (w1, vs,...,vx) est de dimension k, il reste donc & s’assurer que pour tout ¢ €0, 1],
(71(t),va, ..., vk) est de dimension k.

EXERCICE 3.5.4 (Cardinal de I’ensemble des points de discontinuités)

Il s’agit a nouveau d’aborder R, qui est infini indénombrable, en le simplifiant a I’aide de réunions
dénombrables. On pose Disc(f) = U Dy (f), ou
(n,m)€(N*)?

DM (f) =[-m,m]N {a € Disc(f),

fla) - @)1}

n
L’étude générale des éléments de DI (f) est ardue car la vitesse de convergence de f & droite et
a gauche dépend du point étudié. Soit a € D7 (f) et € > 0. Posons Bl (¢) = {r > 0,a < z <
a+r = |f(z) — f(a™)] < e}. Comme f(a™) est bien défini, B] (¢) est non vide et donc on peut
poser o (¢) = sup B} (¢) € R} U{40o0}. De méme on définit o, (¢). On note A%, (e,n, o) = {a €
D (f),0f(e) =n,0, (¢) = a}. Soient n,« > 0. Montrons que pour un certain € > 0, A” (¢,7, )
est fini. Soit € > 0. Supposons A” (g,7, @) infini. Comme [—m,m] est compact on peut supposer
que A” (e,m,a) contient une suite injective (a,)pen qui est convergente vers a € R et quitte &
faire des calculs similaires & gauche de a on peut supposer (a,)pen strictement décroissante vers
a. A partir d’'un certain rang N, on a 0<ap — a <min(n, a) et 0<ap — ap1 <min(n, «). De la
premicre relation on en déduit que | f(a) — f(a;)’ Lcet ‘f(a) - f(a;+1)| <e, ainsi

’f(a;) - f(a;ﬂ){ <2 .

De la deuxiéme relation on en déduit que pour x := (ap + ap+1)/2, qui est différent de a, et de

apt1, | f(x) — f(a;)‘ Lcet |f(x) — f(a;r+1)’ <e, ainsi
|fay) = flayiy)| <2e .
Finalement on a ‘f(a;rl) - f(a;;rl)‘ <4e. Absurde avec € := g~ : on a donc montré que A?, (5,7, a)

est fini. In fine,

. L1 11
(s,t)€(N*)2

D’ou le résultat.
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EXERCICE 3.6.10

1/2, autrement dit la supersomme de ((—1)"), cn-

EXERCICE 4.1.4

(0) équivalent & (1) : (0) est un cas particulier de (1). Réciproquement, on déduit (1) de (0) en prenant
comme ensemble E la réunion des ensembles appartenant a X : (0) fournit une fonction de choix sur les
parties non vides de E, en particulier sur les parties appartenant a X.

(1) implique (2) : soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E. En appliquant (0) & 'ensemble
X des classes d’équivalence de R, on obtient une partie F' de E telle que tout élément de E est R-
équivalent & un unique élément de F'.

(2) implique (3) : a toute surjection s : E — I est associée une relation d’équivalence R sur E :
deux éléments sont équivalents s’ils ont méme image par s. Un inverse a droite pour s est donné par un
choix de représentants de R.

(3) implique (4) : pour (X;),.; une famille d’ensembles non vides, notons E la réunion disjointe
des X;, c’est-a~dire I’ensemble de tous les couples (i, x) tels que x appartienne & X;. Alors la premieére
projection, de E dans I, qui a (i, z) associe i, est une surjection, dont toute section fournit un élément
du produit des Xj.

(4) implique (1) : soit X un ensemble d’ensembles non vides. En appliquant (4) & la famille de ces
ensembles, indexée par X lui-méme, on construit un élément de leur produit, c’est-a-dire une fonction
de choix.

EXERCICE 4.1.5

1) Considérer T = {S € P(X),p(X) C X} et Xo = (| X.
XeT
2) Montrer que application est croissante, considérer le point fixe et construire la bijection : le point

fixe assure la surjectivité, 'injectivité est assurée par f et g.
EXERCICE 5.11

Le calcul se fait par récurrence. Notons t,, la probabilité en question. Premiérement, pour tout entier
naturel k, [Uy| = p*.

— Dénombrons les éléments dans le complémentaire D de (P AQ = 1). D = U Dy, ou Dy est

k=1
I’ensemble des couples de polynémes dont le pged est de degré k, la réunion est disjointe. Or un

couple de Dy, est la donné d’un élément de Uy et d’'un couple de polynémes de U, dont le pged

vaut 1. Il vient I’égalité
n

—ln n = n—=k B 3
(1 - t,)p*" Z(t P2 k)>pk

k=1
donc N
tn—k
= Z ok
k=0
o0
— Calculons t,,. Soit f la série entiére f(z) = Z t,z". Elle est de rayon convergence non nul puisque
n=0

t, < 1. On peut donc retranscrire 1’égalité de récurrence linéaire par un produit de Cauchy sur le
disque unité ouvert. Donc pour tout z de module < 1, 1/(1 —x) = f(x)/(1 — z/p). Donc ug =1
et up, =1—1/p pour n>1.

EXERCICE 5.13

La condition est que X7 soit presque slirement a valeurs bornées.
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EXERCICE 5.14 (faux)

Notons A = F ((X — eE(lr‘X))Q).
In étant concave, il vient que E(ln X) <In(E(X)) (1).
Or on a

A = E(X?) —2E(X)ePMnX) 4 (F(nX))2
(d’apres (1) et comme exp est croissante)
E(X?) + (E(X?) _ 2B (X )eE W X)
= 2E(X?) - B(X)eEnX))

(d’apres 0< X < || X]| )
< 21X|| (B(X) — P2

N

D’ott le résultat en divisant par 2||X]| .
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