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Les exercices qui ne sont pas abordés en cours, seront (certainement) corrigés sur ma page personelle (voir ci-
dessus).

Exercice 1 (ZF sans infini) :
Soit P I'ensemble des parties finies de N, ¢ : N - P une bijection. On note xe,y si et seulement si z € ¢(y). On
note M, = (N, e,).

I. Montrer que M, est un modele de ZF sans axiome de I'infini, mais qu'il vérifie la négation de I'axiome de
l'infini.

2. Montrer que si, pour tout z, y € N, = € ¢(y) implique z < y, alors M, vérifie 'axiome de fondation.

3. Montrer que l'application ¢ : P — N qui a A associe ), 4 2° est bijective. Montrer que M -1 est un modele
de ZF + AF sans axiome de l'infini.

4. Trouver une bijection ¢ : N — P telle que M ne satisfasse pas 'axiome de fondation.

Exercice 2 (Cloture transitive et fondation) :
Un ensemble x est dit transitif s'il vérifie que Vy (y € z - y € x).

I. Soit x un ensemble transitif, montrer quesiy € =, Uy < x.

2. On définit par récurrence mo(z) = z et mp41(x) = Um,(z). Justifier qu'il existe un ensemble y dont les
éléments sont exactement les 7, () pour n € w. Montrer que ct(z) := Uy est transitif et que cest le plus
petit ensemble transitif contenant z (pour l'inclusion).

3. Montrer que si pour tout y € z, (ct(y), €) est bien-fondé, alors (ct(x), €) est bien fondé.

4. Montrer que 'axiome de fondation est équivalent au fait que pour tout x, (ct(x), €) est bien fondé.

Exercice 3 (Ensembles héréditairement transitifs) :
Un ensemble z est dit héréditairement transitif si tout élément de z U {z} est transitif.

I. Montrer que tout ordinal est héréditairement transitif.
2. Montrer que tout élément d’un ensemble héréditairement transitif est héréditairement transitif.

3. Montre que 'axiome de fondation implique que tout ensemble héréditairement transitif est un ordinal.

Exercice 4 (Relations bien fondées) :

Soit E une relation binaire sur un ensemble X. Pour x € X l'ensemble des E-prédécesseurs de x est donné par
Elz]:={ye X :(y,x) € E}.

On dit que (X, E) est bien fondée si tout sous-ensemble non-vide Y de X contient un élément E-minimal yq
(yo eYet E[yo] nY = @)

1. Démontrer qu'il existe une unique classe fonctionnelle H : Ord — P(X) telle que :

H(0) @
H(a+1) = {zeX:E[z]cH(a)}
H()) U H(a), si\est limite.

a<

2. Montrer que pour tout «, 3 € Ord avec o < S ona H(«) € H(f).



3. Démontrer qu'il existe un ordinal «y tel que pour tout 3 > ag, H(8) = H(«).
4. SoitY = H(«p). On définit, pour y € Y, le rang de y comme
Rg(y) :=min{aeOrd : ye H(a+1)}.

Pour z ¢ Y on pose Rg(z) = .
Montrer que pour x € Y ety € E[x], on a Rg(y) < Rg(x) (en particulier y € Y).

5. Montrer que pour tout z € Y, Rg(z) = sup{Rg(y) + 1 : y € E[x]}.

6. Montrer que (X, E') est bien fondé si et seulement si Y = X.

Exercice 5 (Modeles internes) :
On reprend les définitions de 'exercice 4.

1. Supposons que (X, E) est bien fondée et extensionnelle (cest-a-dire que pour tout z,y € X, x # y, il existe
z € X tel que (2Ex) «» (2Ey)). Montrer qu’il existe un unique ensemble transitif X et une bijection f : X —
X qui soit un isomorphisme entre les structures (X, F) et (X, €).

2. Montrer que (dans ZFC) les propositions suivantes sont équivalentes :
« 1l existe un modele (M, E') de ZFC pour lequel E est bien fondé au sens précédent,

« 1l existe un modele (M, E) de ZFC dont l'univers est un ensemble transitif M pour lequel E est la
restriction a M de l'appartenance € au sens de I'univers ambiant.

3. Soit (M, ') un modele de ZFC +- Coh(ZFC), montrer que E n’est pas bien fondé. (Indication : montrer que
M contient un entier non-standard.)

4. On suppose que ZFC + Coh(ZFC) est consistant. Justifier que
ZFC + Coh(ZFC) + - Coh(ZFC + Coh(ZFC))

est consistant. En déduire que les deux propositions de la question 2 sont strictement plus fortes que Coh(ZFC).

Exercice 6 (Lemme de Konig) :

Un graphe G est 1a donnée d’'un ensemble S (les sommets) et d'un ensemble A (les arétes) de paires d’éléments de S
(ne contenant pas de singleton). Un graphe est dit fini si S est fini et infini sinon.

Un chemin dans un graphe G est une suite (s;);e; de sommets (avec soit I = {0,...,n} pour n € N et on parle
de chemin fini de longueur n, soit I = N et on parle de chemin infini) telle que {s;, s;+1} € A (pour tout i tel que
i+ 1 € I). Un chemin est simple s’il ne contient pas deux fois le méme sommet (i.e. s; = s; = @ = j).

Un graphe est connexe si, quels que soient les sommets s et ¢ de G, il existe un chemin contenant s et .

Le degré d'un sommet s est le nombre de sommets ¢ adjacents a s dans G (i.e. tels que {s,t} € A). Un graphe est de
degré fini si tous ses sommets sont de degré fini.

Montrer, a l'aide de 'axiome des choix dépendants, que tout graphe connexe infini de degré fini a un chemin simple
infini. (On pourra commencer par traiter le cas d’'un arbre, c’est-a-dire un graphe qui ne contient pas de cycle.)

Exercice 7 (Qui sont ces charmants messieurs?) :




