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Chapitre 1

Logique et raisonnements

Dans ce chapitre, nous présentons quelques rudiments de logique à la base du rai-
sonnement mathématique.

1.1 Propositions
Définition 1 On appelle proposition tout énoncé (significatif) susceptible d’être vrai
ou faux (mais pas les deux à la fois).

Exemple 1 La proposition ”3 > 2” est vraie.
La proposition ”3≤ 2” est fausse.

Lorsque les valeurs de vérité d’une assertion dépend des valeurs prises par un pa-
ramètre x (respectivement plusieurs paramètres x,y, . . . ), on note souvent P (x) (respec-
tivement P (x,y, ...)) pour le souligner.

Exemple 2 La proposition P (x,y,z) : ”x = y+ z” est une assertion dépendant de x,y,z
et P (1,1,0) est vraie.

Définition 2 Deux assertions P et Q ayant même valeurs de vérité sont dites équivalentes
et on note P ∼ Q .

Exemple 3 Les propositions ”x≥ 0” et ”− x≤ 0” sont équivalentes.

On peut faire des opérations sur les propositions.

Définition 3 La proposition non (P ) , notée aussi ¬P , est
- vraie lorsque P est fausse
- fausse lorsque P est vraie.

P non(P )
V F
F V

Exemple 4 La négation de la proposition P ”Dans cette classe, tous les enfants savent
lire” est non (P ) ”Dans cette classe, il y a au moins un enfant qui ne sait pas lire”.
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6 CHAPITRE 1. LOGIQUE ET RAISONNEMENTS

Remarque 1 Pour démontrer que la proposition P est vraie, on peut montrer que non
(P ) est fausse. C’est le principe du raisonnement par l’absurde.

Définition 4 La proposition (P et Q ) , notée P ∧Q , est vraie lorsque les deux propo-
sitions P et Q sont vraies simultanément.

La proposition (P ou Q ) , notée P ∨Q , est vraie lorsque l’une au moins des deux
propositions est vraie.

Ces définitions sont résumées dans le tableau de vérité :

P Q P et Q P ou Q
V V V V
V F F V
F V F V
F F F F

Remarque 2 Attention : le ”ou” mathématique n’est pas exclusif :

”(P ou Q ) est vraie” signifie ”P ou bien Q est vraie”, c’est à dire qu’il se peut qu’une
seule proposition soit vraie, ou bien que les deux propositions soient vraies. En re-
vanche, le ”ou” de la vie courante est exclusif : Dans un menu de restaurant ”fromage
ou dessert” signifie que l’on a droit à un fromage ou à un dessert mais pas au deux.

Proposition 1 Les propositions non (P et Q ) est équivalente à la proposition non (P )
ou non ( Q ).

Les propositions non (P ou Q ) est équivalente à la proposition non (P ) et non (
Q ).

Démonstration. Comparons les tables de vérité.

P Q P ou Q non (P ou Q )
V V V F
V F V F
F V V F
F F F V

P Q non (P ) non (Q ) non (P ) et non (Q )
V V F F F
V F F V F
F V V F F
F F V V V

Définition 5 Soient P et Q deux propositions. L’assertion (non (P ) ou Q ) est notée
P =⇒ Q et se lit ”P implique Q ”. Sa table de vérité est

P Q non (P ) ou (Q )
V V V
V F F
F V V
F F V

L’assertion P =⇒ Q est vraie si Q ne peut pas être fausse quand P est vraie. En
français, l’implication est traduite pas ”si ... alors”.

Remarque 3 Lorsque P =⇒ Q est vraie :
-Si P est vraie, alors Q l’est aussi.
-Si P est fausse, alors on ne sait rien dire sur la valeur de vérité de Q .
- La négation de P =⇒ Q est (P et non (Q )). Le raisonnement par l’absurde de

”P =⇒ Q ” se base sur cette remarque.
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Définition 6 Lorsque P =⇒ Q est vraie, on dit que :
- P est une condition suffisante pour Q .
- Q est une condition nécessaire pour P .

Définition 7 non(Q ) =⇒ non(P ) est appelée contraposée de P =⇒ Q .

Le raisonnement par contraposée se base sur la proposition suivante.

Proposition 2 Soient P et Q deux propositions. La proposition P =⇒Q est équivalente
à sa contraposée non(Q ) =⇒ non(P ).

En effet, les propositions (P =⇒ Q ) et (non(Q ) =⇒ non(P )) ont même table de
vérité. �

Le raisonnement par contraposée consiste à montrer la proposition (P =⇒ Q ) en
montrant (nonQ =⇒ nonP ) puisque ses deux propositions sont équivalentes .

Exemple 5 Par exemple, pour montrer qu’une fonction f : X→Y est injective, on peut
montrer pour tout x,y de X

f (x) = f (y) =⇒ x = y

ou

x 6= y =⇒ f (x) 6= f (y)

Remarque 4 On peut aussi montrer (P =⇒ Q ) par l’absurde. Cela consiste à montrer
que non(P =⇒ Q ) = (P et non(Q )) est toujours fausse.

Définition 8 Q =⇒ P est appelée implication réciproque de P =⇒ Q .

Définition 9 Soient P et Q deux propositions. On note P ⇐⇒Q la proposition (P =⇒
Q ) et (Q =⇒ P ). Sa table de vérité est donnée par

P Q P ⇐⇒ Q
V V V
V F F
F V F
F F V

Si P ⇐⇒ Q est vraie, on dit que P est équivalente à Q ou que P si et seulement si Q .

Démonstration :

P Q P =⇒ Q Q =⇒ P Q ⇐⇒ P
V V V V V
V F F V F
F V V F F
F F V V V
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1.2 Quantificateurs
Le quantificateur ∀ signifie ”quel que soit”, ”pour tout ”. D’où la définition sui-

vante :

Définition 10 On définit l’assertion

∀x ∈ E, P (x)

comme étant vraie lorsque P (x) est vraie pour tout x ∈ E. Cette assertion se lit ”quel
que soit x dans E, on a P (x)”.

Exemple 6 L’assertion, ∀x ∈]1,+∞[, ln(x)> 0 est vraie.

Le quantificateur ∃ signifie ”il existe au moins un”. D’où la définition suivante :

Définition 11 On définit l’assertion

∃x ∈ E, P (x)

comme étant vraie lorsque P (x) est vraie pour au moins un x ∈ E. Cette assertion se
lit ”il existe x dans E tel que P (x)”.

Exemple 7 Soit f une fonction définie sur ]−1,1[ et à valeurs dans R. L’assertion ” f
s’annule sur l’intervalle ]−1,1[” s’écrit mathématiquement :

∃x ∈]−1,1[, f (x) = 0.

La négation de ∀x ∈ E, P (x) est

non(∀x ∈ E, P (x)) = ∃x ∈ E, non(P (x)).

La négation de ∃x ∈ E, P (x) est

non(∃x ∈ E, P (x)) = ∀x ∈ E, non(P (x)).

Le quantificateur ∃! signifie ”il existe un unique ”. D’où la définition suivante :

Définition 12 On définit l’assertion

∃!x ∈ E, P (x)

comme étant vraie lorsque P (x) est vraie pour un et un seul élément x de E. Cette
assertion se lit ”il existe un unique x dans E tel que P (x)”.

Exemple 8 Il existe un unique x dans R+∗ tel que ln(x) = 1 s’écrit comme suit en
langage mathématique : ∃!x ∈ R+∗, ln(x) = 1.

La négation de ”il existe un unique ” est ”il n’existe pas ... ou il existe au moins
deux”.

Remarque 5 On ne peut pas toujours intervertir deux quantificateurs.
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On peut intervertir deux quantificateurs ∀ consécutifs. En effet

∀x ∈ E, ∀y ∈ F = ∀(x,y) ∈ E×F = ∀y ∈ F, ∀x ∈ E.

On peut intervertir deux quantificateurs ∃ consécutifs. En effet

∃x ∈ E, ∃y ∈ F = ∃(x,y) ∈ E×F = ∃y ∈ F, ∃x ∈ E.

En revanche, on ne peut pas intervertir les quantificateurs ∃ et ∀ comme le montre
le contre exemple suivant. Soit A un sous ensemble et soit f : A→ R. L’assertion

∀a ∈ A,∃M ∈ R, f (a)≤M

est toujours vraie. En effet M dépend de a et on peut choisir M = f (a).
L’assertion

∃M ∈ R, ∀a ∈ A, f (a)≤M

est vraie si f est majorée. Dans cette assertion M ne dépend pas de a.

Le raisonnement par récurrence permet de montrer qu’une proposition de la forme
∀n ∈ N,P (n) est vraie. Il repose sur le théorème suivant.

Théorème 1 Soit P (n) une propriété définie pour tout entier naturel n et vérifiant :
i) (initialisation) La propriété P (0) est vraie.
ii) (hérédité) ∀n ∈ N,(P (n) vraie =⇒ P (n+1) vraie)
alors, la propriété P (n) est vraie pour tout entier naturel n.

Exemple 9 Démontrons le lemme suivant par récurrence sur N.

Lemme 1 Soit φ :N→N une application strictement croissante. On a, pour tout n∈N,
φ(n)≥ n.

Démonstration :Dans ce cas, P (n) = ”φ(n)≥ n”.

Initialisation : On a φ(0)≥ 0 car φ prend ses valeurs dans N.
Hérédité : Soit n un entier quelconque. On suppose φ(n)≥ n. Montrons que φ(n+

1) ≥ n+ 1. Comme φ est strictement croissante, on a φ(n+ 1) > φ(n) ≥ n. Comme
φ(n+1) est strictement supérieur à n, on a φ(n+1)≥ n+1.
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Chapitre 2

Suites numériques

2.1 Rappel sur R
Dans R, on dispose d’une relation d’ordre total ≤ (cela veut dire que si x et y sont

des réels, on a x≤ y ou y≤ x) vérifiant les propriétés suivantes :
— (i) si x≤ y et a ∈ R, alors x+a≤ y+a
— (ii) si x et y sont positifs, alors xy est positif

Définition 13 Soit A ⊂ R
a) M ∈ R est un majorant de A si, pour tout a ∈ A , on a a≤M.
b) m ∈ R est un minorant de A si, pour tout a ∈ A , on a m≤ a.
c) La partie A est majorée si elle admet au moins un majorant. Elle est minorée si

elle admet au moins un minorant.
d) La partie A est bornée si elle est majorée et minorée. Autrement dit, la partie A

est bornée s’il existe M ≥ 0 tel que

∀a ∈ A, |a| ≤M

Définition 14 Un majorant de A qui appartient à A s’appelle un plus grand élément.
Un minorant de A qui appartient à A s’appelle un plus petit élément.

Proposition 3 Le plus grand élément (respectivement le plus petit élément), s’il existe,
est unique.

Définition 15 Soit A une partie de R. Si l’ensemble des majorants de A est non vide
et admet un plus petit élément, ce dernier est appelé borne supérieure de A et est noté
SupA .

Soit A une partie de R. Si l’ensemble des minorants de A est non vide et admet un
plus grand élément, ce dernier est appelé borne inférieure de A et est noté In f A .

La borne supérieure de A est caractérisée par les deux propriétés suivantes :
— supA est un majorant de A .
— pour tout ε > 0, (supA)− ε n’est plus un majorant.

Mathématiquement :
— ∀a ∈ A , a≤ supA ,
— pour tout ε > 0,∃a ∈ A , a > supA− ε.

La propriété suivante découle de la construction de R.
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Théorème 2 a) Soit A une partie non vide majorée de R, elle admet une borne supérieure.
b) Soit A une partie non vide minorée de R, elle admet une borne inférieure.

Remarque 6 Le théorème 2 est faux sur Q.

Exemple 10 Considérons les ensembles A = [0,
√

2[ et B = A∩Q. L’élément 0 est le
plus petit élément de A et de B. Les ensembles A et B admettent

√
2 comme borne

supérieure dans R mais n’admettent pas de plus grand élément. L’ensemble B ⊂ Q
n’admet pas de borne supérieure sans Q.

Convention :
a) Si A n’est pas majorée, on pose supA =+∞.
b) Si A n’est pas minorée, on pose infA =−∞.

2.2 Suites réelles
Définition 16 Une suite réelle est une application de N dans R. L’application

U : N → R
n 7→ Un

est notée (Un)n∈N ou plus simplement (Un).

Définition 17 La suite est (Un)n∈N est dite majorée (respectivement minorée, bornée)
si l’ensemble {Un | n ∈ N} est majoré (minoré, borné).

Définition 18 La suite (Un)n∈N est croissante (respectivement décroissante) si l’appli-
cation qui à n ∈ N associe Un est croissante (respectivement décroissante).

Proposition 4 (Un) est croissante (respectivement décroissante) si, pour tout n ∈ N,
on a Un ≤Un+1 (respectivement Un ≥Un+1).

Définition 19 Une suite réelle (Un)n∈N converge vers l ∈R si, pour tout ε > 0, il existe
un rang à partir duquel Un ∈]l− ε, l + ε[. Mathématiquement,

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, n≥ n0 =⇒ |Un− l|< ε.

Une suite qui admet une limite (dans R) est dite convergente. Dans le cas contraire elle
est dite divergente.

Les propriétés suivantes sont classiques et vous en trouverez une démonstration dans
votre cours de L1.

Théorème 3 La limite, si elle existe, est unique.

Théorème 4 Soient (Un)n∈N et (Vn)n∈N deux suites et soit λ un réel. On a les propriétés
suivantes :

— Si (Un)n∈N converge vers l et (Vn)n∈N converge vers l′, alors la suite (λUn +Vn)n∈N
converge vers λl + l′.

— Si (Un)n∈N converge vers l et (Vn)n∈N converge vers l′, alors la suite (UnVn)n∈N
converge vers ll′.
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— Si (Un)n∈N converge vers l ∈ R∗, alors il existe un rang n0 à partir duquel

Un 6= 0. La suite
(

1
Un

)
n≥n0

est définie et elle converge vers
1
l

.

Théorème 5 a) Soient (Un)n∈N et (Vn)n∈N deux suites réelles qui convergent vers l et
l′ respectivement. Si Un ≤Vn à partir d’un certain rang, on a l ≤ l′.

b) Soient (Un)n∈N, (Vn)n∈N et (Wn)n∈N trois suites réelles. On suppose Un ≤ Vn ≤
Wn à partir d’un certain rang. Si les suites (Un) et (Wn) convergent vers l, il en est de
même de (Vn).

Démonstration. voir dans votre cours de L1.

Remarque 7 Par passage à la limite, les inégalités strictes deviennent des inégalités
larges. Soient (Un) et (Vn) deux suites convergeant respectivement vers l et l′. Si Un <
Vn à partir du rang n0, alors on peut seulement dire l ≤ l′ comme le montre l’exemple

suivant : on prend Un = 1 et Vn = 1+
1
n

.

Théorème 6 a) Toute suite croissante majorée est convergente.
b) Toute suite décroissante minorée est convergente.

Démonstration. Soit (Un)n∈N une suite croissante majorée. L’ensemble {Un | n∈N}⊂
R est non vide majoré. Il admet donc une borne supérieure notée l. Montrons que la
suite (Un)n∈N converge vers l. Soit ε > 0. D’après les propriétés de la borne supérieure,
il existe n0 ∈ N tel que Un0 > l− ε. Comme (Un) est croissante, on a pour tout n≥ n0,
Un ≥Un0 ≥ l− ε. Donc

∀n≥ n0, l− ε≤Un ≤ l.

Ce qui démontre que la suite (Un) converge vers l.
La démonstration est analogue pour une suite décroissante.

Définition 20 On dit que deux suites (an)n∈N et (bn)n∈N sont adjacentes si
— L’une est croissante, l’autre est décroissante
— lim

n→+∞
(bn−an) = 0.

Théorème 7 Soient (an)n∈N et (bn)n∈N deux suites réelles telles que
— (i) (an) est croissante, (bn) est décroissante.
— (ii) lim

n→+∞
(bn−an) = 0.

Alors, elles convergent toutes les deux vers la même limite l ∈ R. De plus, pour tout
n ∈ N, on a an ≤ l ≤ bn.

Démonstration. La suite (an−bn) est croissante et converge vers 0. Donc

∀n ∈ N, an−bn ≤ 0.

on a, pour tout n ∈ N, a0 ≤ an ≤ bn ≤ b0. La suite (an) est croissante majorée, donc
elle converge. Notons α sa limite. La suite (bn) est décroissante minorée, donc elle
converge. Notons β sa limite. D’après (ii), on a α = β = l. Comme (an) est croissante,
on a α = sup{an | n ∈ N}. Comme (bn) est décroissante, on a β = inf{bn | n ∈ N}. On
en déduit

∀n ∈ N, an ≤ l ≤ bn.
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Exemple 11 Soit (Un) une suite positive qui converge vers 0. On pose sn =
n

∑
p=0

(−1)pUp.

Nous verrons au chapitre 3 que les suites (s2n) et (s2n+1) sont adjacentes.

Introduisons maintenant la notion de sous-suites.

Lemme 2 Soit φ :N→N une application strictement croissante. On a, pour tout n∈N,
φ(n)≥ n.

Démonstration. : par récurrence sur N. Voir chapitre 1.

Définition 21 La suite (Vn)n est une sous suite (ou suite extraite) de (Un)n s’il existe
φ : N→ N strictement croissante telle que pour tout n ∈ N, Vn =Uφ(n).

Exemple 12 La suite (U2n) est une sous suite de (Un). Dans ce cas, on a φ(n) = 2n.

Théorème 8 Toute sous suite d’une suite convergente est convergente et a même limite.

Démonstration. Cela découle du lemme 2.

Remarque 8 La suite (Un) peut diverger et admettre une sous suite qui converge. Par
exemple la suite (Un) = ((−1)n) diverge alors que sa sous suite (U2n) converge.

On a cependant le théorème suivant :

Théorème 9 Soit (Un) une suite réelle. Si les suites extraites (U2n) et (U2n+1) convergent
et ont même limite l, alors la suite (Un) converge vers l.

Démonstration :Soit ε > 0. Comme la suite (U2p) converge,

∃n0 ∈ N, p≥ n0 =⇒ |U2p− l|< ε.

Comme la suite (U2p+1) converge,

∃n1 ∈ N, p≥ n1 =⇒ |U2p+1− l|< ε.

Si n est supérieur à sup(2n0,2n1+1), on montre aisément (en distinguant les cas n pair
et n impair) que |Un− l|< ε. Ainsi

∀n≥ sup(2n0,2n1 +1), |Un− l|< ε.

Ce qui démontre que la suite (Un) converge vers l. �

Donnons maintenant un critère qui permet de conclure à la convergence d’une suite
sans en connaitre la limite. On dit qu’une suite est de Cauchy si, à partir d’un certain
rang, tous ses termes sont à ε les uns des autres :

Définition 22 (Suite de Cauchy) La suite (Un) est de Cauchy si :

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, p,q≥ n0 =⇒ |Up−Uq|< ε
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Proposition 5 a) toute suite de Cauchy est bornée.
b) Toute suite convergente est de Cauchy.

Démonstration.
a) Soit (Un) une suite de Cauchy. Il existe n0 tel que pour p,q≥ n0, on a |Up−Uq| ≤

1. En utilisant l’inégalité ||Up|− |Uq|| ≤ |Up−Uq|, on en déduit

∀n≥ n0, |Un| ≤ |Un0 |+1.

Posons M = sup(|U0|, |U1|, . . . ,≤ |Un0 |+1). Pour tout entier n, on a |Un| ≤M. Ce qui
démontre que la suite (Un) est bornée.

b) Soit (Un) une suite convergente de limite l. Soit ε > 0.

∃n0 ∈ N,n≥ n0 =⇒ |Un− l| ≤ ε

2
.

Pour tout p,q≥ n0, on a

|Up−Uq| ≤ |Up− l|+ |Uq− l|< ε.

La suite (Un) est donc de Cauchy.

Théorème 10 Une suite réelle converge si et seulement si elle est de Cauchy.

Démonstration. On admettra ce théorème.

Remarque 9 Le theorem 10 est faux sur Q. Une suite de Cauchy à valeurs dans Q
n’a pas nécessairement de limite dans Q. Par exemple, écrivons

√
2 = 1,a1a2a3 . . . .

La suite de terme général Un = 10−nE(10n
√

2) = 1,a1a2 . . .an (où E désigne la partie
entière ) est une suite de rationnels. Elle converge dans R mais pas dans Q. C’est une
suite de Cauchy de R donc de Q.

Pour les suites de réels, on étend les limites aux valeurs infinies.

Définition 23 Soit (Un) une suite réelle.
a) On dit que la suite (Un) tend vers +∞ si, pour tout A ∈ R, on a Un > A à partir

d’un certain rang. Mathématiquement :

∀A ∈ R, ∃n0 ∈ N, n≥ n0 =⇒Un > A.

b) On dit que la suite (Un) tend vers −∞ si, pour tout B ∈ R, on a Un < B à partir
d’un certain rang. Mathématiquement :

∀B ∈ R, ∃n0 ∈ N, n≥ n0 =⇒Un < B.

Remarque 10 Une suite réelle qui tend vers +∞ ou −∞ est divergente dans R.
On introduit R= R∪{+∞}∪{−∞}. Une suite réelle qui tend vers +∞ ou −∞ est

convergente dans R (mais pas dans R).

Proposition 6 Soient (Un) et (Vn) deux suites telles que Un ≤Vn à partir d’un certain
rang.

a) Si (Un) tend vers +∞, alors (Vn) tend vers +∞.
b) Si (Vn) tend vers −∞, alors, (Un) tend vers −∞.
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Théorème 11 a) Soit (Un) une suite réelle croissante. On a l’alternative suivante :
— (Un) est majorée et alors elle converge vers une limite réelle.
— (Un) n’est pas majorée et alors elle converge vers +∞.

b) Soit (Un) une suite réelle décroissante. On a l’alternative suivante :
— (Un) est minorée et alors elle converge vers une limite réelle.
— (Un) n’est pas minorée et alors elle converge vers −∞.

Démonstration. Nous démontrons seulement a), la démonstration de b) étant analogue.
Dans le cas où la suite (Un) est majorée, nous avons déjà vu qu’elle converge dans

R. Traitons le cas où (Un) n’est pas majorée. Soit A∈R. Il existe n0 ∈N tel que Un0 >A.
Comme (Un) est croissante, pour tout n ≥ n0, on a Un > A. Nous avons montré que la
suite (Un) tendait vers +∞. �

Nous pouvons maintenant définir les notions de limites supérieures et limites inférieure
d’une suite. Ces notions sont définies pour toute suite de réels.

Définition 24 Si (Un) est majorée, on pose

U ′n = sup{Up | p≥ n}.

La suite (U ′n) est convergente dans R. On définit la limite supérieure de (Un) et on note
limsupn→+∞ Un la limite de (U ′n) dans R.

Si la suite (Un) n’est pas majorée, sa limite supérieure est +∞.

2) Si (Un) est minorée, on pose

U ′′n = inf{Up | p≥ n}.

La suite (U ′′n ) est convergente dans R. On définit la limite inférieure de (Un) et on note
liminfn→+∞ Un la limite de (U ′′n ) dans R.

Si la suite (Un) n’est pas minorée, sa limite inférieure est −∞.

Démonstration. Les suites (U ′n) et (U ′′n )sont respectivement décroissante et croissante.
�

On a évidemment l’inégalité suivante

lim inf
n→+∞

Un ≤ lim sup
n→+∞

Un.

Exemple 13 1) La suite de terme général (−1)n admet 1 comme limite supérieure et
−1 comme limite inférieure.

2) La suite de terme général cos
(nπ

3

)
admet 1 comme limite supérieure et −1

comme limite inférieure.

Remarque 11 Soit (Un) une suite réelle. Notons L sa limite supérieure et l sa limite
inférieure. Soit A un réel.

1) Si L<A, alors il existe un rang n0 ∈N à partir duquel U ′n <A. On a donc Un <A
pour n≥ n0.

Si Un ≤ A pour n≥ n0, on a U ′n ≤ A pour n≥ n0 et donc L≤ A.
2) Si l > A, alors il existe un rang n0 ∈N à partir duquel U ′′n > A. On a donc Un > A

pour n≥ n0.
Si Un ≥ A pour n≥ n0, on a U ′′n ≥ A pour n≥ n0 et donc l ≥ A.
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Théorème 12 Soit l ∈ R. Soit (Un) une suite réelle.
La suite (Un) converge vers l si et seulement si

l = lim sup
n→+∞

Un = lim inf
n→+∞

Un.

Démonstration. Posons L = limsupn→+∞ Un et l = liminfn→+∞ Un.
Supposons l = L. A partir d’un certain rang N, tous les termes de la suite (Un) sont

plus grands que l− ε et plus petit que l + ε. Donc la suite (Un) converge vers l.
Montrons l’assertion réciproque. On suppose que la suite (Un) converge vers λ.

Soit ε > 0. A partir d’un certain rang N, tous les termes de la suite (Un) sont dans
[λ− ε,λ+ ε]. A partir du rang N, on a donc

l− ε≤U ′′n ≤U ′n ≤ l + ε.

En passant à la limite, on en déduit

λ− ε≤ l ≤ L≤ λ+ ε.

Comme ces inégalités sont vraies pour tout ε, on en déduit l = L = λ.

Théorème 13 Soit (Un) une suite réelle. Notons L sa limite supérieure et l sa limite
inférieure.

Il existe une sous suite de (Un) qui converge vers L.
Il existe une sous suite de (Un) qui converge vers l.

Démonstration. On démontre le théorème pour la limite supérieure et dans le cas où
cette dernière est finie. les autre cas sont laissés au lecteur. Construisons par récurrence
une application strictement croissante φ : N → N telle pour tout n ∈ N∗, on ait

|Uφ(n)−L| ≤ 1
n

. La suite extraite (Uφ(n)) convergera bien vers L.

L’hypothèse de récurrence sera P (p) : ”φ(0),φ(1), . . . ,φ(p) sont construits et vérifient
les deux conditions suivantes :

— φ(0)< φ(1)< · · ·< φ(p).

— |Uφ(p)−L| ≤ 1
p
.”

Initialisation On choisit n0 ∈ N tel que L− 1 ≤ L < U ′n0
< L+ 1, puis p0 ∈ N tel

que L−1 <Up0 ≤U ′n0
< L+1. On pose φ(0) = p0.

Hérédité On suppose φ(0),φ(1), . . . ,φ(p) sont construits et satisfaisant aux deux
conditions requises. Il existe un rang à partir duquel tous termes de la suite (U ′n) sont
dans [L,L+ 1

p+1 ]. On peut donc choisir np+1 > φ(p) tel que (U ′np+1
) est dans [L,L+

1
p+1 ]. Par les propriétés de la borne supérieure il existe un entier φ(p+1)≥ np+1 tel que
Uφ(p+1) vérifie L− 1

p+1 ≤U ′np+1
− 1

p+1 ≤Uφ(p+1) ≤U ′np+1
< L+ 1

p+1 . Le réel Uφ(p+1)

appartient à [L− 1
p+1 ,L+ 1

p+1 ] et satisfait φ(0)< φ(1)< · · ·< φ(p)< φ(p+1).�

Théorème 14 (Théorème de Bolzano Weierstrass) Toute suite bornée admet une sous
suite convergente.

Démonstration. : Si (Un) est bornée par M ∈R+, alors sa limite supérieure L est dans
[−M,M]. Il existe une sous suite de (Un) qui converge vers L. La suite (Un) admet donc
une sous suite convergente.
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2.3 Suites à valeurs complexes
C ne peut pas être muni d’une relation d’ordre intéressante.

Proposition 7 Dans C, il n’existe pas de relation d’ordre total ≤ (cela veut dire que
si x et y sont des complexes, on a x≤ y ou y≤ x) qui vérifie les propriétés suivantes :

— (i) si x≤ y et a ∈ C, alors on a x+a≤ y+a
— (ii) si x et y sont positifs, alors xy est positif

Démonstration. Si une telle relation d’ordre existait, tout carré serait positif. En effet
si z = α2, on a deux cas :

1er cas : α≥ 0 : alors d’après (ii), α2 = z≥ 0.
Sd cas : α≤ 0 : alors −α≥ 0 et donc, d’après (ii), (−α)2 = z≥ 0.
En particulier 1 = 12 est positif, donc −1 est négatif. Or −1 = i2. Contradiction.�

Définition 25 Une suite complexe est une application U de N dans C.

Pour les suites complexes, on a :
— La notion de convergence de suites en remplaçant la valeur absolue par un mo-

dule dans la définition.
— La notion de suite bornée. La suite (Un) est bornée s’il existe M ≥ 0 tel que,

pour tout n ∈ N, |Un| ≤M. Toute suite convergente est bornée.
— la notion de sous suite
— La notion de suite de Cauchy en remplaçant la valeur absolue par un module

dans la définition.
En revanche, on n’a pas les notions de suites croissantes, décroissantes, le théorème 5,
la notion de suites adjacentes.

Exemple 14 Considérons un complexe z et étudions la suite (zn)n.

Premier cas : |z|< 1. Alors lim
n∈N

zn = 0 puisque lim |zn|= 0.

Deuxième cas : |z|> 1. Alors la suite (zn) est non convergente puisque non bornée.
Troisième cas : Si |z|= 1. Alors :
Premier sous cas : z = 0[2π]. Alors zn = 1 quel que soit n ∈ N.
Deuxième sous cas :z 6= 0[2π]. Montrons par l’absurde que le suite (zn) diverge.

Supposons qu’elle converge vers l. Alors la relation zn+1 − zn = (z− 1)zn donne
|zn+1− zn| = |zn||z− 1| = |z− 1|. Par passage à la limite, on obtient |z− 1| = 0, ce
qui est en contradiction avec l’hypothèse z 6= 0[2π].

Une suite complexe (Un) définit deux suites réelles : sa partie réelle et sa partie
imaginaire.

Théorème 15 La suite (Un) converge vers l si et seulement si sa partie réelle converge
vers Re(l) et sa partie imaginaire converge vers Im(l).

Démonstration. Cela découle des inégalités suivantes.

|Re(Un)−Re(l)| ≤ |Un− l| ≤ |Re(Un)−Re(l)|+ |Im(Un)− Im(l)|
|Im(Un)− Im(l)| ≤ |Un− l| ≤ |Re(Un)−Re(l)|+ |Im(Un)− Im(l)|�

Théorème 16 Une suite complexe (Un) converge si et seulement si elle est de Cauchy.
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Démonstration. (Un) est de Cauchy si et seulement si ses parties réelles et imaginaires
le sont. Cela découle des inégalités suivantes.

|Re(Up)−Re(Uq)| ≤ |Up−Uq| ≤ |Re(Up)−Re(Uq)|+ |Im(Up)− Im(Uq)|
|Im(Up)− Im(Uq)| ≤ |Up−Uq| ≤ |Re(Up)−Re(Uq)|+ |Im(Up)− Im(Uq)|�
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Chapitre 3

Séries numériques

3.1 Généralités sur les séries numériques
Dans ce chapitre K= R ou C.

Définition 26 (définition séries numériques) Soit (Un)n∈N une suite à valeurs dans

K. On appelle série numérique de terme général Un la suite (sn)n∈N où sn =
n

∑
k=0

Uk.

Terminologie et notation :
La série de terme général Un est notée ∑

n≥0
Un ou plus simplement ∑Un.

sn =
n

∑
k=0

Uk est appelée somme partielle d’ordre n de la série ∑Un.

Définition 27 On dit que la série ∑
n≥0

Un de terme général Un converge et a pour somme

s ∈ K si la suite des sommes partielles (sn) converge vers s. On pose alors s =
+∞

∑
n=0

Un

On dit que la série diverge si la suite (sn) n’a pas de limite (finie réelle).

Exemple 15 Soit z ∈ C. Considérons la série géométrique ∑zn de terme général zn.
Sa somme partielle d’ordre n est

n

∑
k=0

zk =

 1− zn+1

1− z
si z 6= 1

n+1 si z = 1

Elle admet
1

1− z
comme limite si et seulement si |z| < 1. La série géométrique ∑zn

converge si et seulement si |z|< 1.

Exemple 16 Soit (Un) une suite. La série de terme général Vn = Un−Un−1 a pour
somme partielle d’ordre n le scalaire σn =Un−U0. La série ∑Vn converge si et seule-
ment la suite (Un) converge.

Remarque 12 On ne modifie pas la nature d’une série si on change un nombre fini de
ses termes.

21
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Définition 28 Soit ∑
n≥0

Un une série convergente et
+∞

∑
n=0

Un sa somme. On appelle reste

d’ordre n le scalaire Rn =
+∞

∑
k=0

Uk−
n

∑
k=0

Uk. On montre que Rn =
+∞

∑
k=n+1

Uk.

Remarque 13 Si une série ∑Un converge, alors son reste d’ordre n, Rn, tend vers 0.

Exemple 17 Reprenons l’exemple 15. Si |z|< 1, le reste d’ordre n est
zn+1

1− z
.

Théorème 17 Si la série ∑Un converge, alors son terme général tend vers 0.

Démonstration. Un = sn− sn−1 donc la suite (Un) tend vers 0.

Remarque 14 attention : la réciproque est fausse. Par exemple, la série ∑
n≥0

1
n

diverge

alors que son terme général tend vers 0.

On utilise souvent la contraposée du théorème 17. Si le terme Un ne tend pas vers
0, on dit que la série diverge grossièrement.

Proposition 8 a) La somme de la série ∑
n≥0

Un et de la série ∑
n≥

Vn est la série de terme

général Un +Vn. Si les séries ∑
n≥0

Un et ∑
n≥0

Vn convergent, alors la série ∑
n≥0

(Un +Vn)

converge et on a
+∞

∑
n=0

(Un +Vn) =
+∞

∑
n=0

Un +
+∞

∑
n=0

Vn

b) Le produit de la série ∑
n≥0

Un par un scalaire λ est la série de terme général λUn. Si

∑
n≥0

Un converge, il en est de même de la série ∑
n≥0

(λUn) et on a

∞

∑
n=0

(λUn) = λ

∞

∑
n=0

Un.

Démonstration. Considérer les sommes partielles d’ordre n des séries introduites et
faire tendre n vers +∞.

Le critère de Cauchy s’applique aux séries :

Théorème 18 La série ∑Un de terme général Un converge si et seulement si elle vérifie
le critère de Cauchy :

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, p≥ n0 et r ∈ N=⇒ |
r

∑
k=1

Uk+p|< ε

Définition 29 Si la série ∑ |Un| de terme général |Un| converge, on dit que la série
∑Un est absolument convergente.

Théorème 19 Si la série ∑Un est absolument convergente, elle est convergente.

Démonstration. Cela découle du critère de Cauchy et de l’inégalité |
r

∑
k=1

Uk+p| ≤
r

∑
k=1
|Uk+p|.

�
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3.2 Séries à termes positifs
Théorème 20 Soit ∑

n≥0
Un une série dont le terme général est positif. La série ∑

n≥0
Un

converge si et seulement si la suite de ses sommes partielles est majorée. Dans le cas

contraire la suite

(
n

∑
k=0

Un

)
tend vers +∞.

Démonstration. la suite des sommes partielles est croissante puisque sn+1− sn =Un+1
est positif.

Théorème 21 On considère deux séries numériques dont les termes vérifient à partir
de n0 :

— Un et Vn sont positifs
— Un ≤Vn

Alors
a) Si ∑Vn converge, alors ∑Un converge.
b) Si ∑Un diverge, alors ∑Vn diverge.

Démonstration. b) est la contraposée de a). Il suffit donc de démontrer a). On pose

sn =
n

∑
p=n0

Un et σn =
n

∑
p=n0

Vn. Pour n≥ n0, on a sn ≤ σn. Si σn est majorée, il en est de

même de sn. On applique alors le théorème 20.

Théorème 22 [Critère de Cauchy] On considère une série à termes positifs ∑Un.
a) S’il existe r ∈ [0,1[ tel que

∀n≥ n0,
n√Un ≤ r

alors ∑Un converge.
b) S’il existe un rang à partir duquel Un ≥ 1, alors la série ∑Un diverge.

Démonstration. Dans le premier cas, on a ∀n≥ n0, Un ≤ rn et on utilise la proposi-
tion 21 et l’exemple 15.

Dans le deuxième cas, la série diverge grossièrement.�

On peut reformuler le critère de Cauchy en utilisant les limites supérieures et
inférieures.

Théorème 23 [Critère de Cauchy] On considère une série à termes positifs ∑Un.
a) Si limsupn→+∞

n
√

Un < 1 alors ∑Un converge.
b) Si limsupn→+∞

n
√

Un > 1, alors la série ∑Un diverge grossièrement.
c) Si limsupn→+∞

n
√

Un = 1, on ne peut pas conclure.

Démonstration. a) découle de la remarque 11.
b) Conservons les notations de cette même remarque. Si limsupn→+∞

n
√

Un > 1, la
suite (U ′n) étant décroissante, tous ses termes sont strictement supérieurs à 1. On en
déduit :

∀n ∈ N, ∃p≥ n, Un > 1.

La suite (Un) a une infinité de termes strictement supérieur à 1, elle ne tend pas vers 0.

c) Les séries ∑
1
n

et ∑
1
n2 vérifie c). Pourtant la premère diverge alors que la seconde

converge (comme on le verra plus loin). �
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Corollaire 24 (Test de Cauchy) Soit ∑Un une série à termes positifs. On suppose que
la suite

(
n
√

Un
)

n∈N tend vers l ∈ R, alors
— Si l < 1, alors la série ∑Un converge.
— Si l > 1, alors la série diverge.
— Si l = 1, on ne peut pas conclure.

Démonstration. Cela découle immédiatement du théorème 23.�

Théorème 25 [Critère de d’Alembert] On considère une série à termes strictement
positifs ∑Un.

a) S’il existe r ∈]0,1[ tel que

∀n≥ n0,
Un+1

Un
≤ r

alors ∑Un converge.

b) S’il existe un rang à partir duquel
Un+1

Un
≥ 1, alors la série ∑Un diverge.

Démonstration. Dans le premier cas, on montre par récurrence ∀n ≥ n0 + 1, Un ≤
rn−n0Un0 et on utilise la proposition 21 et l’exemple 15.

Dans le deuxième cas, on a Un≥Un−1≥ ·· ·≥U0. La série diverge grossièrement. �

On peut reformuler le critère de d’Alembert en utilisant les limites supérieures et
inférieures.

Théorème 26 [Critère de d’Alembert] On considère une série à termes strictement
positifs ∑Un.

a) Si limsupn→+∞

Un+1

Un
< 1 alors ∑Un converge.

b) Si liminfn→+∞

Un+1

Un
> 1, alors la série ∑Un diverge grossièrement.

c) Si limsupn→+∞

Un+1

Un
= 1, on ne peut pas conclure.

Démonstration. a) et b) découle de le remarque 11. Les séries ∑
1
n

et ∑
1
n2 vérifie c).

Pourtant la première diverge alors que la seconde converge. �

Corollaire 27 (test de d’Alembert) Soit ∑Un une série à termes strictement positifs.

On suppose que la suite
(

Un+1

Un

)
n∈N

tend vers l ∈ R, alors

— Si l < 1, alors la série ∑Un converge.
— Si l > 1, alors la série diverge.
— Si l = 1, on ne peut pas conclure.

Démonstration. C’est une conséquence directe du théorème 26.�

Le test de Cauchy est plus fin que celui de d’Alembert en vertu du théorème sui-
vant :

Théorème 28 Si la suite
(

Un+1

Un

)
n∈N

tend vers l ∈ R, alors
(

n
√

Un
)

n∈N tend vers l.
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Démonstration. Premier cas : l > 0

Soit ε > 0. Comme les Un sont strictement positifs et que
(

Un+1

Un

)
n∈N

tend vers l,

il existe N ∈ N tel que

∀n≥ N, l− ε <
Un+1

Un
< l + ε

On montre ensuite par récurrence que pour n≥ N, on a

(l− ε)n−NUN ≤Un ≤ (l + ε)n−NUN .

On en déduit
(l− ε)1−N

n n√UN ≤ n
√

Un ≤ (l + ε)1−N
n n√UN .

Comme lim
n→+∞

(l− ε)1−N
n (UN)

1
n = l− ε, il existe donc N1 tel que

∀n≥ N1, l−2ε < n
√

Un

De même , il existe N2 tel que
n
√

Un < l +2ε.

Donc pour n > N3 = Sup(N,N1,N2), on a

∀n≥ N3, l−2ε < n
√

Un < l +2ε.

On a donc montré que la suite
(

n
√

Un
)

tend vers l.
Deuxième cas : l = 0. Il se traite comme le cas précédent en remplaçhant l− ε par

0.
Troisième cas : l =+∞. Ce cas est laissé au lecteur. �

Pour étudier les séries à termes positifs à partir d’un certain rang, on utilise souvent
les o, O et les équivalents.

Définition 30 Soit (Un) et (Vn) deux suites réelles. On suppose que (Vn) ne s’annule
pas à partir d’un certain rang.

a) On dit que Un = O(Vn) si la suite
(

Un

Vn

)
est bornée.

b) On dit que Un = o(Vn) si la suite
(

Un

Vn

)
tend vers 0.

c) On dit que Un ∼Vn si la suite
(

Un

Vn

)
tend vers 1.

Proposition 9 Soit (Un) et (Vn) deux suites réelles. On suppose que
— que (Vn) ne s’annule pas à partir d’un certain rang.
— Un et Vn sont positives à partir d’un certain rang.
— Un = O(Vn)

Alors
a) Si ∑Vn converge, alors ∑Un converge.
b) Si ∑Un diverge, alors ∑Vn diverge.

Démonstration. Il existe M ∈ R+ tel que 0≤Un ≤MVn à partir d’un certain rang. La
proposition est alors une application de la proposition 21. �
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Corollaire 29 Soient (Un) et (Vn) deux suites. On suppose
— Vn > 0 à partir d’un certain rang
— Un ∼Vn

alors ∑Un et ∑Vn sont de même nature.

Démonstration. Comme
Un

Vn
tend vers 1, on peut voir que Un > 0 à partir d’un certain

rang. On a Un = O(Vn) et Vn = O(Un).�

Théorème 30 [comparaison séries et intégrales] Soit f : [a,+∞[→ R+. Soit f une
fonction décroissante, intégrable et telle que lim

x→+∞
f (x) = 0. Alors la série ∑ f (n) et la

suite (
∫ n

a f (t)dt)n sont de même nature.

Démonstration. Puisque f est décroissante, on a :
— t ∈ [i−1, i] =⇒ ui = f (i)≤ f (t).
— t ∈ [i, i+1] =⇒ ui = f (i)≥ f (t)

Si (sn) est la suite des sommes partielles de la série de terme général Un, on peut écrire

sn− s0 =
n

∑
i=1

f (i)≤
n

∑
i=1

∫ i

i−1
f (t)dt =

∫ n

0
f (t)dt.

De la même façon, on a aussi :

sn =
n

∑
i=0

f (i)≥
n

∑
i=0

∫ i+1

i
f (t)dt =

∫ n+1

0
f (t)dt.

On a donc la double égalité :∫ n+1

0
f (t)dt ≤ sn ≤ s0 +

∫ n

0
f (t)dt.

Comme ces suites sont croissantes, ces deux inégalités prouvent que la suite (sn)
converge si et seulement si la suite des intégrales (

∫ n
0 f (t)dt) admet une limite quand n

tend vers +∞. �

En utilisant le critère de comparaison séries-intégrales, on peut étudier les séries de

Riemann ∑
1

nα
dans la cas òu α ∈ R+∗.

Théorème 31 (séries de Riemann) La série ∑
1

nα
converge si α > 1 et diverge si α≤

1.

Démonstration. Si α ∈ R+∗, on peut calculer explicitement
∫ n

1

dt
tα

. On a

∫ n

1

dt
tα

=

{
Ln(n) si α = 1

1
1−α

1
nα−1∫ n

1

dt
tα

a une limite (réelle) si et seulement si α > 1. On utilise ensuite le théorème 30.
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3.3 Retour au cas général
Théorème 32 [Critère des séries alternées] Soit (Un) une suite positive, décroissante
et tendant vers 0. La série ∑(−1)nUn converge. De plus, on a l’estimation suivante de
son reste d’ordre n : |rn| ≤Un+1

Démonstration. On pose sn =
n

∑
k=0

(−1)kUk. Montrons que les suites (s2n) et (s2n+1)

sont adjacentes. Le calcul

s2n+2− s2n =U2n+2−U2n+1 ≤ 0

montre que (s2n) est décroissante. De même, la suite (s2n+1) est croissante. Comme
s2n+1− s2n =−U2n+1 tend vers 0, les suites (s2n) et (s2n+1) sont bien adjacentes. Elles
ont donc même limite l (voir le théorème 7). La série ∑(−1)nUn converge donc et sa
somme est l. On a de plus les inégalités

s2n+1 ≤ s2n+3 ≤ l ≤ s2n+2 ≤ s2n.

On en déduit

|s2n− l| ≤ |s2n− s2n+1|= |U2n+1| et |l− s2n+1| ≤ |s2n+2− s2n+1|= |U2n+2|.

Dans tous les cas, |rn| ≤Un+1. �

Exemple 18 Le série ∑
n≥1

(−1)n

n
est convergente.

Théorème 33 [Critère d’Abel] On considère la série de terme général anbn avec an ∈
K et bn ∈ R. On suppose :

— (bn) est une suite décroissante et de limite 0.
— (an) est une suite complexe telle que la suite (An = ∑

n
k=0 ak) est bornée.

alors la séries ∑anbn converge.

Démonstration. La démonstration utilise la transformation d’Abel et le critère de Cau-

chy. On pose sp =
p

∑
n=0

anbn. Si p≥ q, on a la ”transformation d’Abel”.

sq− sp−1 =
q

∑
n=p

anbn

=
q

∑
n=p

(An−An−1)bn

=
q

∑
n=p

Anbn−
q

∑
n=p

An−1bn

=
q

∑
n=p

Anbn−
q−1

∑
n=p−1

Anbn+1

=
q−1

∑
n=p

An(bn−bn+1)+Aqbq−Ap−1bp
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Soit M ∈ R+ tel que ∀n ∈ N, |An| ≤M. On a

|sq− sp−1| ≤
q−1

∑
n=p

M(bn−bn+1)+Mbp +Mbq

≤ 2Mbp

Comme la suite (bn) tend vers 0, il existe un rang N à partir duquel |bp| ≤ ε

2M .

∀(p,q) ∈ N, q≥ p≥ N =⇒ |sq− sp−1|< ε.

La suite (sn) est de Cauchy, donc elle converge. �

Exemple 19 Etudions la série ∑
n≥1

einθ

n
. Elle est divergente si θ = 0[2π]. Supposons

donc θ 6= 0[2π].
n

∑
k=1

eikθ =
eiθ− ei(n+1)θ

1− eiθ

=
ei(n+2) θ

2

ei θ

2

−2isin( nθ

2 )

−2isin( θ

2 )

= ei(n+2) θ

2
sin( nθ

2 )

sin( θ

2 )

On en déduit l’inégalité |
n

∑
k=1

eikθ| ≤ 1
|sin( θ

2 )|
. Le critère d’Abel s’applique et montre que

la série ∑
n≥1

einθ

n
converge si θ 6= 0[2π].

Définissons maintenant le produit de Cauchy de deux séries et étudions le.

Définition 31 Soient ∑Un et ∑Vn deux séries à valeurs dans K. On définit la série

produit ∑Wn de terme général Wn =
n

∑
k=0

UkVn−k.

Théorème 34 On considère une série numérique de terme général un absolument
convergente et une série numérique de terme général vn convergente. Alors la série
produit, de terme général

wn =
n

∑
p=0

upvn−p,

est convergente et sa somme est le produit des sommes des deux séries de départ.
Si de plus la série de terme général vn est absolument convergente, la série produit est
absolument convergente.

Démonstration. On définit les sommes partielles des séries par :

sn =
n

∑
i=0

ui , σn =
n

∑
j=0

v j , An =
n

∑
i=0
|ui| ,

Πn =
n

∑
k=0

wk =
n

∑
k=0

k

∑
p=0

upvk−p = ∑
0≤i+ j≤n

uiv j.
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Soient s,σ,A,Π les sommes correspondantes.
On veut montrer que la suite (Πn)n∈N converge vers sσ. Comme la suite (snσn)n∈N

converge vers sσ, il suffit de montrer que la suite (snσn−Πn)n∈N converge vers 0. Or :

snσn−Πn =
n

∑
i=0

n

∑
j=0

uiv j− ∑
0≤i+ j≤n

uiv j = ∑
n+1≤i+ j≤2n

uiv j

= u1vn +u2(vn + vn−1)+ · · ·+un(vn + vn−1 + · · ·+ v1).

Soit M > 0 tel que ∀n ∈ N,An =
n

∑
i=0
|ui| ≤M et |σn| ≤

M
2

.

Soit ε > 0 donné. Par hypothèse, il existe n0 ∈ N tel que

n,m≥ n0⇒ |σn−σm| ≤
ε

2M
et n,m≥ n0⇒ |An−Am| ≤

ε

2M
.

En coupant la somme ci-dessus en deux à l’indice n0 on peut écrire :

snσn−Πn = u1vn +u2(vn + vn−1)+ · · ·+un(vn + vn−1 + · · ·+ v1)
= u1vn + · · ·un0(vn + vn−1 + · · ·+ vn−n0+1)+ · · ·+un(vn + vn−1 + · · ·+ v1)
= u1(σn−σn−1)+ · · ·+un0(σn−σn−n0)+ · · ·un(σn−σ0).

Donc,

|snσn−Πn| ≤ [|u1| |σn−σn−1|+ |u2| |σn−σn−2|+ · · ·+ |un0 | |σn−σn−n0 |]+

[|un0+1| |σn−σn−n0−1|+ · · ·+ |un| |σn−σ0|] .

Or, si n≥ 2n0, on a :

∀k ∈ {1,2, . . . ,n0} , |σn−σn−k| ≤
ε

2M
,

et on a aussi

∀k ∈ {n0 +1, . . . ,n} , |σn−σn−k| ≤ |σn|+ |σn−k| ≤ 2
M
2

= M .

D’où :

n≥ 2n0⇒ |snσn−Πn| ≤
ε

2M
[|u1|+ |u2|+ · · ·+ |un0 |]+M [An−An0 ]

≤M
ε

2M
+M

ε

2M
= ε.

La série produit converge bien et sa somme est bien égale au produit des sommes des
séries de termes généraux respectifs un et vn.

Dans le cas où la série de terme général vn est absolument convergente, on peut
définir la série de terme général :

w′n = ∑
0≤i+ j≤n

|ui|
∣∣u j
∣∣ .

C’est donc le produit des deux séries de termes généraux respectifs |un| et |vn|. Ces
deux séries sont convergentes et aussi absolument convergentes puisqu’elles sont à
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termes positifs. Par la démonstration précédente, c’est une série convergente. Or, on
remarque que

∀n ∈ N , 0≤ |wn| ≤ w′n.

D’où, si (Π′n)n∈N dénote la suite des sommes partielles de la série de terme général w′n,
on a aussi :

∀n ∈ N , 0≤
n

∑
i=0
|wn| ≤Π

′
n .

Comme ces deux suites sont croissantes et que (Π′n)n∈N est convergente, la suite des
sommes partielles de la série de terme général |wn| est convergente et la série produit
est bien absolument convergente.�

Etudions maintenant ce qui se passe si on modifie l’ordre des termes d’une série.

Théorème 35 Soit σ : N→ N une bijection. Soit ∑Un une série numérique complexe
et ∑Vn la série de terme général Vn =Uσ(n). Si ∑Un est absolument convergente, alors
∑Vn est absolument convergente et on a

+∞

∑
n=0

Un =
+∞

∑
n=0

Vn.

Remarque 15 Le théorème 35 n’a aucune raison d’être vrai si la série ∑Un n’est pas

absolument convergente. Par exemple la série ∑
(−1)n−1

n
converge d’après le critère

des séries alternées. On pose

l =
+∞

∑
n=1

(−1)n−1

n
= 1− 1

2
+

1
3
− 1

4
+

1
5
− 1

6
+

1
7
− 1

8
+

1
9
. . .

Si on change l’ordre des termes de la série, on obtient

1− 1
2
− 1

4
+

1
3
− 1

6
− 1

8
+

1
5
− 1

10
− 1

12
· · ·= 1

2
− 1

4
+

1
6
− 1

8
+

1
10
− 1

12
· · ·= l

2
.

Démonstration.
Premier cas : Un ≥ 0 :

V0 + · · ·+Vn = Uσ(0)+ · · ·+Uσ(n) ≤U0 + · · ·+UN où N = sup{σ(k) | k ∈ [0,n]}.

Comme V0 + · · ·+Vn ≤
+∞

∑
n=0

Un, la série ∑Un converge et on a
+∞

∑
n=0

Vn ≤
+∞

∑
n=0

Un.

En considérant la permutation σ−1, on montre l’inégalité
+∞

∑
n=0

Un ≤
+∞

∑
n=0

Vn. D’où

l’égalité
+∞

∑
n=0

Un =
+∞

∑
n=0

Vn.

Deuxième cas : le cas Un réel.
On introduit

U+
n = sup(0,Un) et U−n = sup(0,−Un).

On a Un = U+
n −U−n et |Un| = U+

n +U−n . Si ∑Un converge absolument, alors ∑U+
n

et ∑U−n convergent puisque 0 ≤ U+
n ≤ |Un| et 0 ≤ U−n ≤ |Un|. Comme U+

n et U−n
sont positives, le premier cas montre que ∑U+

σ(n) et ∑U−
σ(n) convergent et que l’on a
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+∞

∑
n=0

U+
σ(n) =

+∞

∑
n=0

U+
n et

+∞

∑
n=0

U−
σ(n) =

+∞

∑
n=0

U−n . On en déduit que la série ∑Un converge et

on a
+∞

∑
n=0

Uσ(n) =
+∞

∑
n=0

Un.

Troisième cas : le cas général.
Si ∑Un, on applique le deuxième cas à ∑Re(Un) et Im(Un). �

Définition 32 Soit ∑Un une série. On dit que la série ∑Vn est une série de paquets
∑Vn de la série ∑Un s’il existe une injection strictement croissante φ : N→N telle que

V0 =
φ(0)

∑
k=0

Uk, et ∀n ∈ N∗, Vn =
φ(n)

∑
k=φ(n−1)+1

Uk

Théorème 36 Si la série de terme général Un converge, toute série de paquets ∑Vn de
∑Un converge et a même somme que ∑Un

Démonstration. On pose sn =
n

∑
k=0

Un et tn =
n

∑
k=0

Vn. On a la relation tn = sφ(n). La suite

(tn) est donc une sous suite de (sn). Le théorème en découle. �

Remarque 16 La réciproque est fausse. Un contrexemple est fourni par Un = (−1)n,
φ(n) = 2n. On a alors Vn = 0 si n > 0. La série ∑Vn converge alors que ∑Un diverge
grossièrement.

On a cependant le théorème suivant :

Théorème 37 Soit ∑Un une série de terme général positif et soit ∑Vn une série de
paquets de ∑Un. Si la série ∑Vn converge, alors la série ∑Un converge.

Démonstration. On pose sn =
n

∑
k=0

Un et tn =
n

∑
k=0

Vn. Si ∑Vn converge, la suite (tn) est

majorée (puisque les Vn sont positifs). Comme φ(n)≥ n (lemme 2), on a sn ≤ sφ(n) = tn.
Donc la suite (sn) est majorée et ∑Un converge.
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Chapitre 4

Limites, équivalents et
continuité

Dans ce chapitre, K désigne R ou C. En analyse, on utilise souvent la notion de
propriété vraie localement. Nous nous restreindrons au cas des fonctions définies sur
un domaine D inclus dans R.

Définition 33 (voisinage élémentaire) Soit a ∈ R, un voisinage élémentaire de a est
un intervalle ouvert de la forme ]a−α,a+α[ pour α > 0.

Un voisinage élémentaire de +∞ est un intervalle de la forme ]A,+∞[ pour A ∈ R.
Un voisinage élémentaire de−∞ est un intervalle de la forme ]−∞,B[ pour B ∈R.

Définition 34 Soit a∈R. On dit qu’une propriété est vraie au voisinage de a s’il existe
un voisinage élémentaire sur laquelle elle est vraie.

Notation : Soit a ∈ R = R∪{+∞}∪ {−∞}. Notons V (a) l’ensemble des voisi-
nages élémentaires de a.

Proposition 10 Soit D⊂R. On a une équivalence entre les deux propriétés suivantes :
— (i) a ∈ R est limite d’une suite d’éléments de D.
— (ii) ∀V ∈ V (a), V ∩D 6= /0.

Démonstration. Traitons le cas où a est réel, les cas où a =+∞ et a =−∞ étant laissés
au lecteur.

Montrons que (i) implique (ii). On suppose que a est la limite d’une suite (xn)
d’éléments de xn ∈D. Soit α > 0. Il existe un rang n0 à partir duquel tous les termes de
la suite (xn) sont dans ]a−α,a+α[. Pour n≥ n0, on a donc xn ∈]a−α,a+α[∩D.

Montrons que (ii) implique (i). Pour tout n ∈N∗, il existe xn ∈D∩]a− 1
n ,a+

1
n [. La

suite (xn) converge vers a.�

Définition 35 On dit que a est adhérent à D s’il satisfait (i) ou (ii). On note D l’en-
semble des points adhérents à D. L’ensemble D est appelée adhérence de D.

Définition 36 Soit f : D→ K et a ∈ D et l ∈ K. On dit que f admet l comme limite
lorsque x tend vers a si

∀ε > 0, ∃V ∈ V (a), x ∈V ∩D =⇒ | f (x)− l|< ε.

33
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Notation :
la limite de f (x) lorsque x tend vers a est notée lim

x→a
f (x).

Remarque 17 si a ∈ D et si f (x) admet une limite l lorsque x tend vers a, on a
nécessairement l = f (a).

Proposition 11 Soit f : D→ K. On suppose que f admet une limite l lorsque x tend
vers a. Si l 6= 0, il existe un voisinage élémentaire V de a sur lequel f ne s’annule pas.

Démonstration. Par définition de la limite,

∃V ∈ V (a), x ∈V ∩D =⇒ | f (x)− l|< |l|
2
.

Comme, |l| − | f (x)| ≤ || f (x)|− |l|| ≤ | f (x)− l|, on en déduit Pour x ∈ V ∩D, on a
| f (x)|> |l|

2 .�

On pose D−{a}=
{

D si a /∈ D
D privé de a si a ∈ D.

La limite de la restriction de f à D−{a} lorsque x tend vers a est notée lim
x→a,x 6=a

f (x)

soit
lim

x→a,x 6=a
f (x) = lim

x→a
f|D−{a}(x).

La limite de la restriction de f à D∩]a,+∞[ (respectivement D∩]−∞,a[) lorsque x
tend vers a est notée lim

x→a,x>a
f (x) (respectivement lim

x→a,x<a
f (x)) et est appelée limite à

droite (respectivement à gauche) de a. On a donc

lim
x→a,x>a

f (x) = lim
x→a

f|D∩]a,+∞[(x), lim
x→a,x<a

f (x) = lim
x→a

f|D∩]−∞,a[(x),

Théorème 38 [caractérisation séquentielle de la limite] Soit f : D ⊂ R→ K , a ∈ D
et l ∈K. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

— (i) lim
x→a

f (x) = l

— (ii) Pour toute suite (xn) de D tendant vers a, la suite ( f (xn)) tend vers l.

Démonstration. Traitons le cas où a = +∞, les cas a ∈ R∪ {−∞} étant laissés au
lecteur.

Montrons que (i) implique (ii). Soit ε > 0. Comme f tend vers l lorsque x tend vers
+∞, on a :

∃A ∈ R, x ∈ D∩]A,+∞[=⇒ f (x) ∈]l− ε, l + ε[

La suite (xn) convergeant vers +∞, on a :

∃n0 ∈ N, n≥ n0 =⇒ xn > A.

On en déduit que si n est supérieur à n0, alors f (xn) appartient à ]l− ε, l + ε[. Ce qui
démontre que la suite ( f (xn)) converge vers l.

Montrons que (ii) implique (i) par la contraposée. Supposons que f ne tend pas
vers l lorsque x tend vers +∞ et construisons une suite (xn) de D convergeant vers +∞

et telle que f (xn) ne converge pas vers l. Comme f ne tend pas vers l lorsque x tend
vers +∞, il existe ε > 0 tel que

∀A ∈ R, ∃x ∈ D∩]A,+∞[ avec | f (x)− l| ≥ ε
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Pour tout n ∈N∗, on choisit A = n et on choisit un élément xn appartenant à D∩]n,+∞[
tel que | f (xn)− l| ≥ ε. On a

∀n ∈ N∗, xn > n et | f (xn)− l| ≥ ε.

La suite (xn) converge donc vers +∞ alors que la suite f (xn) ne tend pas vers l. �

Théorème 39 [Propriétés algébriques de la limite] Soient f ,g : D→K, λ ∈K et a ∈
D.

— Si f admet une limite l ∈K et g une limite l′ ∈K lorsque x tend vers a, alors
f +g tend vers l + l′ lorsque x tend vers a.

— Si f admet une limite l ∈K alors λ f tend vers λl lorsque x tend vers a.
— Si f admet une limite l ∈K et g une limite l′ ∈K lorsque x tend vers a, alors

f g tend vers ll′ lorsque x tend vers a.
— Si f admet une limite l 6= 0 lorsque x tend vers a, alors f ne s’annule pas sur

un voisinage élémentaire de a et
1
f

tend vers
1
l

lorsque x tend vers a.

Démonstration. Pour cette démonstration, on renvoie le lecteur à son cours de L1.

Le critère de Cauchy permet de montrer que la fonction f a une limite sans connaitre
cette limite.

Théorème 40 Soit f : D→K et a ∈ D. La fonction f a une limite lorsque x tend vers
a si et seulement si elle satisfait le critère de Cauchy :

∀ε ∈ R+∗,∃V ∈ V (a), x,x′ ∈V =⇒ | f (x)− f (x′)|< ε

Démonstration. Supposons que limx→b l(x) = l et soit ε > 0. Par définition, il existe un
voisinage élémentaire V de a tel que

x ∈V (a)⇒ | f (x)− l| ≤ ε

2
.

On en déduit que :

x,x′ ∈V ⇒
∣∣ f (x)− f (x′)

∣∣≤ | f (x)− l|+
∣∣l− f (x′)

∣∣≤ ε.

Donc f vérifie bien le critère de Cauchy.
Réciproquement, soit ε > 0 fixé et supposons que f vérifie le critère de Cauchy

c’est-à-dire qu’il existe V ∈ V (a) tel que

x,x′ ∈V ⇒
∣∣ f (x)− f (x′)

∣∣≤ ε

2
,

et soit (xn)n∈N une suite qui converge vers a (dans R si a =+∞). Alors il existe N0 ∈N
tel que

n≥ N0⇒ xn ∈V.

Donc
p,q≥ N0⇒

∣∣ f (xp)− f (xq)
∣∣≤ ε

2
,

et la suite
(

f (xn)
)

n∈N est de Cauchy. Elle converge donc vers une limite l et de plus,
en faisant tendre q vers +∞, on obtient :

n≥ N0⇒ | f (xn)− l| ≤ ε

2
.
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Si x ∈V , on choisit n≥ N0 et on peut écrire :

| f (x)− l| ≤ | f (x)− f (xn)|+ | f (xn)− l| ≤ ε

2
+

ε

2
= ε.

La fonction F admet donc l comme limite quand x→ b. �

Proposition 12 Soit f : D→C et a∈D. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
— la fonction f tend vers l ∈ C lorsque x tend vers a.
— Re(f) tend vers Re(l) lorsque x tend vers a et Im(f) tend vers Im(l) lorsque x

tend vers a.

Démonstration. La proposition découle des inégalités suivantes :

|Re(f)(x)−Re(l)| ≤ |f(x)− l| ≤ |Re(f)(x)−Re(l)|+ |Im(f)(x)− Im(l)|
|Im(f)(x)− Im(l)| ≤ |f(x)− l| ≤ |Re(f)(x)−Re(l)|+ |Im(f)(x)− Im(l)|.�

Pour toutes les propriétés utilisant la relation d’ordre, on suppose f prend ses va-
leurs dans R.

Théorème 41 [limite et et relation d’ordre] 1) Soient f ,g : D→ R et a ∈ D. On sup-
pose lim

x→a
f (x) = l et lim

x→a
g(x) = l′. Si f (x)≤ g(x) au voisinage de a, alors l ≤ l′.

2) Soient f ,g,h : D→ R et a ∈ D. On suppose f (x)≤ g(x)≤ h(x) au voisinage de
a. Si lim

x→a
f (x) = l et lim

x→a
h(x) = l, alors g tend vers l lorsque x tend vers a.

Démonstration. On utilise la caractérisation séquentielle de la limite d’une fonction et
on se ramène au cas des suites.

Remarque 18 Par passage à la limite, les inégalités strictes deviennent des inégalités

larges. Par exemple : Soit f ,g : R+∗→ R, f (x) = 1 et g(x) = 1+
1
x

. On a f (x)< g(x)
si x ∈ R+∗. Les fonctions f et g tendent vers 1 lorsque x tend vers +∞.

Pour les fonctions à valeurs réelles, on étend la notion de limite à l ∈ R.

Définition 37 Soit f : D→ R et a ∈ D.
1) On dit que f tend vers +∞ lorsque x tend vers a si

∀A ∈ R, ∃V ∈ V (a), x ∈V ∩D =⇒ f (x)> A.

2) On dit que f tend vers −∞ lorsque x tend vers a si

∀B ∈ R, ∃V ∈ V (a), x ∈V ∩D =⇒ f (x)< B.

Théorème 42 [caractérisation séquentielle de la limite] Soit f : D⊂R→R et a ∈D.
Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

— (i) lim
x→a

f (x) = +∞ (respectivement −∞).

— (ii) Pour toute suite (xn) de D tendant vers a, la suite ( f (xn)) tend vers +∞

(respectivement −∞).



4.1. O, O ET ÉQUIVALENTS 37

Démonstration. Traitons le cas où a est réel et f tend vers −∞, les autres cas étant
laissés au lecteur.

Montrons que (i) implique (ii). Soit B ∈ R. Comme f tend vers −∞ lorsque x tend
vers a, on a :

∃α > 0, x ∈ D∩]a−α,a+α[=⇒ f (x)< B.

La suite (xn) convergeant vers a, on a :

∃n0 ∈ N, n≥ n0 =⇒ xn ∈]a−α,a+α[.

On en déduit que si n est supérieur à n0, alors f (xn) est strictement supérieur à B. Ce
qui démontre que la suite ( f (xn)) converge vers −∞.

Montrons que (ii) implique (i) par la contraposée. Supposons que f ne tende pas
vers −∞ et construisons une suite (xn) de D convergeant vers a et telle que f (xn) ne
converge pas vers −∞. Comme f ne tend pas vers −∞ , il existe B ∈ R tel que

∀α > 0, ∃x ∈ D∩]a−α,a+α[ avec f (x)≥ B.

Pour tout n ∈ N∗, on choisit α = 1
n et on prend un élément xn appartenant à D∩]a−

1
n ,a+

1
n [ tel que f (xn)≥ B. On a

∀n ∈ N∗, |xn−a|< 1
n

et f (xn)≥ B.

La suite (xn) converge donc vers a alors que la suite f (xn) ne tend pas vers −∞. �

Théorème 43 Soient a,b ∈ R et f :]a,b[→ R.
1) On suppose f croissante.
1a) On a l’alternative suivante :

— f (]a,b[) est majorée. Alors la fonction f tend vers sup{ f (x) | x ∈]a,b[}
lorsque x tend vers b.

— f (]a,b[) n’est pas majorée. Alors la fonction f tend vers +∞ lorsque x tend
vers b.

1b) On a l’alternative suivante :
— f (]a,b[) est minorée. Alors la fonction f tend vers inf{ f (x) | x∈]a,b[} lorsque

x tend vers a.
— f (]a,b[) n’est pas minorée. Alors la fonction f tend vers −∞ lorsque x tend

vers a.
2) On a une assertion analogue lorsque f est décroissante.

Démonstration. Démontrons 1a), les autres assertions étant laissées au lecteur.
Supposons f (]a,b[) est majorée et posons l = sup{ f (x) | x ∈]a,b[}. Soit ε > 0. Il

existe x0 ∈]a,b[ tel que f (x0)> l−ε. Pour tout x ∈]x0,b[, on a l−ε < f (x)≤ l. Ce qui
démontre que f tend vers l lorsque x tend vers b.

Supposons maintenant que f n’est pas majorée sur ]a,b[. Soit A ∈ R. Il existe x0 ∈
]a,b[ tel que f (x0)> A. Pour tout x ∈]x0,b[, on a f (x)> A. Ce qui démontre que f tend
vers +∞ lorsque x tend vers b.

4.1 o, O et équivalents
Définition 38 Soit a ∈ R. Un voisinage élémentaire épointé de a est un voisinage
élémentaire de a privé de a.
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Définition 39 Soient f ,g : D → R et a ∈ D. On suppose qu’il existe un voisinage
élémentaire de a tel que g ne s’annule pas sur D∩V −{a}.

a) On dit que f = O(g) au voisinage de a s’il existe un voisinage élémentaire V de
a et une constante M tel que | f (x)| ≤M|g(x)| pour x ∈V .

b) On dit que f = o(g) au voisinage de a si la fonction f (x)/g(x) tend vers 0 lorsque
x tend vers a, x 6= a.

c) On dit que f est équivalente à g (et on note f ∼a g) au voisinage de a si la
fonction f (x)/g(x) tend vers 1 lorsque x tend vers a, x 6= a.

Remarque 19 Si f est équivalente à g, il existe un voisinage élémentaire épointé W −
{a} ⊂V −{a} de a sur lequel

1
2
≤ f

g
≤ 3

2
. La fonction f ne s’annule pas sur W −a et

on a f = O(g) et g = O( f ).

Théorème 44 Soient f , f1,g,g1 : D→ R et a ∈ D. On suppose que f1 et g1 ne s’an-
nulent pas au voisinage de a et que f ∼ f1 et g∼ g1. Alors f g∼ f1g1 et f/ f1 ∼ g/g1.

Remarque 20 1 Attention aux compositions : f ∼a g n’implique pas h◦ f ∼a h◦g.
Par exemple x+ 1 ∼+∞ x et pourtant ex+1 n’est pas équivalente à ex au voisinage de
+∞.

2) Attention aux sommes : Si f ∼a f1 et g ∼a g1, on n’a pas nécessairement
f +g∼ f1 +g1. En effet x2 +2x ∼+∞ x2 + x et −x2 ∼+∞ −x2 et pourtant 2x n’est pas
équivalent à x.

Comment obtenir un équivalent .

Au voisinage d’un élément a de R.
Premier cas : lim

x→a
f (x) = l ∈ R∗ : Alors f (x)∼a l.

Deuxième cas : lim
x→a

f (x) = 0 : Si f admet un développement limité au voisinage de
a, on cherche le premier terme non nul de ce développement limité. Si

f (x) = αp(x−a)p +(x−a)p
ε(x−a) avec lim

h→0
ε(h) = 0 et ap 6= 0

Alors f (x)∼a αp(x−a)p. De cette façon, on obtient cos(x)−1∼0 −
x2

2
.

Au voisinage de +∞ et −∞ : On cherche à mettre le terme dominant en facteur. Par
exemple

x2 + ln(1+ x) = x2
(

1+
ln(1+ x)

x2

)
∼±∞ x2.

4.2 Continuité et uniforme continuité
Définition 40 Soit f : D→K et a ∈ D. On dit que f est continue en a si

∀ε > 0, ∃α > 0, x ∈ D∩]a−α,a+α[=⇒ | f (x)− f (a)|< ε.

On peut donc écrire

f est continue en a⇐⇒ lim
x→a

f (x) = f (a) .
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En fait, f est continue en a si et seulement si lim
x→a

f (x) existe puisque cette limite ne

peut être que f (a). On a aussi l’équivalence suivante :
f est continue en a⇐⇒ lim

x→a, x 6=a
f (x) = f (a) .

Théorème 45 [Propriétés algébriques de la continuité] Soient f ,g : D→K, λ ∈K et
a ∈ D.

— Si f et g sont continues en a alors f +g et f g sont continues en a.
— Si f est continue en a alors λ f est continue en a.

— Si f est continue en a et f (a) 6= 0 alors
1
f

est définie sur un voisinage

élémentaire de a et est continue en a.

Démonstration. Ce théorème découle du théorème 39.�

Définition 41 Soit f : D→ K et a ∈ D. On dit que f est continue à droite de a (res-
pectivement à gauche de a) si f[a,+∞[ (respectivement f]−∞,a] ) est continue en a.

f est continue à droite de a (respectivement à gauche de a) si lim
x→a,x>a

f (x) = f (a)

(respectivement lim
x→a,x<a

f (x) = f (a)).

Définition 42 Soit f : D→ K. On dit que f est continue sur D si elle est continue en
tout point de D.

Théorème 46 Soit I un intervalle. Si f : I→ R une fonction continue sur I, alors f (I)
est un intervalle.

Remarque 21 Attention : I et f (I) ne sont pas nécéssairement de même nature. Par
exemple sin :]0,3π[→ R est continue et on a sin(]0,3π[) = [−1,1].

Démonstration. Nous admettrons ce résultat qui a déjà été vu en L1.

Cependant, on a le résultat suivant :

Théorème 47 Soit f : [a,b]→R continue. On a f ([a,b])= [m,M] où m= infx∈[a,b] f (x)
et M = supx∈[a,b] f (x)

Remarque 22 En fait, m est le plus petit élément de { f (x) | x ∈ [a,b]} et M en est le
plus grand élément.

Démonstration. Nous admettrons ce résultat qui a déjà été vu en L1.

Proposition 13 (prolongement par continuité) Soit I un intervalle ne contenant pas a
et tel que a ∈ I. Soit f : I → C une fonction continue sur I. On suppose f admet une
limite l lorsque x tend vers a (x 6= a) alors l’application f̃ : D∪{a}→K définie par

f̃ (x) =
{

f (x) si x 6= a
l si x = a

est continue sur D∪{a}.
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Définition 43 (uniforme continuité) Soit f : D→ K. On dit que f est uniformément
continue sur D si

∀ε > 0, ∃α > 0, ∀(x,x′) ∈ D2, |x− x′|< α =⇒ | f (x)− f (x′)|< ε

Exemple 20 On dit que f : D→K est λ-lipschitzienne si

∀(x,x′) ∈ D2, | f (x)− f (x′)|< λ|x− x′|.

D’après le théorème des accroissements finis, si I est un intervalle et f : I→ R est de
classe C 1 et à dérivée bornée par M sur I, alors f est M-lipschitzienne sur I. Toute
fonction λ-lispchitzienne est uniformément continue.

Remarque 23 toute fonction uniformément continue sur D est continue sur D.
Attention : la réciproque est fausse. Par exemple la fonction qui à x associe x2

n’est pas uniforément continue sur R. Montrons le. Nous devons montrer l’assertion
suivante :

∃ε > 0, ∀η > 0, ∃(x,y) ∈ R2, |x− y|< η et |x2− y2| ≥ ε

On choisit ε = 1. Si y0 +
η

4 > 1
η

, alors le couple (x0,y0) = (y0 +
η

2 ,y0) vérifie

|x0− y0|< η et |x2
0− y2

0| ≥ ε.�

On a cependant le théorème de Heine qui nous sera fort utile pour développer la théorie
de l’intégrale de Riemann :

Théorème 48 (théorème de Heine) Si f est continue sur un segment [a,b], elle est
uniformément continue sur [a,b].

Remarque 24 La fonction qui à x associe x2 est uniformément continue sur [0,1]mais
pas sur R.

Démonstration. Supposons que f est continue sur [a,b] mais non uniformément conti-
nue. Alors

∃ε > 0, ∀α > 0, ∃(x,y) ∈ [a,b], |x− y|< α et | f (x)− f (y)| ≥ ε.

On choisit α = 1
n . Il existe donc (xn,yn) ∈ [a,b]2 tel que |xn− yn| < 1

n et | f (xn)−
f (yn)| ≥ ε. On considère les suites (xn) et (yn).

— (xn− yn) tend vers 0.
— (xn) est une suite de [a,b]. Elle admet donc une sous suite convergente

(
xφ(n)

)
dont on notera c la limite.

Comme (xn− yn) tend vers 0, il en est de même de (xφ(n)− yφ(n)). Donc
(
yφ(n)

)
tend

vers c. Comme f est continue en c, les suites
(

f (xφ(n))
)

et
(

f (yφ(n))
)

convergent vers
f (c). Donc

(
f (xφ(n))− f (yφ(n))

)
tend vers 0. Ce qui contredit l’inégalité

∀n ∈ N, | f (xn)− f (yn)| ≥ ε.�



Chapitre 5

Intégrale de Riemann

Dans ce chapitre, K désigne R ou C. Dans ce chapitre, [a,b] désigne un segment
avec a < b.

5.1 Intégrale des fonctions en escalier
Définition 44 Soit [a,b] un segment de R. On appelle subdivision σ de [a,b] une suite
finie strictement croissante de nombres

σ = (a = t0 < t1 < · · ·< tn = b) .

Le pas d’une telle subdivision est

ω(σ) = sup{|ti+1− ti| | i ∈ [0,n−1]}.

On dit que la subdivision σ′ est plus fine que σ si σ′ ⊂ σ.

Exemple 21 La subdivision la plus simple est la subdivision régulière(
t0 = a, t1 = a+

b−a
n

, . . . , ti = a+
i(b−a)

n
, . . . tn = b

)
.

Son pas est
b−a

n

Définition 45 Une fonction φ définie sur [a,b] et à valeurs dans K est dite en escalier
s’il existe une subdivision (t0 = a, t1, . . . , tn = b) telle que φ soit constante sur chaque
intervalle ]ti, ti+1[ pour i ∈ [0,n−1[. Une telle subdivision est dite adaptée à φ.

Remarque 25 Si σ est adaptée à φ, toute subdivision plus fine que σ est adaptée à φ.
Ainsi, étant donnée deux fonctions en escalier φ et ψ, il existe une subdivision adaptée
à φ et à ψ obtenue, par exemple, en faisant la réunion des subdivisions adptées à φ et
à ψ.

Proposition 14 1) si φ et ψ sont en escalier sur [a,b] et λ est un scalaire, alors λφ+ψ

est en escalier.
2) Si φ est en escalier sur [a,b], alors |φ| est en escalier sur [a,b].

41
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Définition 46 Soit φ en escalier sur [a,b], σ = (a = t0, t1, . . . , tn = b) une subdivision
adaptée à φ. Soit Ci la valeur de φ sur l’intervalle ]ti, ti+1[. On pose

∫
[a,b]

φ(t)dt =
n−1

∑
i=0

Ci(ti+1− ti).

Cette définition ne dépend pas de la subdivision σ adaptée à φ.

Démonstration. Notons Iσ( f ) =
n−1

∑
i=0

Ci(ti+1− ti) et montrons que ce nombre ne dépend

pas de σ.
Première étape : Soit σ′ obtenue à partir de σ en rajoutant un point. Montrons que

Iσ( f ) = Iσ′( f ). On pose σ′ = (t0, . . . , ti,α, ti+1, . . . , tn) et

Iσ′( f ) = C0(t1− t0)+ · · ·+Ci(α− ti)+Ci(ti+1−α)+Ci+1(ti+2− ti+1)+ · · ·+Cn(tn− tn−1)
= Iσ( f )

Deuxième étape : De la première étape, on déduit Iσ( f ) = Iσ′( f ) obtenu à partir de
f en rajoutant un nombre fini de points.

Troisième étape : Soit σ∪σ′ la subdivision obtenue en faisant la réunion de σ et de
σ′. On a Iσ( f ) = Iσ∪σ′( f ) = Iσ′( f ). �

Exemple 22 Soit f une fonction nulle sauf en un nombre fini de points. C’est une
fonction en escalier dont l’intégrale est nulle.

Théorème 49 Soient φ et ψ deux fonctions en escalier sur [a,b] et λ est un scalaire.
a) ∫

[a,b]
(λφ+ψ)(t)dt = λ

∫
[a,b]

φ(t)dt +
∫
[a,b]

ψ(t)dt.

b) Si φ et ψ sont à valeurs réelles et que l’on a φ(t)≤ψ(t) pour tout t ∈ [a,b], alors∫
[a,b]

φ(t)dt ≤
∫
[a,b]

ψ(t)dt.

c) ∣∣∣∣∫
[a,b]

φ(t)dt
∣∣∣∣≤ ∫

[a,b]
|φ(t)|dt.

d) Si c ∈]a,b[, on a la relation de Chasles :∫ b

a
φ(t)dt =

∫ c

a
φ(t)dt +

∫ b

c
φ(t)dt.

e) Si φ est à valeurs complexes, on a∫
[a,b]

φ(t)dt =
∫
[a,b]

Re(φ)(t)dt+ i
∫
[a,b]

Im(φ)(t)dt.

Démonstration. a) on prend une subdivision σ adaptée à la fois à φ et à ψ. Le résultat
est imméditat à partir de la définition de l’intégrale d’une fonction en escalier.

b) on prend une subdivision σ adaptée à la fois à φ et à ψ. Notons Ci (respectivement
Di) la valeur prise par φ (respectivement ψ) sur ]ti+1, ti[. On a Ci ≤ Di. Le résultat
découle alors de la définition de l’intégrale d’une fonction en escalier.
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c) Une subdivision adaptée à φ est aussi adapté à |φ|. Cela découle alors de l’inégalité
triangulaire

d) La relation de Chasles est évidente si on prend une subdivision adaptée à φ

et qui contient le point c. Cela est toujours possible quitte à rajouter le point c à la
subdivision.�

5.2 Fonctions intégrables au sens de Riemann
Définition 47 Soit f : [a,b]→ K. On dit que f est intégrable si, pour tout ε > 0, il
existe deux fonctions en escalier φ : [a,b]→K et η : [a,b]→ R+ telles que

| f −φ| ≤ η et
∫
[a,b]

η(t)dt ≤ ε.

Proposition 15 1) Si f est intégrable sur [a,b], elle est bornée sur [a,b].
2) Si f et g sont intégrables sur [a,b] et λ est un scalaire, alors λ f +g est intégrable

sur [a,b].
3) Si f et g sont intégrables sur [a,b], alors f g est intégrable sur [a,b].
4) Si f est intégrable sur [a,b], alors | f | est intégrable sur [a,b].
5) Une fonction f : [a,b]→ C est intégrable sur [a,b] si et seulement si ses parties

réelles Re(f) et Im(f) le sont.

Démonstration. 1) Les fonctions en escalier étant bornées, la définition de l’intégrabilité
implique qu’une fonction intégrable est bornée.

2) Si λ = 0, l’assertion est évidente. On peut donc supposer λ 6= 0.
Soient φ : [a,b]→K et η : [a,b]→ R+ en escalier et telles que

| f −φ| ≤ η et
∫
[a,b]

η(t)dt ≤ ε

|λ|+1

Soient ψ : [a,b]→K et ν : [a,b]→ R+ en escalier et telles que

|g−ψ| ≤ ν et
∫
[a,b]

ν(t)dt ≤ ε

|λ|+1

On a
|( f +λg)− (φ+λψ)| ≤ (η+ |λ|ν)

et ∫
[a,b]

(η+ |λ|ν)dt ≤ ε.

3) Soit M > 0 tel que sup{| f (t)| | t ∈ [a,b]}≤M. Soient ψ : [a,b]→K et ν : [a,b]→
R+ en escalier et telles que

|g−ψ| ≤ ν et
∫
[a,b]

ν(t)dt ≤ ε

2M
.

On choisit N > 0 tel que sup{|ψ(t)| | t ∈ [a,b]} ≤N. Soient φ : [a,b]→K et η : [a,b]→
R+ en escalier et telles que

| f −φ| ≤ η et
∫
[a,b]

η(t)dt ≤ ε

2N
.
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Pour tout t ∈ [a,b], on a l’inégalité

|( f g)(t)−φ(t)ψ(t)| = | f (t)(g(t)−ψ(t))+ψ(t)( f (t)−φ(t))
≤ | f (t)||g(t)−ψ(t)|+ |ψ(t)|| f (t)−φ(t)|
≤ Mη+Nν

et
∫
[a,b](Mη+Nν)(t)dt < ε.
4) Etant donné ε, on associe à la fonction f les fonctions en escalier φ et η. En

utilisant l’inégalité triangulaire, on voit que les fonctions en escalier |φ| et η sont natu-
rellement associées à | f | et ceci prouve que f est intégrable sur [a,b].

5) On suppose f : [a,b]→ C intégrable. Etant donné ε, on associe à la fonction f
les fonctions en escalier φ et η. Alors les fonctions en escalier |Re(φ)| (partie réelle de
φ) et η sont naturellement associées à Re(f) et ceci prouve que Re(f) est intégrable sur
[a,b]. On montre de même que Im(f) est intégrable.

Réciproquement, si les fonctions Re(f) et Im(f) sont intégrables, alors f est intégrable
en vertu de 2). �

Théorème 50 Soit f : [a,b]→ R une fonction bornée à valeurs dans R. Considérons
les ensembles

E≤ f = {
∫ b

a φ(t)dt | φ en escalier sur [a,b], φ≤ f}
E≥ f = {

∫ b
a ψ(t)dt | ψ en escalier sur [a,b], ψ≥ f}

L’ensemble E≤ f étant non vide majoré, il admet une borne supérieure notée I−( f ).
L’ensemble E≥ f étant non vide minoré, il admet une borne inférieure notée I+( f ). On
a toujours l’inégalité I−( f ) ≤ I+( f ). La fonction f est intégrable si et seulement si
I+( f ) = I−( f ).

Démonstration. On suppose f : [a,b]→ R intégrable. Soit ε > 0. Il existe alors φ :

[a,b]→ R et η : [a,b]→ R+ telles que | f −φ| ≤ η et
∫
[a,b]

η ≤ ε

2
. On a alors φ−η ≤

f ≤ φ+η. On en déduit les inégalités∫
[a,b]

(φ(t)−η(t))dt ≤ I−( f )≤ I+( f )≤
∫
[a,b]

(φ(t)+η(t))dt.

Ce qui implique 0 ≤ I+( f )− I−( f ) ≤ ε. Le réel I+( f )− I−( f ) est nul puisqu’il est
inférieur à tout réel strictement positif.

Réciproquement, on suppose I+( f ) = I−( f ). On notera ce réel I( f ). Soit ε > 0.

D’après les propriétés de la borne supérieure, il existe φ ∈ E≤ f telle que I( f )− ε

2
<∫

[a,b] φ(t)dt. De même, les propriétés de la borne inférieure, il existe ψ ∈ E≥ f telle que

I( f )+
ε

2
>

∫
[a,b] ψ(t)dt. On pose η = ψ−φ. On a | f −φ| < η et

∫
[a,b]

η(t)dt < ε. Ce

qui démontre l’intégrabilité de f . �

Définition 48 1) Soit f : [a,b]→R une fonction intégrable à valeurs dans R. On pose∫
[a,b]

f (t)dt = I+( f ) = I−( f ).

2) Soit f : [a,b]→ C une fonction intégrable à valeurs dans C. On pose∫
[a,b]

f (t)dt =
∫
[a,b]

Re(f)(t)dt+ i
∫
[a,b]

Im(f)(t)dt.



5.2. FONCTIONS INTÉGRABLES AU SENS DE RIEMANN 45

Théorème 51 Soit f : [a,b]→K une fonction intégrable. Soit (φn : [a,b]→K, ηn : [a,b]→ R+)
une suite de fonctions en escalier sur [a,b] telle que

| f −φn| ≤ ηn et
∫
[a,b]

ηn(t)dt ≤ εn avec lim
n→+∞

εn = 0.

La suite
(∫

[a,b] φn(t)dt
)

n
converge vers

∫
[a,b] f (t)dt.

Démonstration. Si f est à valeurs dans R, on a φn−ηn ≤ f ≤ φn+ηn. D’ou l’on déduit∫
[a,b]

φn(t)dt−
∫
[a,b]

ηn(t)dt ≤ I−( f ) = I+( f )≤
∫
[a,b]

φn(t)dt +
∫
[a,b]

ηn(t)dt

et donc
∣∣∣∫[a,b] f (t)dt−

∫
[a,b] φn(t)dt

∣∣∣≤ 2εn et l’assertion est démontrée.
Si f est à valeurs dans C, on a

|Re(f)−Re(φn)| ≤ |f−φn| ≤ ηn et
∫
[a,b]

ηn(t)dt≤ 2εn

et donc
(∫

[a,b] Re(φn)(t)dt
)

n
tend vers

∫
[a,b] Re(f)(t)dt. On procède la même façon pour

Im(f). �

Remarque 26 Si f : [a,b]→R+. L’intégrale
∫
[a,b]

f (t)dt calcule l’aire entre l’axes 0x

et le graphe Gr( f )de f . On rappelle que

Gr( f ) = {(x, f (x)) | x ∈ [a,b]}.

Théorème 52 Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a,b] et λ un scalaire.
a) ∫

[a,b]
(λ f +g)(t)dt = λ

∫
[a,b]

f (t)dt +
∫
[a,b]

g(t)dt.

b) Si f et g sont à valeurs réelles et si f (t)≤ g(t) pour tout t ∈ [a,b], on a∫
[a,b]

f (t)dt ≤
∫
[a,b]

g(t)dt.

c) On a l’inégalité triangulaire :∣∣∣∣∫
[a,b]

f (t)dt
∣∣∣∣≤ ∫

[a,b]
| f (t)|dt

d) Si c ∈]a,b[, on a la relation de Chasles :∫
[a,b]

f (t)dt =
∫
[a,c]

f (t)dt +
∫
[c,b]

f (t)dt

Démonstration. Les propriétés a), c) et d) sont obtenues à partir du théorème 49 par
passage à la limite.

Montrons la propriété b). Si f est positive, la fonction (en escalier) nulle est inférieure
à f . On en déduit que 0 est dans E≤ f . D’où l’inégalité 0≤

∫
[a,b] f (t)dt.

Si f ≤ g, alors la fonction g− f est intégrable et positive, son intégrable est donc
positive. Par linéarité de l’intégrale, on en déduit

∫
[a,b] f (t)dt ≤

∫
[a,b] g(t)dt. �
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Définition 49 Soit f : [a,b]→R. On dit que f est continue par morceaux sur [a,b] s’il
existe une subdivision (t0 = a, t1, . . . , tn = b) de [a,b] telle que

— f est continue sur ]ti, ti+1[ pour tout i ∈ [0,n−1]
— f admet une limite à droite de ti pour i ∈ [0,n−1]
— f admet une limite à gauche de ti pour i ∈ [1,n].

Théorème 53 Toute fonction continue par morceaux sur [a,b] est intégrable sur [a,b].

Démonstration. Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 3 Soi f : [a,b]→ R une fonction continue par morceaux. Il existe deux fonc-
tions en escalier φ et ψ telles que φ≤ f ≤ ψ et 0≤ ψ−φ≤ ε.

Premier cas : f est continue
f étant continue sur [a,b], elle y est uniformément continue. Donc

∀ε > 0, ∃α > 0, ∀(x,y) ∈ [a,b], |x− y|< α =⇒ | f (x)− f (y)|< ε

On choisit une subdivision (x0 = a,x1, . . . ,xn = b) régulière sur [a,b] de pas strictement
inférieur à α. On pose

mi = inf{ f (t) | t ∈ [xi,xi+1]} et Mi = sup{ f (t) | t ∈ [xi,xi+1]}

Il existe (ci,di) ∈ [xi,xi+1]
2 tel que mi = f (ci) et Mi = f (di). Comme ci et di sont dans

[xi,xi+1], on a |mi−Mi|< ε. On définit φ en escalier telle que
— (x0, . . . ,xn) est une subdivision adaptée à φ.
— φ|]xi,xi+1[ = mi
— φ(xi) = f (xi).

On définit ψ en escalier telle que
— (x0, . . . ,xn) est une subdivision adaptée à ψ.
— ψ|]xi,xi+1[ = Mi
— φ(xi) = f (xi).

On a φ≤ f ≤ ψ et ψ−φ < ε.

Deuxième cas : Il existe une subdivision (a0 = a,a1, . . . ,ar = b) telle que f]ai,ai+1[

soit continue et admette une limite à droite de ai et à gauche de ai+1. On prolonge
f]ai,ai+1[ par continuité sur [ai,ai+1] en posant :

fi : [ai,ai+1] → R
t ∈]ai,ai+1[ 7→ f (t)

ai 7→ lim
t→ai, t<ai

f (t)

ai+1 7→ lim
t→ai+1, t>ai+1

f (t)

D’après le premier cas, il existe φi,ψi : [ai,ai+1]→R en escalier et telles que φi ≤ f ≤
ψi et ψi−φi < ε.

Soit φ : [a,b]→ R en escalier telle que φ|]ai,ai+1[ = φi et φ(ai) = f (ai).
Soit ψ : [a,b]→ R en escalier telle que ψ|]ai,ai+1[ = ψi et ψ(ai) = f (ai).
On a φ≤ f ≤ ψ et ψ−φ≤ ε.

Passons maintenant à la démonstration du théorème. D’après le lemme, il existe
φ,ψ : [a,b]→ R en escalier telles que φ≤ f ≤ ψ et ψ−φ≤ ε

b−a .
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Donc
∫ b

a
ψ(t)dt−

∫ b

a
φ(t)dt < ε. Or on a les inégalités

∫ b

a
φ(t)dt ≤ I−( f )≤ I+( f )≤

∫ b

a
ψ(t)dt.

Donc 0 ≤ I+( f )− I−( f ) ≤ ε. Comme ceci est vrai pour tout ε, on en déduit I+( f ) =
I−( f ) et f est intégrable. �

Théorème 54 Soit f : [a,b]→ R. On suppose que f est positive et continue sur [a,b].

Si
∫
[a,b]

f (t)dt = 0 alors f est identiquement nulle.

Démonstration. Montrons la contraposée. On suppose f continue et non identiquement
nulle. Il existe x0 ∈ [a,b] tel que f (x0) 6= 0. Il existe un intervalle [c,d] (avec c < d)
contenant x0 et inclus dans [a,b] tel que : pour tout x ∈ [c,d], f (x)> f (x0)

2 . On a alors∫ b

a
f (t)dt ≥

∫ d

c
f (t)dt >

∫ d

c

f (x0)

2
dt = (c−d)

f (x0)

2
.�

Remarque 27 Sans l’hypothèse de continuité, ce théorème est faux. Il suffit de considérer
une fonction nulle sauf en un nombre fini de points où elle prend des valeurs positives.

Théorème 55 Soit f : [a,b]→K une fonction intégrable. L’application

F : [a,b] → K
x 7→

∫ x

a
f (t)dt

est continue sur [a,b]

Démonstration. Soit M un majorant de | f | sur [a,b]. Soient x et y deux éléments
de [a,b]. On peut supposer sans perte de généralité que x ≤ y. On a F(y)−F(x) =∫ y

x
f (t)dt. On en déduit en utilisant l’inégalité triangulaire (théorème 52)

|F(y)−F(x)| ≤
∫ y

x
| f (t)|dt ≤M(y− x).

La fonction F est M-lipschitzienne. �

Définition 50 (intégrabilité locale) Soit I un intervalle de R et f : I→R. On dit que f
est localement intégrable sur I si elle est intégrable sur tout segment [a,b] inclus dans
I.

Exemple 23 On dit qu’une fonction est continue par morceaux sur I si elle est continue
par morceaux sur tout segment inclus dans I. Toute fonction continue par morceaux sur
I est localement intégrable sur I.

Définition 51 Soit f : I→K localement intégrable sur I et a,b deux éléments de I. On
pose

∫ b

a
f (t)dt =


∫
[a,b]

f (t)dt si a < b

0 si a = b

−
∫
[b,a]

f (t)dt si b < a
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Théorème 56 Soient f et g deux fonctions localement intégrables sur I et λ ∈ K.
Soient a,b,c trois éléments de I.

1) ∫ b

a
(λ f +g)(t)dt = λ

∫ b

a
f (t)dt +

∫ b

a
g(t)dt.

2) ∣∣∣∣∫ b

a
f (t)dt

∣∣∣∣≤ ∣∣∣∣∫ b

a
| f (t)|dt

∣∣∣∣ .
3) On a la relation de Chasles :

∫ b

a
f (t)dt =

∫ c

a
f (t)dt +

∫ b

c
f (t)dt.

Démonstration. Pour démontrer 1) et 2), on distingue les cas a < b, a = b, a > b.
Pour démontrer 3), on distingue tous les cas de positions relatives des réels a,b

et c. Traitons le cas a < b < c. Les autres cas sont laissés au lecteur. On a d’après le
théorème 52, ∫

[a,c]
f (t)dt =

∫
[a,b]

f (t)dt +
∫
[b,c]

f (t)dt.

Cette égalité s’écrit
∫ c

a
f (t)dt =

∫ b

a
f (t)dt +

∫ c

b
f (t)dt. Ce qu’il fallait démontrer. �

Remarque 28 La remarque suivante nous sera utile à plusieurs reprises dans les
démonstrations. On garde les notations du théorème 56. On suppose | f | ≤ |g| sur I.
Soient x et y dans I, on a ∣∣∣∣∫ y

x
| f (t)|dt

∣∣∣∣≤ ∣∣∣∣∫ y

x
|g(t)|dt

∣∣∣∣ .
En effet, il y a deux cas à considérer :

Premier cas : x≤ y Cela découle alors du théorème 52.
Premier cas : x≥ y. On a alors∣∣∣∣∫ y

x
| f (t)|dt

∣∣∣∣= ∫ x

y
| f (t)|dt ≤

∫ x

y
|g(t)|dt =

∣∣∣∣∫ y

x
|g(t)|dt

∣∣∣∣ .
Théorème 57 (Première formule de la moyenne) 1) Soit f : [a,b]→R (a< b) intégrable.
On pose

m = inf{ f (t) | t ∈ [a,b]}
M = sup{ f (t) | t ∈ [a,b]}.

Alors

m≤ 1
b−a

∫ b

a
f (t)dt ≤M.

2) Si f est continue sur [a,b], il existe c ∈ [a,b] tel que

f (c) =
1

b−a

∫ b

a
f (t)dt.
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Démonstration. Pour tout t ∈ [a,b], on a m≤ f (t)≤M. Par intégration, on en déduit

m(b−a)≤
∫ b

a
f (t)dt ≤M(b−a).

Ce qui démontre 1).
2) est une conséquence du théorème 47.�

Définition 52 Soit f : [a,b]→C intégrable. Soit σ = (t0 = a, t1, . . . , tn = b) une subdi-
vision de [a,b] de pas ω(σ). Soit ξi ∈ [ti, ti+1]. On appelle somme de Riemann associée
à ( f ,σ,ξ = (ξi)i∈[0,n−1]) le réel

R
(

f ,σ,ξ
)
=

n−1

∑
i=0

(ti+1− ti) f (ξi).

Théorème 58 Soit f : [a,b]→ C continue (a < b). Pour tout ε > 0, il existe α > 0 tel

que quelle que soit la somme de Riemann R
(

f ,σ,ξ
)

associée à une subdivision dont
le pas est inférieur à α, ∣∣∣∣R ( f ,σ,ξ)−

∫ b

a
f (t)dt

∣∣∣∣< ε.

Démonstration. f étant continue sur [a,b], elle y est uniformément continue.

∀ε > 0,∃α > 0, ∀(x,y) ∈ [a,b]2, |x− y|< α =⇒ | f (x)− f (y)|< ε

b−a
.

Soit σ de pas strictement inférieur à α. On a∣∣∣∣∣
∫ b

a
f (x)dx−

n−1

∑
i=0

(ti+1− ti) f (ξi)

∣∣∣∣∣≤
∣∣∣∣∣n−1

∑
i=0

∫ ti+1

ti
[ f (x)− f (ξi)]dx

∣∣∣∣∣≤ n−1

∑
i=0

∫ ti+1

ti
| f (x)− f (ξi)|dx≤ ε.

Corollaire 59 Soit
(

R ( f ,σn,ξn
)
)

n∈N
une suite de sommes de Riemann associée à

une suite de subdivisions (σn)n dont le pas tend vers 0. On a

lim
n→+∞

R ( f ,σn,ξn
) =

∫ b

a
f (t)dt.

Remarque 29 Le théorème 58 ainsi que son corollaire sont vrais si f est seulement
intégrable mais la démonstration est plus difficile (voir [1]).

Exemple 24 1) Soit f : [a,b]→ R continue. On a

lim
n→+∞

b−a
n

n−1

∑
i=0

f
(

a+
(b−a)i

n

)
=

∫ b

a
f (t)dt.

2) La suite
n

∑
i=1

1
n+ i

=
1
n

n

∑
i=1

1

1+
i
n

converge vers
∫ 1

0

dx
1+ x

= Ln(2).
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5.3 Intégrales et primitives
Nous allons voir que, dans la pratique, le calcul intégral se ramène souvent à un

calcul de primitives.

Définition 53 Soit I un intervalle de R et a ∈ I. On dit que f : I→ C est dérivable en
a si la fonction

I−{a} → C

t 7→ f (t)− f (t0)
t− t0

admet une limite lorsque t tend vers t0 (t 6= t0). Cette limite est alors notée f ′(a).

Proposition 16 Soit I un intervalle de R et a ∈ I. La fonction f : I→ C est dérivable
en a si et seulement si Re(f) et Im(f) le sont. Dans ce cas, on a

f ′(a) = Re( f )′(a)+ iIm(f)′(a).

Démonstration. C’est une application de la proposition 12. �

Exemple 25 Si γ = α+ iβ ∈ C, on pose pour x ∈ R

eγx = eαx (cos(βx)+ isin(βx)) .

La fonction eγx est dérivable et sa dérivée est γeγx.

Proposition 17 Soit I un intervalle de R et f : I→ K une fonction. Si F est une pri-
mitive de f , alors l’ensemble des primitives de f (à valeurs dans K) est constitué des
fonctions de la forme F +Cste avec Cste ∈K.

Démonstration. Si f est à valeurs dans R, cette proposition a été démontrée en L1. Il
est alors facile de la démontrer pour une fonction à valeurs dans C.

Définition 54 Soit I un intervalle de R. La fonction F : I → C est une primitive de
f : I→ C sur I si F est dérivable sur I et F ′ = f .

Exemple 26 Si γ 6= 0, la fonction
1
γ

eγx est une primitive de eγx.

Théorème 60 Soit I un intervalle de R et f : I → C continue sur I. Soit a ∈ I. La
fonction

I → C
x 7→

∫ x

a
f (t)dt

est une primitive de f sur I.

Démonstration.
Premier cas : On suppose que f est à valeurs réelles. F(x)−F(x0) =

∫ x

x0

f (t)dt.

Comme f est continue, il existe ξ compris entre x0 et x tel que (théorème 57)
F(x)−F(x0)

x− x0
=
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f (ξ). Or ξ tend vers x0 lorsque x tend vers x0. Donc, par continuité de f en x0, f (ξ)
tend vers f (x0).

Deuxième cas : Le premier cas s’applique à Re(f) et Im(f). On a donc :

(
∫ x

a f (t)dt)′ = (
∫ x

a Re(f)(t)dt+ i
∫ x

a Im(f)(t)dt)′

= (
∫ x

a Re(f)(t)dt)′+ i(
∫ x

a Im(f)(t)dt)′

= Re(f)(x)+ iIm(f)(x) = f(x).

�

Corollaire 61 Soit I un intervalle de R et f : I→ C continue sur I. Soient a,b ∈ I. Si
H est une primitive de f sur I, on a∫ b

a
f (t)dt = H(b)−H(a).

Notation : On note
∫

f (t)dt = F(t)+Cste pour signifier que F est une primitive de

f et que les autres primitives s’obtiennent par addition d’une constante. Abusivement,

on écrit aussi
∫

f (t)dt = F(t).

Théorème 62 (intégration par parties) Soient f ,g : [a,b]→C deux fonctions de classe
C 1. On a ∫ b

a
f (t)g′(t)dt = f (b)g(b)− f (a)g(a)−

∫ b

a
f ′(t)g(t)dt.

Démonstration. Cela découle de la formule ( f g)′ = f ′g+ f g′.�

Théorème 63 (Changement de variables) Soit J un intervalle de R. Soit f : J → C
continue et φ : [a,b]→ J de classe C 1.∫ b

a
( f ◦φ)(x)φ′(x)dx =

∫
φ(b)

φ(a)
f (t)dt.

On dit que l’on a réalisé le changement de variables t = φ(x).

Remarque 30 Si φ est bijectif, la formule précédente peut s’écrire : soient α et β dans
φ([a,b]), ∫

β

α

f (t)dt =
∫

φ−1(β)

φ−1(α)
f ◦φ(x)φ′(x)dx

Démonstration. On définit

F : [a,b] → C
x 7→

∫ x

a
f (t)dt

G : [a,b] → C
x 7→

∫ x

a
f (φ(t))φ′(t)dt

H : [a,b] → C

x 7→
∫

φ(x)

φ(a)
f (t)dt.

F étant une primitive de f , la formule H = F ◦φ−F ◦φ(a) permet de calculer aisément
la dérivée de H. On a H ′ = ( f ◦φ)×φ′ = G′. Les fonctions G et H
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— ont la même dérivée sur l’intervalle [a,b].
— coıincident en a.

Elles sont donc égales. �

5.4 Calcul des primitives
Rappelons les primitives des fonctions usuelles. Voici quelques exemples où on

note
∫

f (t) dt une primitive de la fonction f sur un domaine où cette fonction est conti-

nue et où a,α,β sont des constantes réelles avec a 6= 0 et α+ iβ 6= 0 :

Fonctions puissance :
∫

e(α+iβ)t dt =
e(α+iβ)x

(α+ iβ)
,
∫ dt

t
= ln |x| ,

∫
tα dt =

xα+1

α+1
(α 6=−1).

Fonctions trigonométriques :∫
sint dt =−cosx,

∫
cos t dt = sinx,

∫
tan t dt =− ln |cosx|∫

cotant dt = ln |sinx| ,
∫ dt

sint
= ln

∣∣∣tan
x
2

∣∣∣ , ∫ dt
cos t

= ln
∣∣∣tan

( x
2
+

π

4

)∣∣∣∫ dt
cos2 t

= tanx,
∫ dt

sin2t
=−cotanx,

∫ dt
sint cos t

= ln |tan|x.

Fonctions inverses :∫ dt
t2 +a2 =

1
a

arctan
x
a
,
∫ dt

t2−a2 =
1
2a

ln
x−a
x+a

Exemple 27 Calcul de primitive d’un polynôme en cos t et sint :

En remplaçant toute puissance paire de sint par la puissance moitié de 1− cos2 t,
on se ramène a étudier les primitives de fonctions de la forme P(cos t)+Q(cos t)sint,
où P et Q sont des polynômes.

La partie Q(cos t)sint s’intègre facilement au moyen du changement de variable
défini par u = cos t : ∫

Q(cos t)sint dt =
∫

Q(u)du,

et on est ramené au calcul d’une primitive du polynôme Q.
Pour intégrer la partie P(cos t), il suffit de connaı̂tre des primitives des fonctions

cosn t pour n ∈ N. On utilise la linéarisation des fonctions cosn t :

2n(cos t)n = (eit + e−it)n =
n

∑
k=0

Ck
nei(n−k)te−ikt =

n

∑
k=0

Ck
ne−i(n−2k)t

= eint +C1
nei(n−2)t + · · ·+Cn−1

n e−i(n−2)t + e−int

= 2[cosnt +C1
n cos(n−2)t +C2

n cos(n−4)t + · · · ].

On se ramène donc au calcul de primitives des fonctions sinnt et cosnt qui sont

respectivement −cosnt
n

et
sinnt

n
.

On obtient ainsi par exemple :
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∫
sin2t dt =

∫ 1− cos2t
2

dt =
x
2
− sin2x

4∫
cos2 t dt =

∫ 1+ cos2t
2

dt =
x
2
+

sin2x
4∫

cos4 t dt =
∫ cos4t +4cos2t +3

8
dt =

sin4x
32

+
sin2x

4
+

3x
8∫

sin3t dt =
∫
(1− cos2 t)sint dt =

∫
(1− cos2 t)d(cos t) = cosx− cos3 x

3
.

Expliquons maintenant comment intégrer une fraction rationnelle réelle.

Intégration des fractions rationnelles réelles
On appelle fraction rationnelle réelle tout quotient de polynômes à coefficients

réels. Ainsi une fraction rationnelle réelle s’écrit F =
P
Q

où P et Q sont des polynômes

à coefficients dans R. Parmi les fractions rationnelles réelles , on distingue les éléments
simples. Ce sont des fractions rationnelles spéciales classées en deux catégories.

Définition 55 On appelle élément simple de première espèce une fraction rationnelle

du type
A

(x−a)n où A ∈ R∗ et n ∈ N∗.

On appelle élément simple de deuxième espèce une fraction rationnelle du type
Ax+B

(x2 + px+q)n où A,B ∈ R, (A,B) 6= (0,0), p2−4q < 0 et n ∈ N∗.

Pour intégrer une fraction rationnelle réelle, on la décompose en éléments simples. Cela
veut dire qu’on l’écrit comme somme d’un polynôme et d’une combinaison linéaire
d’éléments simples. Commençons par rappeler le théorème de décomposition en éléments
simples que nous admettrons.

Théorème 64 Soit F =
P
Q

une fraction rationnelle réelle. Le poynôme Q se décompose

(de façon unique) en produit de polynômes irréductibles de la façon suivante

Q = a(X− r1)
m1 . . .(X− rp)

mp(X2 +β1X + γ1)
n1 . . .(X2 +βqX + γq)

nq

avec
— m1,m2, . . . ,mp,n1,n2, . . .nq ∈ N∗
— a,r1, . . . ,rp,β1,γ1, . . . ,βq,γq ∈ R
— β2

i −4γi < 0 pour tout i ∈ [1,q].
Alors, il existe

— un polynôme E
— des réels (Ai, j)i∈[1,p], j∈[1,mp]

— des réels (bi, j)i∈[1,q], j∈[1,nq], (ci, j)i∈[1,q], j∈[1,nq]

tels que

F = E +
p

∑
i=1

mi

∑
j=1

Ai, j

(X− ri) j +
q

∑
i=1

ni

∑
j=1

bi, jX + ci, j

(X2 +βiX + γi) j .

Cette écriture est unique et s’appelle la décomposition de F en éléments simples. Le
polynôme E s’appelle la partie entière de F.

Remarque 31 E est le quotient de la division euclidienne de P par Q.
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Comme nous savons trouver une primitive d’un polynôme et d’un élément simple
de première espèce, il nous reste à comprendre comment intégrer un élément simple de
deuxième espèce pour savoir intégrer une fraction rationnelle.

Considérons donc un élément de deuxième espèce
BX +C

(X2 +βX + γ)i avec β2−4γ< 0.

On écrit
BX +C

(X2 +βX + γ)i =
B
2

2X +β

(X2 +βX + γ)i +
C− βB

2
(X2 +βX + γ)i

Le terme
BX +C

(X2 +βX + γ)i s’intègre sans problème puisqu’il est de la forme
u′

ui . Il nous

reste à comprendre comment intégrer le terme
1

(X2 +βX + γ)i . On écrit

1
(X2 +βX + γ)i =

1(
(X + β

2 )
2 +(γ− β2

4 )
)i .

Par un changement de variable, on se ramène à intégrer
1

(X2 +1)i c’est à dire à calculer

sa primitive Ji(x) =
∫ x

0

dt
(t2 +1)i . Montrons la relation

(2i−2)Ji =
x

(1+ x2)i−1 +(2i−3)Ji−1

qui permet de calculer les Ji par récurrence puisque J1 = arctan(x).

On fait une intégration par parties, on pose f ′(t) = 1 et g(t) =
1

(1+ t2)i−1 de sorte

que f (t) = t et g′(t) =
−2(i−1)t
(1+ t2)i . Les fonctions f et g sont bien de classe C 1. Il vient :

∫ x

0

dt
(t2 +1)i−1 =

x
(1+ x2)i−1 +

∫ x

0

2(i−1)t2

(1+ t2)i dt

=
x

(1+ x2)i−1 +2(i−1)
∫ x

0

t2 +1−1
(1+ t2)i dt

=
x

(1+ x2)i−1 +2(i−1)
∫ x

0

1
(1+ t2)i−1 dt−2(i−1)

∫ x

0

1
(1+ t2)i dt

=
x

(1+ x2)i−1 +2(i−1)Ji−1−2(i−1)Ji.�

5.5 Formules de Taylor
Commençons par donner la formule de Taylor intégrale. Elle est intéressante car

son reste est explicite.

Théorème 65 (Formule de Taylor intégrale) Soit I un intervalle de R et a ∈ I. Soit
f : I→K de classe C n+1 sur I. On a

f (x) =
n

∑
k=0

(x−a)k

k!
f (k)(a)+

∫ x

a

(x− t)n

n!
f (n+1)(t)dt.
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Démonstration. La formule de Taylor intégrale a déjà été vue en L1. Elle se démontre
par récurrence en faisant une intégration par parties.�

On en déduit :

Théorème 66 Soit I un intervalle de R et a ∈ I. Soit f : I → K de classe C n+1 sur I
telle que f (n+1) soit bornée sur I. On pose M = sup{| f (n+1)(t)|, t ∈ I}. On a∣∣∣∣∣ f (x)− n

∑
k=0

(x−a)k

k!
f (k)(a)

∣∣∣∣∣≤ |x−a|n+1

(n+1)!
M

Démonstration. On utilise l’inégalité triangulaire puis la remarque 28. On a∣∣∣∣∣ f (x)− n

∑
k=0

(x−a)k

k!
f (k)(a)

∣∣∣∣∣≤
∣∣∣∣∫ x

a

(x− t)n

n!
f (n+1)(t)dt

∣∣∣∣≤ ∣∣∣∣∫ x

a

|x− t|n

n!
Mdt

∣∣∣∣
Pour montrer que

∣∣∣∣∫ x

a

|x− t|n

n!
Mdt

∣∣∣∣= |x−a|n+1

(n+1)!
M, on distingue les cas a≤ x et x≤ a

et on fait le calcul. �

Remarque 32

Attention : En L1, vous avez vu le théorème des accroissements finis :

Théorème 67 Soit f : [a,b]→ R. On suppose f continue sur [a,b] et dérivable sur
]a,b[. Il existe c ∈]a,b[ tel que f (b)− f (a) = f ′(c)(b−a).

Le théorème des accroissements finis est faux pour une fonction à valeurs com-
plexes. Par exemple f (x) = eix. On a f (2π) = f (0) alors que f ′ ne s’annule jamais.
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Chapitre 6

Intégrales généralisées

Dans ce chapitre, K désigne R ou C.

6.1 Généralités

Définition 56 1) Soit a∈R et b∈R∪{+∞}. Soit f : [a,b[→K localement intégrable.

On dit que f est intégrable sur [a,b[ si F(x) =
∫ x

a
f (t)dt a une limite (finie réelle)

lorsque x tend vers b. On pose alors∫ b

a
f (t)dt = lim

x→b

∫ x

a
f (t)dt.

∫ b

a
f (t)dt s’appelle intégrale généralisée de f sur [a,b[. Si F(x) a une limite (finie

réelle) lorsque x tend vers b, on dit que l’intégrale
∫ b

a
f (t)dt converge. Dans le cas

contraire, on dit qu’elle diverge.
2) Soit a ∈R∪{−∞} et b ∈R. Soit f :]a,b]→K localement intégrable. On dit que

f est intégrable sur ]a,b] si F(x) =
∫ b

x
f (t)dt a une limite (finie réelle) lorsque x tend

vers a. On pose alors ∫ b

a
f (t)dt = lim

x→a

∫ b

x
f (t)dt.

∫ b

a
f (t)dt s’appelle intégrale généralisée de f sur ]a,b]. Si F(x) a une limite (finie

réelle) lorsque x tend vers a, on dit que l’intégrale
∫ b

a
f (t)dt converge. Dans le cas

contraire, on dit qu’elle diverge.

Remarque 33 Soit f : [a,b[→K une fonction localement intégrale et soit c∈ [a,b[. La
fonction f est intégrable sur [a,b[ si et seulement si elle est intégrable sur [c,b[ et on a

∫ b

a
f (t)dt =

∫ c

a
f (t)dt +

∫ b

c
f (t)dt.

57
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Démonstration. On a par la relation de Chasles :∫ x

a
f (t)dt =

∫ c

a
f (t)dt +

∫ x

c
f (t)dt.∫ x

a
f (t)dt a une limite lorsque x tend vers b si et s’il en est de même de

∫ x

c
f (t)dt. On

obtient la relation souhaitée par passage à la limite. �

Exemple 28
∫ 1

x
Ln(t)dt =−xLn(x)+ x−1 Donc

∫ 1

0
Ln(t)dt est convergente et vaut

−1.

Théorème 68 (Intégrales de Riemann)

1) L’intégrale
∫ +∞

1

dt
tα

est convergente si et seulement si α > 1.

2) Soit (a,b)∈R2. L’intégrale
∫ b

a

dt
(t−a)α

est convergente si et seulement si α< 1.

Démonstration. 1) On calcule l’intégrale de
1
tα

sur [1,x] :∫ x

1

1
tα

dt =
1

1−α

( 1
xα−1 −1

)
si α 6= 1,

∫ x

1

1
x

dt = lnx si α = 1.

Ces fonctions n’ont de limite quand x→+∞ que si α > 1.

2) De la même façon, on calcule l’intégrale de
1

(t−a)α
sur ]x,b], avec a < x < b :∫ b

x

1
(t−a)α

dt =
1

1−α

( 1
(b−a)α−1 −

1
(x−a)α−1

)
si α 6= 1,

∫ b

x

1
(t−a)α

dt = ln(b−a)− ln(x−a) si α = 1.

Ces fonctions n’ont de limite quand x→ a que si α < 1. �

Proposition 18 Soient a ∈ R et b ∈ R et soit f : [a,b[→ K une fonction localement

intégrable sur [a,b[. Si
∫ b

a
f (t)dt converge, alors

∫ b

x
f (t)dt tend vers 0 lorsque x tend

vers b.
On a une assertion analoque si f est intégrable sur ]a,b].

Démonstration. D’après la remarque 33, pour x ∈ [a,b[, on a∫ b

a
f (tdt =

∫ x

a
f (t)dt +

∫ b

x
f (t)dt.

Lorsque x tend vers b,
∫ x

a
f (t)dt tend vers

∫ b

a
f (t)dt puisque

∫ b

a
f (t)dt converge. On

en déduit que
∫ b

x
f (t)dt tend vers 0.�

Les intégrales généralisées sont plus générales que les intégrales de Riemann :
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Proposition 19 Soient a et b deux réels. Soit f : [a,b] → K (a < b) une fonction
intégrable. Alors f est intégrable sur [a,b[, sur ]a,b]. De plus,∫

[a,b]
f (t)dt =

∫
]a,b]

f (t)dt =
∫
[a,b[

f (t)dt.

Démonstration. L’application

F : [a,b] → K
x 7→

∫ x

a
f (t)dt

est continue sur [a,b]. Donc lim
x→b

∫ x

a
f (t)dt =

∫ b

a
f (t)dt.�

Proposition 20 Soient f et g deux fonctions localement intégrables définies sur [a,b[
et à valeurs dans K. Soient λ ∈K. Si f et g sont intégrables sur [a,b[, alors λ f +g est
intégrable sur [a,b[ et on a∫ b

a
(λ f +g)(t)dt = λ

∫ b

a
f (t)dt +

∫ b

a
g(t)dt.

La même assertion est vraie si ]a,b].

Proposition 21 Une fonction f : [a,b[→ C est intégrable sur [a,b[ si et seulement ses
parties réelles et imaginaires le sont. Dans ce cas, on a∫ b

a
f (t)dt =

∫ b

a
Re(f)(t)dt+ i

∫ b

a
Im(f)(t)dt.

On a le même résultat sur ]a,b].

Démonstration. Ce résultat s’obtient par passage à la limite dans la relation∫ x

a
f (t)dt =

∫ x

a
Re(f)(t)dt+ i

∫ x

a
Im(f)(t)dt.�

Définition 57 Soient a,b ∈ R et soit f :]a,b[→ C une fonction localement intégrable
sur ]a,b[. On dit que f est intégrable sur ]a,b[ si , étant donné c ∈]a,b[, f est
intégrable sur ]a,c] et sur [c,b[. On pose alors∫ b

a
f (t)dt =

∫ c

a
f (t)dt +

∫ b

c
f (t)dt.

Cette définition ne dépend pas du point c choisi.

Pour montrer la convergence d’une intégrale, on peut utiliser le critère de Cauchy.

Théorème 69 Soit f : [a,b[→C localement intégrable . L’intégrale généralisée
∫ b

a
f (t)dt

converge si et seulement si elle vérifie le critère de Cauchy :

∀ε > 0,∃V ∈ V (b), x,x′ ∈V =⇒
∣∣∣∣∫ x′

x
f (t)dt

∣∣∣∣< ε

On a une assertion analogue si f est localement intégrable sur ]a,b].



60 CHAPITRE 6. INTÉGRALES GÉNÉRALISÉES

Démonstration. C’est le critère de Cauchy (théorème 10) appliqué à la fonction F(x)=∫ x

a
f (t)dt.�

Théorème 70 Soit f : [a,b[→ C. Si
∫ b

a
| f (t)|dt converge, alors

∫ b

a
f (t)dt converge.

Démonstration. Cela découle du critère de Cauchy et de l’inégalité
∣∣∣∣∫ x′

x
f (t)dt

∣∣∣∣ ≤∣∣∣∣∫ x′

x
| f (t)|dt

∣∣∣∣.�
Définition 58 Si

∫ b

a
| f (t)|dt converge, on dit que

∫ b

a
f (t)dt est absolument conver-

gente. Si
∫ b

a
f (t)dt est convergente alors que

∫ b

a
| f (t)|dt ne l’est pas, on dit que∫ b

a
f (t)dt est semi-convergente.

Donnons maintenant un exemple d’intégrale semi-convergente.

Exemple 29 La fonction g(t) =
cos t√

t
est intégrable et non absolument intégrable sur

l’intervalle semi-ouvert [1,+∞[.

On fixe x ∈ [1,+∞[ et on intègre par parties :∫ x

1
g(t)dt =

[
sint√

t

]x

1
+

1
2

∫ x

1

sint
t
√

t
dt.

La fonction
[

sint√
t

]x

1
=

sinx√
x
− sin1 admet pour limite −sin1 en +∞ et l’intégrale

∫ x

1

sint
t
√

t
dt

est absolument convergente en +∞ par comparaison avec une intégrale de Riemann.
On en déduit bien que la fonction g est intégrable sur [1,+∞[.

Pour voir que g n’est pas absolument intégrable sur cet intervalle, on écrit, pour
tout n ∈ N : ∫ (n+1)π

nπ

|g(t)| dt ≥ 1√
(n+1)π

∫
π

0
|cos t| dt.

En sommant sur n, comme la série
1√

(n+1)π
est divergente, on voit que g n’est pas

absolument intégrable sur [π,+∞[ et donc pas non plus sur [1,+∞[.

Contrairement au cas des séries numériques dont le terme général tend vers 0 lors-
qu’elles convergent, l’intégrabilité d’une fonction sur [a,+∞[ n’implique pas la conver-
gence vers 0 de cette fonction lorsque t→+∞ :

Exemple 30 La fonction cos t2 est intégrable sur [1,+∞[ et ne tend pas vers 0 lorsque
t→+∞.
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Soit x ∈ [1,+∞[, alors, par un changement de variables et une intégration par par-
ties, on peut écrire :

∫ x

1
cos t2 dt =

∫ x2

1

coss
2
√

s
ds =

[
sins
2
√

s

]x2

1
+

1
4

∫ x2

1

sins
s
√

s
ds.

Le terme tout intégré tend vers 0 quand x→+∞ et l’intégrale généralisée
∫ +∞

1

sins
s
√

s
ds

existe puisqu’elle est absolument convergente. On en déduit bien que la fonction cos t2

est intégrable sur [1,+∞[ alors qu’elle ne tend pas vers 0 à l’infini.

Remarque 34 On n’énoncera pas de théorème d’intégration par parties ou de chan-
gement de variables dans le cas des intégrales généralisées. On fait l’opération sur les
intégrales de Riemann et on fait tendre x vers b ou a selon le cas comme on a procédé
dans les exemples précédents.

6.2 Intégrales généralisées de fonctions positives
L’absolue convergence impliquant la convergence, l’étude des intégrales généralisées

de fonctions positives est particulièrement importante. Dans ce cas, on pourra utiliser
des techniques de comparaison.

Théorème 71 Soit f : [a,b[→ R localement intégrable sur [a,b[ et positive au voisi-
nage de b. L’intégrale

∫ b
a f (t)dt est convergente si et seulement si la fonction

∫ x
a f (t)dt

est majorée.

Démonstration. Si f est positive sur [c,b[, la fonction F : [c,b[→R définie par F(x) =∫ x

c
f (t)dt est croissante. Elle admet une limite si et seulement si elle est majorée. �

Remarque 35 En adaptant les hypothèses du théorème, on a un résultat analogue sur
]a,b].

Remarque 36 Si f est négative au voisinage de b, on étudiera l’intégrale généralisée∫ b

a
− f (t)dt qui est de même nature que

∫ b

a
f (t)dt.

Théorème 72 . Soient f ,g : [a,b[→ R localement intégrables sur [a,b[. on suppose
qu’il existe c ∈ [a,b[ tel que pour tout x ∈ [c,b[, on a

— f et g sont positives sur [c,b[
— f ≤ g sur [c,b[.

Alors

a) Si
∫ b

a
g(t)dt converge, l’intégrale

∫ b

a
f (t)dt est convergente.

b) Si
∫ b

a
f (t)dt diverge, l’intégrale

∫ b

a
g(t)dt est divergente.

Démonstration. Il suffit de montrer la première propriété, la seconde étant la contra-
posée de la première.

Posons :
∀x ∈ [c,b[ , F(x) =

∫ x

c
f (t)dt et G(x) =

∫ x

c
g(t)dt.
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Alors, d’après les propriétés de l’intégrale de Riemann, les fonctions F et G sont crois-
santes comme intégrales de fonctions positives et de plus,

∀x ∈ [c,b[ , F(x)≤ G(x).

Si g est intégrable sur [a,b[, elle l’est sur [c,b[. La fonction G(x) admet une limite
quand x→ b, donc elle est majorée sur [c,b[. Par suite, la fonction F(x) est également
majorée sur [c,b[ et comme elle est croissante, elle admet une limite quand x→ b et
ceci équivaut à dire que f est intégrable sur [c,b[ et donc sur [a,b[.�

Exemple 31 La fonction f (t) =
sint

1+ t2 est absolument intégrable sur l’intervalle semi-

ouvert [1,+∞[.En effet

| f (t)| ≤ 1
1+ t2 ≤

1
t2 .

L’intégrale de
1
t2 existe sur [1,+∞[ par la proposition 68 et le théorème 72. Donc f est

bien absolument intégrable sur [1,+∞[.

Proposition 22 Soient f ,g : [a,b[→ R localement intégrables sur [a,b[. On suppose
qu’il existe c ∈ [a,b[ tel que pour tout x ∈ [c,b[, on a

— f est positive sur [c,b[ et g est strictement positive sur [c,b[
— f = O(g) au voisinage de b.

Alors

a) Si
∫ b

a
g(t)dt converge, l’intégrale

∫ b

a
f (t)dt est convergente.

b) Si
∫ b

a
f (t)dt diverge, l’intégrale

∫ b

a
g(t)dt est divergente.

Démonstration. Si f =O(g), il existe M≥ 0 tel que f ≤Mg sur un voisinage élémentaire
de b. Le résultat découle alors du théorème 72.�

Remarque 37 Le résultat s’applique en particulier si f = o(g).

Théorème 73 Soient f ,g : [a,b[→ R localement intégrables sur [a,b[. On suppose
qu’il existe c ∈ [a,b[ tel que pour tout x ∈ [c,b[, on a

— g est strictement positive sur [c,b[
— f ∼ g au voisinage de b.

Alors f est strictement positive au voisinage de b. Les intégrales généralisées
∫ b

a
f (t)dt

et
∫ b

a
g(t)dt sont de même nature.

Démonstration. Sous les hypothèse du théorème, la fonction f est strictement positive
au voisinage de b. On a f = O(g) et g = O( f ).

Exemple 32 La fonction f (t) =
ln(cos 1

t )

ln t
est intégrable sur l’intervalle semi-ouvert

[2,+∞[.

Cette fonction est négative sur [2,+∞[. On va donc raisonner avec la fonction − f .
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On montre, en faisant un développement limité, que la fonction − ln(cos
1
t
) est

équivalente à
1

2t2 en +∞. La fonction − f (t) est donc équivalente à
1

2t2 ln t
en +∞.

Or 0≤ 1
2t2 ln t

≤ 1
t2 sur [2,+∞[ et cette dernière fonction est intégrable en +∞.

En appliquant successivement les théorèmes 72 et 73, on obtient que − f et par
suite f également, est intégrable sur [2,+∞[.
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Chapitre 7

Suites et séries de fonctions

Dans ce chapitre, K= R ou C. Soit D⊂K une partie de K. On notera F (D,K) le
K-espace vectoriel des fonctions définies sur D et à valeurs dans K.

7.1 Suites de fonctions
Définition 59 Une suite de fonctions ( fn)n∈N de D dans K est une application de N
dans F (D,K)

( fn) : N → F (D,K)
n 7→ fn.

Définition 60 (convergence simple) Une suite de fonctions ( fn)n∈N de D dans K converge
simplement vers la fonction f ∈F (D,K) si, pour tout t ∈D, la suite numérique ( fn(t))n∈N
converge vers f (t).

Exemple 33

La suite de fonctions continues définie pour tout t ∈ [0,1] par

fn(t) = tn,

converge simplement vers la fonction discontinue f : [0,1]→ R égale à 0 sur [0,1[ et
telle que f(1)=1.

Exemple 34

La suite de fonctions dérivables définie pour n≥ 1 et pour t ∈ [0,π/2] par

fn(t) =
sinnt√

n
,

converge simplement vers la fonction 0.
En revanche, la suites des dérivées

f ′n(t) =
ncosnt√

n
=
√

ncosnt,

ne converge pas vers 0 qui est pourtant la dérivée de la limite des ( fn)n∈N.

65
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Exemple 35

La suite de fonctions définie par fn(t) = nt(1− t2)n pour tout t ∈ [0,1] converge sim-
plement vers la fonction nulle. Par contre,∫ 1

0
fn(t)dt = n

∫ 1

0
t(1− t2)ndt =

n
2n+2

.

Cette suite converge vers 1/2 qui n’est pas égal à l’intégrale de la limite des ( fn)n∈N
sur [0,1].

La convergence simple ne préserve pas les propriétés des fn. On introduit donc une
notion de convergence plus forte.

Notation : Si f : D→ K, on pose || f ||∞,D= supx∈D | f (x)| ∈ R+. Cet élément
s’appelle la norme infinie de f .

Définition 61 (convergence uniforme) Une suite de fonctions ( fn)n∈N de D dans K
converge uniformément vers la fonction f ∈ F (D,K) si la suite (|| fn− f ||∞,D)n∈N
tend vers 0 lorsque n tend vers +∞. Mathématiquement, cela s’écrit :

∀ε > 0,∃n0 ∈ N,n≥ n0 =⇒ (∀t ∈ D, | fn(t)− f (t)|< ε)

Remarque 38 Si la suite de fonctions ( fn)n∈N converge uniformément vers f , alors
elle converge simplement vers f .
Démonstration. Cela découle de l’inégalté, pour t0 ∈ D :

| fn(t0)− f (t0)| ≤ sup
t∈D
| fn(t)− f (t)| .

Si supt∈D | fn(t)− f (t)| tend vers 0 quand n→+∞, alors, pour t0 fixé dans D, fn(t0)− f (t0)
tend vers 0.�

La réciproque est fausse comme le montre le contrexemple suivant. La suite de
fonctions de l’exemple 33, fn(t) = tn pour t ∈ [0,1] converge simplement vers la fonc-
tion f telle que f (t) = 0 si t ∈ [0,1[ et f (1) = 1.

Or supt∈[0,1] | fn(t)− f (t)| = supt∈[0,1[ |tn| = 1 ne tend pas vers 0 quand n→ +∞

donc cette suite ne converge pas uniformément sur [0,1].

Remarque 39 Si D′ ⊂ D, on a les inégalités 0 ≤|| fn− f ||∞,D′≤|| fn− f ||∞,D. Ainsi,
si la suite ( fn)n∈N converge uniformément vers f sur D, elle converge uniformément
vers f sur D′. La réciproque est fausse

Théorème 74 La suite de fonctions ( fn)n∈N de D dans K converge uniformément sur
D si et seulement si elle est de Cauchy uniforme :

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N tel que p,q≥ n0 =⇒ || fp− fq||∞,D ≤ ε

Démonstration. i) Supposons que ( fn)n∈N converge uniformément vers f sur D. Alors :

∀ε > 0 , ∃N ∈ N tel que n≥ N⇒∀t ∈ D , | fn(t)− f (t)| ≤ ε.

D’où

p,q≥ N⇒∀t ∈ D ,
∣∣ fp(t)− fq(t)

∣∣≤ | fp(t)− f (t)|+
∣∣ fq(t)− f (t)

∣∣≤ 2ε.
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On a donc bien le critère de Cauchy uniforme.

Réciproquement, si

∀ε > 0 , ∃N ∈ N tel que p,q≥ N⇒∀t ∈ D ,
∣∣ fp(t)− fq(t)

∣∣≤ ε,

pour t ∈ D fixé, la suite de nombres ( fn(t))n∈N est de Cauchy dans K, donc converge
vers un nombre f (t). Dans le critère de Cauchy, on peut alors faire tendre q vers +∞ et
on obtient :

∀ε > 0 , ∃N ∈ N tel que p≥ N⇒∀t ∈ D , | fp(t)− f (t)| ≤ ε.

Ceci montre que la suite ( fn)n∈N converge uniformément vers f .

Théorème 75 Soit ( fn)n∈N une suite de fonctions de D ⊂ R dans K. Soit t0 ∈ D. On
suppose

— (i) Pour tout n ∈ N, la fonction fn est continue en t0,
— (ii) la suite de fonctions ( fn)n∈N converge uniformément vers f ∈ F (D,K)

alors f est continue en a.

Démonstration. Puisque la suite ( fn)n∈N converge uniformément vers f , on a :

∀ε > 0 , ∃N ∈ N tel que n≥ N⇒ ∀t ∈ D , | fn(t)− f (t)| ≤ ε

3
.

ε > 0 étant fixé, la continuité de la fonction fN en t0 nous permet d’écrire :

∃η > 0 tel que |t− t0| ≤ η⇒ | fN(t)− fN(t0)| ≤
ε

3
.

Pour tout t ∈ D , on peut alors écrire :

| f (t)− f (t0)| = | f (t)− fN(t)+ fN(t)− fN(t0)+ fN(t0)− f (t0)|
≤ | f (t)− fN(t)|+ | fN(t)− fN(t0)|+ | fN(t0)− f (t0)| .

Donc si |t− t0| ≤ η, on a

| f (t)− f (t0)| ≤
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε.

Ceci prouve la continuité de f en t0.�

Corollaire 76 Soit ( fn)n∈N une suite de fonctions définies sur un domaine D et qui
converge uniformément vers une fonction f sur D. Si pour tout n ∈ N, fn est continue
sur D, f est aussi continue sur D.

Théorème 77 Soit ( fn)n∈N une suite de fonctions de [a,b] (a≤ b) dans K. On suppose
— (i) Pour tout n ∈ N, la fonction fn est continue sur [a,b]
— (ii) la suite de fonctions ( fn)n∈N converge uniformément vers f ∈F ([a,b],K)

alors f est continue donc intégrable sur [a,b]. De plus, la suite numérique
(∫ b

a
fn(t)dt

)
n∈N

converge vers
∫ b

a
f (t)dt.
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Démonstration. En utilisant les propriétés des intégrales, on a la suite d’inégalités sui-
vantes∣∣∣∣∫ b

a
fn(t)dt−

∫ b

a
f (t)dt

∣∣∣∣= ∣∣∣∣∫ b

a
( fn(t)− f (t))dt

∣∣∣∣≤ ∫ b

a
|( fn(t)− f (t)|dt ≤ (b−a)|| fn− f ||∞,[a,b]

Le théorème en découle.

Remarque 40

Le théorème 77 est faux sur un intervalle de longueur infini. Considérons par exemple

la suite de fonctions
(

e−nt

n

)
n≥1

définie sur R+. Elle converge uniformément vers

la fonction nulle sur R+ car
∣∣∣∣∣∣∣∣e−nt

n

∣∣∣∣∣∣∣∣
R+,∞

=
1
n

. Pourtant la suite
(∫ +∞

0

e−nt

n

)
est

constante égale à 1 et ne converge donc pas vers 0.

Théorème 78 Soit I un intervalle de R et soit ( fn)n∈N une suite de fonctions de classe
C 1 sur I. On suppose

— (i) il existe a ∈ I tel que la suite numérique ( fn(a))n∈N converge.
— (ii) la suite de fonctions ( f ′n) converge uniformément vers une fonction g sur

I
Alors

— la suite de fonctions ( fn)n converge simplement vers une fonction f dérivable
sur I et telle que f ′ = g.

— La suite ( fn) converge uniformément vers f sur tout segment [α,β] inclus
dans I.

En fait la fonction f est de classe C 1.

Démonstration. : Comme les fn sont de classe C 1, les f ′n sont continues. La suite
( f ′n)n∈N convergent uniformément vers g, la fonction g est continue, donc intégrable.
On pose la = lim

n→+∞
fn(a) et on définit f : I→K comme suit

∀x ∈ I, f (x) = la +
∫ x

a
g(t)dt.

Comme g est continue, f est de classe C 1. La fonction fn étant de classe C 1, on a

fn(x) = fn(a)+
∫ x

a
f ′n(t)dt.

On a fn(x)− f (x) = fn(a)− la +
∫ x

a
( f ′n(t)− f (t))dt. En utilisant les propriétés de

l’intégrale de Riemann (en particulier la remarque 28), on en déduit la suite d’inégalités :

| fn(x)− f (x)| ≤ | fn(a)− f (a)|+
∣∣∣∣∫ x

a

∣∣ f ′n(t)−g(t)
∣∣dt
∣∣∣∣

≤ | fn(a)− f (a)|+
∣∣∣∣∫ x

a
|| f ′n−g||∞,Ddt

∣∣∣∣
≤ | fn(a)− f (a)|+ |x−a|× || f ′n−g||∞,D

On voit que la suite de fonctions ( fn)n∈N converge simplement vers f .
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L’ensemble
{|x−a| | x ∈ [α,β]}

est borné. On notera M une borne de cet ensemble.

|| f − fn||∞,[α,β] ≤ | fn(a)− f (a)|+M|| f ′n−g||∞,D

On en déduit que ( fn)n converge uniformément vers f sur [α,β].

Remarque 41 Le théorème 78 reste vrai si les f ′n sont seulement dérivables (la fonc-
tion f est alors seulement dérivable) mais sa démonstration est plus compliquée (voir
[1]).

Remarquons que la convergence uniforme de la suite de fonctions ne suffit pas à assurer
la dérivabilité de la limite :

Exemple 36 La suite de fonctions dérivables fn(t) =
(
t2 +

1
n2

)1/2
, n > 1 converge

uniformément sur R vers la fonction |t|, qui n’est pas dérivable en 0.

En effet, pour tout t ∈ R on a :

|t| ≤ (t2 +
1
n2 )

1/2 ≤ |t|+ 1
n
.

D’où
∀t ∈ R , | fn(t)−|t|| ≤

1
n
.

Cette inégalité implique la convergence uniforme de la suite ( fn)n∈N vers la fonc-
tion |t|.

D’après le théorème 78, la suite des dérivées ne converge pas uniformément sur R.

7.2 Séries de fonctions
Définition 62 Soit (Un)n∈N une suite de fonctions de D dans K. La série de fonctions
de terme général Un (notée ∑n≥0 Un ou plus simplement ∑Un) est la suite de fonctions

des sommes partielles

(
sn =

n

∑
k=0

Uk

)
n∈N

.

Définition 63 (convergence simple) On dit que la série de fonctions ∑
n≥0

Un converge

simplement sur D et a pour somme s : D→ K si, pour tout x ∈ D, la série numérique

∑
n≥0

Un(x) converge et a pour somme s(x). La fonction s est notée s =
+∞

∑
n=0

Un.

Remarque 42 la série de fonctions ∑
n≥0

Un converge simplement sur D si la suite de ses

sommes partielles

(
sn =

n

∑
k=0

Uk

)
n∈N

converge simplement sur D.

Exemple 37
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(i) La série de fonctions continues définie pour tout t ∈ [0,
π

2
], de terme général

un(t) = sin2t cosn t,

converge simplement et a pour somme la fonction s, discontinue en 0, telle que : s(t) =
sin2t

1− cos t
si t ∈]0, π

2
]

s(0) = 0.

(ii) La série de fonctions ∑
n≥

znde C dans C converge simplement sur D(O,1) = {z∈

C | |z|< 1}. Sa somme (définie sur D(0,1)) est la fonction
1

1− z
.

(iii) Considérons la série de fonctions ∑
n≥2

(−1)n

Ln(x+n)
de R+ dans R. Par le critère

des séries alternées, elle converge simplement sur R+.

Les notions introduites sur les suites de fonctions s’appliquent à la suite des sommes
partielles d’une série de fonctions.

Définition 64 (convergence uniforme) On dit que la série de fonctions ∑
n≥0

Un de terme

général Un : D→K converge uniformément sur D si la suite de fonctions de ses sommes
partielles converge uniformément sur D.

Proposition 23 La série de fonctions ∑
n≥0

Un de terme général Un : D→ K converge

uniformément sur D si et seulement si
(i) La série de fonctions ∑

n≥0
Un de terme général Un : D→K converge simplement

sur D
et

(ii) lim
n→+∞

||Rn||∞,D = 0 où, pour tout x ∈ D, Rn(x) =
+∞

∑
p=n+1

Up(x) est le reste de la

série numérique ∑Un(x).

Démonstration. La série de fonctions ∑
n≥0

Un de terme général Un : D→ K converge

simplement sur D vers
+∞

∑
n=0

Un(x). Par ailleurs, notons sn la somme partielle de ∑Un. On

a

∀x ∈ D, sn(x) =
n

∑
p=0

Up(x) et (s− sn)(x) =
+∞

∑
p=n+1

Up(x).�

Exemple 38 Reprenons l’exemple de la série de fonctions ∑
n≥2

(−1)n

Ln(x+n)
de R+ dans

R. Nous avons vu qu’ elle converge simplement sur R+. Pour x∈R+, la série numérique

∑
n≥2

(−1)n

Ln(x+n)
étant alternée, son reste d’ordre n est majoré en valeur absolu par

1
Ln(x+n+1)

. On a donc ||Rn||∞,R+ ≤
1

Ln(n+1)
. La série de fonctions ∑

n≥2

(−1)n

Ln(x+n)
converge donc uniformément sur R+.
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Théorème 79 (Critère de Cauchy uniforme) La série de fonctions ∑Un définie sur D
et à valeurs dans K converge uniformément si et seulement si elle vérifie le critère de
Cauchy uniforme

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, n≥ n0 et r ∈ N=⇒ ||Un+1 +Un+2 + · · ·+Un+r||∞,D < ε.

Démonstration. c’est une conséquence directe du critère de Cauchy uniforme appliqué
à la suite de fonctions des sommes partielles. �

La convergence uniforme n’est pas facile à vérifier sur les séries de fonctions car
on n’a pas toujours une majoration de ||Rn||∞,D, la norme infinie du reste d’ordre n. On
a souvent recours à la notion de convergence normale.

Définition 65 Soit ∑Un la série de terme général Un : D→ K. On dit que la série de
fonctions ∑Un converge normalement sur D si la série numérique ∑ ||Un||∞,D converge.

Théorème 80 Soit ∑Un la série de terme général Un : D→K. Si la série de fonctions
∑Un converge normalement sur D, alors elle converge uniformément sur D.

Démonstration. On peut écrire :

sup
t∈D

∣∣∣∣∣ p

∑
i=q+1

ui(t)

∣∣∣∣∣≤ p

∑
i=q+1

sup
t∈D
|ui(t)| .

Si la série numérique de terme général supt∈D |un(t)| converge, elle vérifie le critère
de Cauchy et l’inégalité ci-dessus prouve que la série de terme général un vérifie le
critère de Cauchy uniforme. Donc elle converge uniformément sur D.�

Remarque 43 La réciproque de cette propriété est fausse : la série de fonctions de

terme général un(t) =
(−1)n

n+ t
, n > 1, est uniformément convergente mais non norma-

lement convergente sur [0,1].

En effet, cette série de fonctions n’est pas normalement convergente car

||un||∞,[0,1] = sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣ (−1)n

n+ t

∣∣∣∣= 1
n
,

et cette série numérique est divergente. Elle est uniformément convergente car son

reste d’ordre n en x vérifie l’inǵalité |Rn(x)| ≤
1

n+1+ x
≤ 1

n+1
.

Les résultats vus sur les suites de fonctions s’appliquent aux séries de fonctions.
Il sont d’autant plus intéressants qu’ils permettent d’obtenir des informations sur la
somme d’une série de fonctions (qu’on ne sait presque jamais calculer).

Théorème 81 Soit ∑Un la série de terme général Un : D ⊂ R→ K. Soit a ∈ D. On
suppose

— (i) Pour tout n ∈ N, la fonction Un est continue en a,

— (ii) la série de fonctions ∑Un converge uniformément vers s=
∞

∑
n=0

Un ∈F (D,K)

alors s est continue en a.
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Démonstration. C’est une conséquence du théorème 75 appliqué à la suite de fonctions
des sommes partielles. �

Théorème 82 Soit ∑Un la série de fonctions de terme général Un : [a,b]→ K. On
suppose

— (i) Pour tout n ∈ N, la fonction Un est continue sur [a,b]

— (ii) la série de fonctions ∑Un converge uniformément vers s=
∞

∑
n=0

Un ∈F ([a,b],K)

alors s est continue donc intégrable sur [a,b]. De plus, on a

+∞

∑
n=0

(∫ b

a
Un(t)dt

)
=

∫ b

a
s(t)dt =

∫ b

a

(
+∞

∑
n=0

Un(t)

)
dt.�

Démonstration. C’est une conséquence du théorème 77 appliqué à la suite de fonctions
des sommes partielles. �

Exemple 39

On considere la série de fonctions de terme général un(t) = (−1)t2n. elle converge
simplement sur ]−1,1[ et normalement sur [−r,r] pour r ∈ [0,1[. D’après le théorème
précédent, on a donc, pour tout x ∈]−1,1[ :

+∞

∑
i=0

(−1)i x2i+1

2i+1
=

+∞

∑
i=0

∫ x

0
(−1)it2i dt =

∫ x

0

+∞

∑
i=0

(−1)it2i dt =
∫ x

0

dt
t2 +1

= arctan(x).

Théorème 83 Soit I un intervalle de R et soit ∑Un la série de terme général
Un : I→K. On suppose

— (i) pour tout n, la fonction Un est de classe C 1 sur I
— (ii) il existe a ∈ I tel que la série numérique ∑Un(a) converge.
— (iii) la série de fonctions ∑ f ′n converge uniformément vers une fonction

g =
+∞

∑
n=0

U ′n sur I

Alors
— la série de fonctions ∑Un converge simplement vers une fonction

s =
∞

∑
n=0

Un ∈ F (I,K) dérivable sur I et telle que s′ = g.

— La série ∑Un converge uniformément vers s sur tout segment [α,β] inclus
dans I.

On a donc (
∞

∑
n=0

Un

)′
=

∞

∑
n=0

U ′n.

En fait la fonction s est de classe C 1.

Démonstration. : C’est une conséquence du théorème 78.

Exemple 40 Soit 0 < r < 1 et I = [−r,+r]. On considère la série de fonctions définies

sur I, de terme général un(t) =
tn+1

n+1
.



7.2. SÉRIES DE FONCTIONS 73

La série numérique de terme général un(0) converge (c’est la série nulle !) et la
série des dérivées de terme général tn converge normalement donc uniformément sur I.

La somme s(t) =
+∞

∑
n=0

tn+1

n+1
est donc dérivable et sa dérivée vaut :

s′(t) =
+∞

∑
n=0

tn =
1

1− t
.

Comme s(0) = 0, on en déduit que s(t) =
+∞

∑
n=0

tn+1

n+1
=− ln(1− t).
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Chapitre 8

Séries trigonométriques

Ce chapitre a été rédigé par Sylvie Delabrière.

8.1 Définitions et convergence
Les séries trigonométriques sont des séries de fonctions d’une variable réelle t,

d’une forme particulière.

Définition 66 Soient (an)n∈N et (bn)n∈N deux suites de scalaires, réels ou complexes.
Une série trigonométrique est une série de fonctions de terme général :

un(t) = an cosnt +bnsinnt.

Puisque sin0 = 0, on peut supposer que b0 = 0.

En utilisant les fonctions eint et e−int , on a une autre représentation de ces séries :

Proposition 24 Le terme général d’une série trigonométrique s’écrit :

u0(t) = c0 et ∀n > 1 , un(t) = cneint + c−ne−int ,

où
c0 = a0 et ∀n > 1 , cn =

an− ibn

2
, c−n =

an + ibn

2
.

Démonstration. On écrit eint = cosnt + isinnt et e−int = cosnt− isinnt. D’où en rem-
plaçant : cn + c−n = an et cn− c−n =−ibn.

Nous utiliserons plutôt l’écriture exponentielle qui donne des calculs plus simples.

Notations : Nous conviendrons de noter

(cneint + c−ne−int),

une série trigonométrique définie par son terme général :

u0(t) = c0 et ∀n > 1 , un(t) = cneint + c−ne−int .
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Il faut remarquer que l’entier n = 0 ne joue pas le même rôle que les autres entiers.

Dans les chapitres précédents, nous avons déjà rencontré des cas de convergence
des séries trigonométriques :

Proposition 25 1) Si les séries numériques de terme général cn et c−n sont absolu-
ment convergentes, la série trigonométrique de terme général (cneint + c−ne−int) est
uniformément convergente sur R.
2) Si les suites (cn)n>1 et (c−n)n>1 sont positives décroissantes et si elles convergent
vers 0, la série trigonométrique de terme général (cneint + c−ne−int) converge unifor-
mément sur tout intervalle de la forme [2kπ+α,2(k+1)π−α], où k ∈ Z et 0 < α < π.

Démonstration. 1) Si les séries numériques de termes généraux cn et c−n sont absolu-
ment convergentes, on écrit :

∀n > 1 , ∀t ∈ R , |un(t)| ≤ |cn|+ |c−n|.

La série de terme général un est donc normalement convergente sur R et donc unifor-
mément convergente sur R.

2) On va utiliser la transformation d’Abel (théorème 33 ) :
On commence par majorer pour tout n ∈ N, les termes

An(t) =
n

∑
j=0

ei jt et An(−t) =
n

∑
j=0

e−i jt ,

sur l’intervalle [2kπ+α,2(k+1)π−α] où k ∈ Z et 0 < α < π sont fixés :

An(t) =
n

∑
j=0

ei jt =
1− ei(n+1)t

1− eit =
ei n+1

2 t

ei t
2

sin(n+1) t
2

sin t
2

.

On en déduit que pour t ∈ [2kπ+α,2(k+1)π−α],

|An(t)| ≤
1
|sin t

2 |
≤ 1
|sin α

2 |
.

De la même façon, on obtient aussi : ∀t ∈ [2kπ+α,2(k+1)π−α],

|An(−t)| ≤ 1
|sin α

2 |
.

On vérifie le critère de Cauchy uniforme (théorème 79) pour la suite des sommes
partielles (sn)n∈N de la série de terme général un, en écrivant : pour tout
t ∈ [2kπ+α,2(k+1)π−α],

sq(t)− sp−1(t) =
q

∑
n=p

un(t) =
q

∑
n=p

(
cneint + c−ne−int)

=
q

∑
n=p

[(An−An−1)(t)cn +(An−An−1)(−t)c−n]

=
q

∑
n=p

[An(t)cn +An(−t)c−n]−
q

∑
n=p

[An−1(t)cn +An−1(−t)c−n]

= Aq(t)cq +Aq(−t)c−q−Ap−1(t)cp−Ap−1(−t)c−p

+
q−1

∑
n=p

[An(t)(cn− cn+1)]+
q−1

∑
n=p

[
An(−t)(c−n− c−(n+1))

]
.

(8.1)
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D’où l’on déduit que :∣∣∣∣∣ q

∑
n=p

un(t)

∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣Aq(t)
∣∣cq + |Ap−1(t)|cp +

q−1

∑
n=p
|An(t)|(cn− cn+1)

+
∣∣Aq(−t)

∣∣c−q + |Ap−1(−t)|c−p +
q−1

∑
n=p
|An(−t)|(c−n− c−(n+1)).

(8.2)

Donc pour tout t ∈ [2kπ+α,2(k+1)π−α],∣∣∣∣∣ q

∑
n=p

un(t)

∣∣∣∣∣ ≤ 1∣∣sin α

2

∣∣ [(cp + cq)+(c−p + c−q)+(cp− cq)+(c−p− c−q)]

=
2(cp + c−p)∣∣sin α

2

∣∣ .

(8.3)

Ce dernier terme tend vers 0 par hypothèse. La suite des sommes partielles de la
série de terme général un est uniformément de Cauchy sur l’intervalle [2kπ+α,2(k+
1)π−α] et donc convergente, ce qui veut bien dire que la série de terme général un
converge uniformément sur cet intervalle.

Les résultats de la proposition 25 ont des analogues pour la représentation des séries
trigonométriques avec les fonctions cosnt et sinnt :

Proposition 26 (i) Si les séries numériques de termes généraux an et bn sont absolu-
ment convergentes, la série trigonométrique de terme général (an cosnt +bnsinnt) est
uniformément convergente sur R.

(ii) Si les suites (an)n>1 et (bn)n>1 sont positives décroissantes et si elles convergent
vers 0, la série trigonométrique de terme général (an cosnt + bnsinnt) converge uni-
formément sur tout intervalle de la forme [2kπ+α,2(k+1)π−α], où k ∈ Z et 0 < α <
π.

Exemple 41 (i) Les séries de termes généraux
sinnt

n2 et
cosnt

n2 sont uniformément
convergentes sur R.

(ii) La série de terme général
cosnt

n
converge uniformément sur tous les intervalles

de la forme [2kπ+α,2(k+ 1)π−α], 0 < α < π. Elle converge donc simplement sur
R− 2πZ. On vérifie aisément qu’elle ne converge pas simplement sur R tout entier,
voir par exemple en t = 0.

(iii) La série de terme général
sinnt

n
converge uniformément sur tous les intervalles

de la forme [2kπ+α,2(k+ 1)π−α], 0 < α < π. Elle converge donc simplement sur
R−2πZ. On vérifie aisément qu’elle converge simplement sur R tout entier.

8.2 Continuité, dérivation et intégration de la somme
Théorème 84 (i) Si les séries numériques de termes généraux cn et c−n sont absolu-
ment convergentes, la somme de la série trigonométrique de terme général

(cneint + c−ne−int)

est continue sur R.
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(ii) Si les suites numériques (cn)n∈N et (c−n)n∈N sont positives décroissantes et si
elles convergent vers 0, la somme de la série trigonométrique de terme général

(cneint + c−ne−int)

est continue sur R−2πZ.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition 25 et du théorème
81.�

Théorème 85 Si les séries numériques de termes généraux ncn et nc−n sont absolu-
ment convergentes, la somme de la série trigonométrique de terme général

(cneint + c−ne−int)

est dérivable sur R et sa dérivée est la somme de la série de terme général

(incneint − inc−ne−int).

Démonstration. Par le théorème 21, l’hypothèse entraine en particulier que les séries
numériques de termes généraux cn et c−n sont absolument convergentes. Les séries
trigonométriques de termes généraux (cneint + c−ne−int) et (ncneint + nc−ne−int) sont
donc toutes les deux normalement convergentes sur R et on peut appliquer le théorème
83.�

Théorème 86 Si les séries numériques de termes généraux cn et c−n sont absolument
convergentes, alors la série trigonométrique de terme général[∫ t

0
(cneins + c−ne−ins)ds

]
est convergente sur R et a pour somme

∫ t

0

[
+∞

∑
n=0

(cneins + c−ne−ins)

]
ds.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théorème 82, puisque, sous cette hypothèse, la
série trigonométrique de terme général (cneint +c−ne−int) est normalement convergente
sur R.�

On a bien entendu des résultats analogues pour la représentation des séries trigono-
métriques avec les fonctions cosnt et sinnt :

Théorème 87 (i) Si les séries numériques de termes généraux an et bn sont absolument
convergentes, la somme de la série trigonométrique de terme général

(an cosnt +bnsinnt)

est continue sur R.
(ii) Si les suites numériques (an)n∈N et (bn)n∈N sont positives décroissantes et si

elles convergent vers 0, la somme de la série trigonométrique de terme général

(an cosnt +bnsinnt)

est continue sur R−2πZ.
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Théorème 88 Si les séries numériques de termes généraux nan et nbn sont absolu-
ment convergentes, la somme de la série trigonométrique de terme général (an cosnt +
bnsinnt) est dérivable sur R et sa dérivée est la somme de la série de terme général
(−nansinnt +nbn cosnt).

Théorème 89 Si les séries numériques de termes généraux an et bn sont absolument
convergentes, alors la série de terme général[∫ t

0
(an cosns+bnsinns)ds

]
est convergente sur R et a pour somme

∫ t

0

[
+∞

∑
n=0

(an cosns+bnsinns)

]
ds .

8.3 Développement en séries trigonométriques
Poser le problème du développement d’une fonction f donnée en série trigonométrique,

c’est étudier l’existence d’une série trigonométrique dont f est la somme. Ce problème
est difficile et nous n’étudierons ici que des solutions très partielles.

Etudions d’abord la somme d’une série trigonométrique normalement convergente :

Proposition 27 Supposons les séries numériques de termes généraux cn et c−n abso-
lument convergentes et soit s la somme de la série trigonométrique de terme général
(cneins + c−ne−ins). Alors :

(i) La fonction t→ s(t) est périodique de période 2π.

(ii) Pour tout k ∈ Z, 2πck =
∫ 2π

0
s(t)e−ikt dt.

Démonstration. La propriété i) est évidente.
Pour démontrer la propriété ii), on commence par calculer, pour tout p,q ∈ Z :

p+q 6= 0 ,
∫ 2π

0
eipteiqt dt =

[
ei(p+q)t

p+q

]2π

0

= 0

p+q = 0 ,
∫ 2π

0
eipteiqt dt =

∫ 2π

0
dt = 2π.

(8.4)

On multiplie alors le terme général de la série trigonométrique par eint ou e−int ,
n ∈N et en vertu du théorème 86, on peut l’intégrer terme à terme. Le calcul précédent
donne le résultat immédiatement.�

Corollaire 90 Supposons les séries numériques de termes généraux cn et c−n abso-
lument convergentes et soit s la somme de la série trigonométrique de terme général
(cneins + c−ne−ins).
Si la fonction t→ s(t) est paire sur R, alors ∀n ∈ N, c−n = cn
Si cette fonction est impaire sur R, alors ∀n ∈ N, c−n =−cn.

Montrons les propriétés analogues pour la représentation des séries trigonométriques
à l’aide des fonctions cos et sin :
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Proposition 28 Supposons les séries numériques de termes généraux an et bn abso-
lument convergentes et soit s la somme de la série trigonométrique de terme général
(an cosnt +bnsinnt). Alors :

(i) La fonction t→ s(t) est périodique de période 2π.

(ii) Pour tout n ∈ N?, πan =
∫ 2π

0
s(t)cosnt dt et πbn =

∫ 2π

0
s(t)sinnt dt.

(iii) 2πa0 =
∫ 2π

0
s(t)dt.

Démonstration. La propriété i) est évidente.

La propriété ii) est une conséquence du calcul suivant :
Nous avons vu que, pour tout p,q ∈ Z :∫ 2π

0
ei(p+q)t dt = 2πδp,−q

Rappelons que δp,−q = 0 si p+q 6= 0 et = 1 si p+q = 0.

Supposons maintenant que n et m sont deux entiers naturels non nuls et écrivons
cette égalité pour les couples (n,m) et (n,−m) :∫ 2π

0
[(cosnt cosmt− sinntsinmt)+ i(sinnt cosmt + cosntsinmt)] dt = 2πδn,−m = 0,

car m+n 6= 0.∫ 2π

0
[(cosnt cosmt + sinntsinmt)+ i(sinnt cosmt− cosntsinmt)] dt = 2πδn,m,

et cette expression vaut 0 dès que n 6= m.

En séparant les parties imaginaires et les parties réelles puis en faisant successive-
ment des sommes et des différences, on trouve :∫ 2π

0
cosnt cosmt dt =

∫ 2π

0
sinntsinmt dt = 0 si n 6= m,∫ 2π

0
cos2 nt dt =

∫ 2π

0
sin2nt dt = π,∫ 2π

0
cosntsinmt dt = 0 pour tout n,m ∈ N∗.

(8.5)

On multiplie alors le terme général de la série trigonométrique par cosnt ou sinnt et
en vertue du théorème 86, on peut l’intégrer terme à terme. Le calcul précédent donne
le résultat immédiatement.

La propriété iii) est immédiate en intégrant terme à terme de 0 à 2π la série trigo-
nométrique de somme s, ce que l’on a le droit de faire d’après le théorème 86.�

Corollaire 91 Supposons les séries numériques de termes généraux an et bn absolu-
ment convergentes et soit s la somme de la série trigonométrique de terme général
(an cosnt +bnsinnt).
Si la fonction t→ s(t) est paire sur R, alors ∀n ∈ N, bn = 0
Si cette fonction est impaire sur R, alors ∀n ∈ N, an = 0.
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Démonstration. Supposons par exemple s paire.
Dans ce cas, la fonction t → s(t)sinnt est impaire pour tout n ∈ N. Par périodicité,

on peut écrire :

πbn =
∫ 2π

0
s(t)sinnt dt =

∫ +π

−π

s(t)sinnt dt = 0.

La démonstration est analogue pour le cas impair.�

Nous pouvons maintenant définir la série de Fourier d’une fonction périodique :

Définition 67 Soit f une fonction définie sur R, périodique de période 2π, intégrable
sur [0,2π]. On appelle série de Fourier de f et on note SF( f ) la série trigonométrique
de terme général

(cneint + c−ne−int),

respectivement :
(an cosnt +bnsinnt),

où les coefficients , appelés coefficients de Fourier de f sont donnés par la formule :

∀n ∈ Z , 2πcn =
∫ 2π

0
f (t)e−int dt,

respectivement :

πan =
∫ 2π

0
f (t)cosnt dt , πbn =

∫ 2π

0
f (t)sinnt dt , 2πa0 =

∫ 2π

0
f (t)dt.

En utilisant les calculs précédents, on obtient immédiatement :

Proposition 29 Soit f une fonction définie sur R, périodique de période 2π, intégrable
sur [0,2π] et (cneint + c−ne−int) = (an cosnt +bnsinnt) sa série de Fourier.
Si la fonction f est paire sur R, alors ∀n ∈ N, bn = 0 et c−n = cn.
Si f est impaire sur R, alors ∀n ∈ N, an = 0 et c−n =−cn.

On peut établir un dictionnaire entre ”fonctions 2π-périodiques” et coefficients de
Fourier. Donnons par exemple la proposition suivante.

Proposition 30 Dans cette proposition les coefficients de Fourier d’une fonction g :
R→ C localement intégrable et 2π-périodiques sont notés cn(g).

1) Soit f : R→C périodique, de classe C 1. Pour tout n ∈N, on a cn( f ′) = incn( f ).
2) Soit f : R→ C continue. Soit a ∈ R : on définit la translatée de f par a

τa( f ) : R → C
x 7→ f (a+ x)

On a, pour tout entier n, cn (τa( f )) = eiacn( f ).

Démonstration. Pour démontrer 1), on fait une intégration par parties. Pour démontrer
2), on fait un changement de variables. �.
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Nous allons étudier un cas de convergence des séries de Fourier. Donnons d’abord
une notation :

Notation Soit f une fonction définie sur R et soit t0 ∈ R.
Si la limite de f (t) existe quand t→ t0 par valeurs supérieures, on notera

f (t0 +0) = lim
t→t0,t>t0

f (t).

De même, si la limite de f (t) existe quand t→ t0 par valeurs inférieures, on notera

f (t0−0) = lim
t→t0,t<t0

f (t).

On a besoin d’un lemme :

Lemme 4 (lemme de Riemann-Lebesgue) Soit f une fonction intégrable sur un inter-
valle [a,b]. On a :

lim
|λ|→+∞

∫ b

a
f (t)eiλt dt = lim

|λ|→+∞

∫ b

a
f (t)sinλt dt = lim

|λ|→+∞

∫ b

a
f (t)cosλt dt = 0.

Démonstration. Supposons d’abord la fonction f en escalier, c’est-à-dire qu’il existe
un découpage de l’intervalle [a,b], tel que a= a0 < a1 < · · ·< ak = b et f soit constante
égale à α j sur chaque intervalle ]a j,a j+1[. On peut alors écrire :∫ b

a
f (t)eiλt dt =

k

∑
j=0

α j

∫ a j+1

a j

eiλt dt =
k

∑
j=0

α j
eiλa j+1 − eiλa j

iλ
.

D’où ∣∣∣∣∫ b

a
f (t)eiλt dt

∣∣∣∣≤ k

∑
j=0

2
∣∣α j
∣∣

|λ|

Ce qui prouve bien que

lim
|λ|→+∞

∫ b

a
f (t)eiλt dt = 0.

Si f est intégrable sur [a,b], pour tout ε > 0, il existe des fonctions en escalier ϕ et
η sur [a,b] telles que

∀t ∈ [a,b] , | f (t)−ϕ(t)| ≤ η(t) et
∫ b

a
η(t)dt ≤ ε

2
.

On peut alors écrire :∫ b

a
f (t)eiλt dt =

∫ b

a
ϕ(t)eiλt dt +

∫ b

a
[ f (t)−ϕ(t)]eiλt dt.

D’où :

∣∣∣∣∫ b

a
f (t)eiλt dt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ b

a
ϕ(t)eiλt dt

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ b

a
[ f (t)−ϕ(t)]eiλt dt

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫ b

a
ϕ(t)eiλt dt

∣∣∣∣+∫ b

a
| f (t)−ϕ(t)| dt

≤
∣∣∣∣∫ b

a
ϕ(t)eiλt dt

∣∣∣∣+ ε

2
.

(8.6)
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Comme ϕ est en escalier, d’après la première partie de la démonstration, il existe
A > 0 tel que si λ≥ A, alors ∣∣∣∣∫ b

a
ϕ(t)eiλt dt

∣∣∣∣≤ ε

2
.

On en déduit que pour λ≥ A,∣∣∣∣∫ b

a
f (t)eiλt dt

∣∣∣∣≤ ε,

ce qui montre bien que

lim
|λ|→+∞

∫ b

a
f (t)eiλt dt = 0.

Les cas des fonctions sinλt et cosλt se traitent de la même façon.

Avant d’énoncer le théorème principal, on peut citer un corollaire de ce lemme :

Corollaire 92 Soit f une fonction définie sur R, périodique de période 2π et intégrable
sur [0,2π], alors les suites (cn)n∈N et (c−n)n∈N [respectivement (an)n∈N et (bn)n∈N] de
ses coefficients de Fourier convergent vers 0 quand n→+∞.

Voici maintenant le théorème de Dirichlet :

Théorème 93 Soit f une fonction définie sur R, périodique de période 2π, intégrable
sur [0,2π]. Soit t0 ∈ R tel que :

(i) f admet une limite f (t0+) à droite de t0 et une limite f (t0−) à gauche de t0.

(ii) Les limites lim
h→0,h>0

f (t0 +h)− f (t0 +0)
h

et lim
h→0,h<0

f (t0 +h)− f (t0−0)
h

existent

alors la série de Fourier de f converge au point t0 et a pour somme

1
2
[ f (t0 +0)+ f (t0−0)] .

En particulier si f est continue et dérivable en t0 alors la série de Fourier de f converge
au point t0 et a pour somme f (t0).

Démonstration. Pour tout n ∈ N, on pose

Sn(t0) = c0 +
n

∑
j=1

[
c jei jt0 + c− je−i jt0

]
=

+n

∑
j=−n

c jei jt0 ,

où les coefficients c j pour j ∈ Z sont les coefficients de Fourier de la fonction f .
D’après la définition 67, on peut écrire :

Sn(t0) =
+n

∑
j=−n

ei jt0

(
1

2π

∫ 2π

0
e−i jt f (t)dt

)
=

1
2π

∫ 2π

0

(
+n

∑
j=−n

ei jt0e−i jt f (t)

)
dt =

1
2π

∫ 2π

0

[
+n

∑
j=−n

ei j(t0−t)

]
f (t)dt

=
1

2π

∫ 2π−t0

−t0

[
+n

∑
j=−n

e−i ju

]
f (t0 +u)du,

(8.7)
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où l’on a effectué le changement de variable u = t− t0.
Comme la fonction à intégrer est périodique de période 2π, cette intégrale est en-

core égale à :

Sn(t0) =
1

2π

∫ 2π

0
[
+n

∑
j=−n

e−i ju] f (t0 +u)du =
1

2π

∫ +π

−π

[
+n

∑
j=−n

e−i ju] f (t0 +u)du.

Comme dans la proposition 67, on peut calculer la somme
+n

∑
j=−n

e−i ju :

pour u ∈ 2πZ,
+n

∑
j=−n

e−i ju = 2n+1,

pour u /∈ 2πZ,

+n

∑
j=−n

e−i ju = e−inu
2n

∑
k=0

eiku = e−inu 1− e(2n+1)iu

1− eiu

= e−inu e
(2n+1)

2 iu

e
iu
2

e−
(2n+1)

2 iu− e
(2n+1)

2 iu

e−
iu
2 − e

iu
2

=
sin 2n+1

2 u
sin u

2
.

(8.8)

On remarque que

2n+1 = lim
u→0

sin 2n+1
2 u

sin u
2

,

donc les deux expressions de cette somme coı̈ncident en u = 0.

Si la fonction u→ f (t0 +u)
sin u

2
était intégrable, on pourrait appliquer le lemme 4 et

cela nous permettrait de conclure que Sn(t0) converge vers 0 quand n tend vers +∞. En
général, sous les hypothèses du théorème, ce n’est pas le cas et nous devons considérer
la fonction

u→ f (t0 +u)− f (t0 +0)
sin u

2
=

f (t0 +u)− f (t0 +0)
u

u
sin u

2
,

qui elle, est continue en 0 par hypothèse et donc aussi intégrable sur [0,π].
En appliquant le lemme 4, on obtient que

lim
n→+∞

∫
π

0

f (t0 +u)− f (t0 +0)
sin u

2
sin

2n+1
2

u du = 0.

Or∫
π

0

f (t0 +0)
sin u

2
sin

2n+1
2

u du =
∫

π

0
f (t0 +0)

(
+n

∑
j=−n

e−i ju

)
du

= f (t0 +0)
∫

π

0

(
+n

∑
j=−n

e−i ju

)
du = π f (t0 +0).

(8.9)

On en conclut donc que

lim
n→+∞

∫
π

0

f (t0 +u)
sin u

2
sin

2n+1
2

u du = π f (t0 +0).
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De la même façon, on montre que

lim
n→+∞

∫ 0

−π

f (t0 +u)
sin u

2
sin

2n+1
2

u du = π f (t0−0).

Donc

lim
n→+∞

Sn(t0) =
1
2
[ f (t0 +0)+ f (t0−0)] .�

Exemple 42 (i) Soit f la fonction de période 2π sur R définie par :
f (t) = 1 pour t ∈]0,π[, f (t) =−1 pour t ∈]−π,0[, f (0) = f (π) = f (−π) = 0.
Alors

[SF( f )](t) =
4
π

+∞

∑
n=0

sin(2n+1)t
2n+1

.

(ii) Soit g la fonction de période 2π sur R telle que g(t) = |t| pour |t| ≤ π.
Alors,

[SF(g)](t) =
π

2
− 4

π

+∞

∑
n=0

cos(2n+1)t
(2n+1)2 .

(iii) Soit h la fonction de période 2π sur R telle que h(t) = t2 pour |t| ≤ π.
Alors,

[SF(h)](t) =
π2

3
+4

+∞

∑
n=1

(−1)n cosnt
n2 .

Ces trois fonctions vérifient les hypothèses du théorème de Dirichlet en tout point
t ∈ R et dans les trois cas, on a ∀t ∈ R :

1
2
[ f (t+0)+ f (t−0)]= f (t) ,

1
2
[g(t+0)+g(t−0)]= g(t) ,

1
2
[h(t+0)+h(t−0)]= h(t).

Donc :

∀t ∈ R, f (t) = [SF( f )](t) =
4
π

+∞

∑
n=0

sin(2n+1)t
2n+1

,

∀t ∈ R, g(t) = [SF(g)](t) =
π

2
− 4

π

+∞

∑
n=0

cos(2n+1)t
(2n+1)2 ,

∀t ∈ R, h(t) = [SF(h)](t) =
π2

3
+4

+∞

∑
n=1

(−1)n cosnt
n2 .

(8.10)

Exemple 43 Dans les trois exemples précédents, on obtient des identités remarquables :

i) ∀t ∈]−π,+π[ , sgnt =
4
π

+∞

∑
n=0

sin(2n+1)t
2n+1

.

ii) ∀t ∈ [−π,+π] , |t|= π

2
− 4

π

+∞

∑
n=0

cos(2n+1)t
(2n+1)2 .

D’où en prenant t = 0,
π2

8
=

+∞

∑
n=0

1
(2n+1)2 .

En utilisant le calcul suivant :
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∞

∑
n=1

1
n2 =

∞

∑
p=1

1
4p2 +

∞

∑
p=0

1
(2p+1)2 =

1
4

∞

∑
n=1

1
n2 +

∞

∑
p=0

1
(2p+1)2 ,

on en déduit
∞

∑
n=1

1
n2 =

4
3

+∞

∑
n=0

1
(2n+1)2 =

π2

6
.

iii) ∀t ∈ [−π,+π] , t2 =
π2

3
+4

+∞

∑
n=1

(−1)n cosnt
n2 .

D’où en prenant t = 0,

−π2

12
=

∞

∑
n=1

(−1)n

n2 .

Remarque 44 Le théorème de Dirichlet donne des conditions suffisantes pour qu’une
série de Fourier converge en un point t0. Il s’agit donc d’une convergence simple.
Dans un deuxième temps, on peut se poser la question de la convergence uniforme
de cette série : dans l’exemple 42, on voit que la série de Fourier de f ne converge
pas uniformément sur R alors que celle de g converge uniformément. Il n’y a pas de
théorème général, pour étudier la convergence uniforme d’une série de Fourier, il faut
étudier ces séries au cas par cas.

Nous citons sans démonstration un résultat qui est très utile dans la pratique, le
théorème de Parseval :

Théorème 94 Soit f une fonction définie sur R, périodique de période 2π, intégrable
sur [0,2π].
Soit (cneint +c−ne−int), [respectivement (an cosnt +bnsinnt)] la série de Fourier de f .
Alors :∫ +π

−π

| f (t)|2 dt = 2π

[
|c0|2 +

+∞

∑
n=1

(|cn|2 + |c−n|2)

]
= 2π |a0|2 +π

+∞

∑
n=1

(
|an|2 + |bn|2

)
.

A titre d’exercice, on peut vérifier le théorème de Parseval lorsque la fonction f est

de la forme : f (t) = c0 +
N

∑
n=1

(cnenit + c−ne−nit). En effet, dans ce cas :

∫ +π

−π

| f (t)|2 dt =
∫ +π

−π

(
(c0 +

N

∑
n=1

(cnenit + c−ne−nit)

)(
c0 +

N

∑
m=1

(cme−mit + c−memit)

)
dt.

Comme
∫ +π

−π

einteimt dt = 0 si n+m 6= 0 et
∫ +π

−π

einteimt dt = 2π si n+m = 0, seuls

les produits correspondant aux termes cncn et c−nc−n ont une intégrale non nulle et on
en déduit bien que

∫ +π

−π

| f (t)|2 dt = 2π

[
|c0|2 +

+∞

∑
n=1

(|cn|2 + |c−n|2)

]
.

Le cas des coefficients de Fourier (an)n∈N et (bn)n∈N se traite de la même façon.
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Remarque 45 Le théorème de Parseval est vrai même si f n’est pas la somme de sa
série de Fourier.

Exemple 44 En utilisant les exemples 42 ii) et iii), le théorème de Parseval donne de
nouvelles identités remarquables :

ii)
∫

π

−π

|t|2 dt =
2
3

π
3 = π

[
π2

2
+

16
π2

∞

∑
p=0

1
(2p+1)4

]
.

D’où
∞

∑
p=0

1
(2p+1)4 =

π4

96
.

En utilisant le calcul suivant :

∞

∑
n=1

1
n4 =

∞

∑
p=1

1
16p4 +

∞

∑
p=0

1
(2p+1)4 =

1
16

∞

∑
n=1

1
n4 +

∞

∑
p=0

1
(2p+1)4 ,

on en déduit
∞

∑
n=1

1
n4 =

16
15

∞

∑
p=0

1
(2p+1)4 =

π4

90
.

iii)
∫

π

−π

t4 dt =
2
5

π
5 = π

[
2π4

9
+16

∞

∑
n=1

1
n4

]
,

ce qui donne de nouveau d’une autre manière :

∞

∑
n=1

1
n4 =

π4

90
.
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