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Chapitre 1

Logique et raisonnements

Dans ce chapitre, nous présentons quelques rudiments de logique a la base du rai-
sonnement mathématique.

1.1 Propositions

Définition 1 On appelle proposition tout énoncé (significatif) susceptible d’étre vrai
ou faux (mais pas les deux a la fois).

Exemple 1 La proposition 3 > 27 est vraie.
La proposition ’3 < 27 est fausse.

Lorsque les valeurs de vérité d’une assertion dépend des valeurs prises par un pa-
rameétre x (respectivement plusieurs parameétres x,y, . .. ), on note souvent P (x) (respec-
tivement P(x,y,...)) pour le souligner.

Exemple 2 La proposition P(x,y,z) : "x = y+z” est une assertion dépendant de x,y,z
et P(1,1,0) est vraie.

Définition 2 Deux assertions P et Q ayant méme valeurs de vérité sont dites équivalentes
etonnote P~ Q,

Exemple 3 Les propositions "x > 0” et ” — x < 0” sont équivalentes.

On peut faire des opérations sur les propositions.

Définition 3 La proposition non (P) , notée aussi ~P, est
- vraie lorsque P est fausse
- fausse lorsque P est vraie.

P | non(?P)
v F
F \'

Exemple 4 La négation de la proposition P ”Dans cette classe, tous les enfants savent
lire” est non (‘P) ”Dans cette classe, il y a au moins un enfant qui ne sait pas lire”.
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Remarque 1 Pour démontrer que la proposition P est vraie, on peut montrer que non
(‘P) est fausse. C’est le principe du raisonnement par I’absurde.

Définition 4 La proposition (P et Q) , notée P A\ Q, est vraie lorsque les deux propo-
sitions P et Q sont vraies simultanément.

La proposition (P ou Q) , notée P\ Q, est vraie lorsque I'une au moins des deux
propositions est vraie.

Ces définitions sont résumées dans le tableau de vérité :

Pl Q| PetQ | PouQ
ViV Vv 1%
V| F F 1%
F |V F 1%
F | F F F

Remarque 2 Attention : le "ou” mathématique n’est pas exclusif :

”( ou Q) est vraie” signifie "2 ou bien Q est vraie”, c’est a dire qu’il se peut qu’une
seule proposition soit vraie, ou bien que les deux propositions soient vraies. En re-
vanche, le ”ou” de la vie courante est exclusif : Dans un menu de restaurant ’fromage
ou dessert” signifie que I’on a droit a2 un fromage ou a un dessert mais pas au deux.

Proposition 1 Les propositions non (P et Q) est équivalente a la proposition non (P)

ounon( Q).

Les propositions non (‘P ou Q) est équivalente a la proposition non (‘P) et non (

Q).

Démonstration. Comparons les tables de vérité.

P| Q| PouQ | non(PouQ) P | Q | non(P) | non(Q) | non (P)etnon (Q)
VIV \Y% F V|V F F F
V| F \Y F V| F F A" F
F |V \Y% F F |V A% F F
F | F F \" F| F \" \" v

Définition 5 Soient P et Q deux propositions. L’assertion (non (P) ou Q) est notée
P = Q et selit P implique Q. Sa table de vérité est

P | Q| non(P)ou(Q)
ViV \%4
VI|F F
F |V |4
F | F Vv

Lassertion P =—> Q est vraie si Q ne peut pas étre fausse quand P est vraie. En
francais, I’implication est traduite pas ’si ... alors”.

Remarque 3 Lorsque P — Q est vraie :

-Si P est vraie, alors Q I’est aussi.

-Si ‘P est fausse, alors on ne sait rien dire sur la valeur de vérité de Q.

- La négation de P = Q est (‘P et non (Q)). Le raisonnement par I’absurde de
"P = Q” se base sur cette remarque.
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Définition 6 Lorsque P =—> Q est vraie, on dit que :
- P est une condition suffisante pour Q,
- Q est une condition nécessaire pour ‘P.

Définition 7 non(Q) = non(P) est appelée contraposée de P = Q,

Le raisonnement par contraposée se base sur la proposition suivante.

Proposition 2 Soient P et Q deux propositions. La proposition P =—> Q est équivalente
a sa contraposée non(Q) = non(P).

En effet, les propositions (? = Q) et (non(Q) = non(?)) ont méme table de
vérité. [

Le raisonnement par contraposée consiste a montrer la proposition (? => Q) en
montrant (nonQ = nonP) puisque ses deux propositions sont équivalentes .

Exemple 5 Par exemple, pour montrer qu’une fonction f : X — Y est injective, on peut
montrer pour tout x,y de X

fx)=f)=x=y

x#Fy=f(x)#f()

Remarque 4 On peut aussi montrer (P => Q) par ’absurde. Cela consiste a montrer
que non (P = Q) = (P etnon(Q)) est toujours fausse.

Définition 8 Q = P est appelée implication réciproque de P —> Q,

Définition 9 Soient P et Q deux propositions. On note P <> Q la proposition (P —>
Q) et (Q = P). Sa table de vérité est donnée par

P[Q[P=Q
VIV Vv
V| F F
F|V F
F|F Vv

Si P <> Q est vraie, on dit que ‘P est équivalente a Q ou que ‘P si et seulement si Q,

Démonstration :

Pl Q| P=Q| Q=P | Q7P
V|V \% \Y% v
V| F F \Y F
F|V \% F F
F| F \% \Y \Y
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1.2 Quantificateurs

LTINEY)

Le quantificateur V signifie “quel que soit”, “pour tout . D’ou la définition sui-
vante :

Définition 10 On définit I’assertion
Vx € E, P(x)

comme étant vraie lorsque P(x) est vraie pour tout x € E. Cette assertion se lit ”quel
que soit x dans E, on a P(x)”.

Exemple 6 L’assertion, ¥x €]1,+oo[, In(x) > 0 est vraie.
Le quantificateur 3 signifie il existe au moins un”. D’ou la définition suivante :
Définition 11 On définit I’assertion
W€k, P(x)

comme étant vraie lorsque P(x) est vraie pour au moins un x € E. Cette assertion se
lit il existe x dans E tel que P(x)”.

Exemple 7 Soit f une fonction définie sur | — 1, 1| et a valeurs dans R. L’assertion ” f
s’annule sur l'intervalle | — 1,1[” s’écrit mathématiquement :

Ixe]—1,1[, f(x)=0.
La négation de Vx € E, P(x) est
non(Vx € E, P(x)) = 3x € E, non(P(x)).
La négation de Ix € E, P(x) est
non(3x € E, P(x)) =Vx € E, non(P(x)).
Le quantificateur 3! signifie il existe un unique . D’ou la définition suivante :
Définition 12 On définit I’assertion
Jx€E, P(x)

comme étant vraie lorsque P(x) est vraie pour un et un seul élément x de E. Ceite
assertion se lit ”il existe un unique x dans E tel que P(x)”.

Exemple 8 1/ existe un unique x dans R** tel que In(x) = 1 s’écrit comme suit en
langage mathématique : 3'x € R™* In(x) = 1.

La négation de il existe un unique ” est il n’existe pas ... ou il existe au moins
deux”.

Remarque 5 On ne peut pas toujours intervertir deux quantificateurs.
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On peut intervertir deux quantificateurs V consécutifs. En effet
VxeE,Vye F=V(x,y) EEXF=VYyeF,Vx€E.

On peut intervertir deux quantificateurs 3 consécutifs. En effet
dx€E,JyeF=3(x,y) eExF=3ycF,IxeE.

En revanche, on ne peut pas intervertir les quantificateurs 3 et V comme le montre
le contre exemple suivant. Soit A un sous ensemble et soit f : A — R. L’assertion

VacA,IM R, f(a) <M

est toujours vraie. En effet M dépend de a et on peut choisir M = f(a).
L’ assertion
IMeR,VacA, fla)<M

est vraie si f est majorée. Dans cette assertion M ne dépend pas de a.

Le raisonnement par récurrence permet de montrer qu’une proposition de la forme
Vn € N, P(n) est vraie. Il repose sur le théoréme suivant.

Théoreme 1 Soit P(n) une propriété définie pour tout entier naturel n et vérifiant :
i) (initialisation) La propriété P(0) est vraie.
ii) (hérédité) Vn € N, (P(n) vraie = P(n+ 1) vraie)
alors, la propriété P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

Exemple 9 Démontrons le lemme suivant par récurrence sur N.

Lemme 1 Soit ¢ : N — Nune application strictement croissante. On a, pour toutn € N,

o(n) > n.

Démonstration :Dans ce cas, P(n) ="¢(n) > n”.

Initialisation : On a ¢(0) > 0 car ¢ prend ses valeurs dans N.

Hérédité : Soit n un entier quelconque. On suppose ¢(r) > n. Montrons que ¢(n+
1) > n+ 1. Comme ¢ est strictement croissante, on a ¢(n+ 1) > ¢(n) > n. Comme
O0(n+1) est strictement supérieur a n,on a o(n+1) > n+1.
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Chapitre 2

Suites numériques

2.1 Rappel sur R

Dans R, on dispose d’une relation d’ordre total < (cela veut dire que si x et y sont
des réels, on ax <y ou y < x) vérifiant les propriétés suivantes :

— (Msix<yetacR,alorsx+a<y+a

— (ii) si x et y sont positifs, alors xy est positif

Définition 13 Soir 4 C R

a) M € R est un majorant de A si, pour touta € 4, ona a <M.

b) m € R est un minorant de A si, pour touta € 4, ona m< a.

¢) La partie A4 est majorée si elle admet au moins un majorant. Elle est minorée si
elle admet au moins un minorant.

d) La partie A est bornée si elle est majorée et minorée. Autrement dit, la partie 4
est bornée s’il existe M > 0 tel que

VacA, la|<M

Définition 14 Un majorant de A qui appartient a A s’appelle un plus grand élément.
Un minorant de A qui appartient a A s’appelle un plus petit élément.

Proposition 3 Le plus grand élément (respectivement le plus petit élément), s’il existe,
est unique.

Définition 15 Soit 4 une partie de R. Si I’ensemble des majorants de A est non vide
et admet un plus petit élément, ce dernier est appelé borne supérieure de A et est noté
SupA.

Soit 4 une partie de R. Si I’ensemble des minorants de A est non vide et admet un
plus grand élément, ce dernier est appelé borne inférieure de A et est noté Inf 4.

La borne supérieure de A4 est caractérisée par les deux propriétés suivantes :
— sup A4 est un majorant de 4.
pour tout € > 0, (sup4) — € n’est plus un majorant.
Mathématiquement :
— VYae A4, a<supA,
— pourtoute >0,Ja€ 4, a>supA-—¢.
La propriété suivante découle de la construction de R.

11
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Théoreme 2 a) Soit 4 une partie non vide majorée de R, elle admet une borne supérieure.
b) Soit A une partie non vide minorée de R, elle admet une borne inférieure.

Remarque 6 Le théoréme 2 est faux sur Q.

Exemple 10 Considérons les ensembles A = [0,+/2] et B=ANQ. L’élément 0 est le
plus petit élément de A et de B. Les ensembles A et B admettent \/2 comme borne
supérieure dans R mais n’admettent pas de plus grand élément. L’ensemble B C Q
n’admet pas de borne supérieure sans Q.

Convention :
a) Si 4 n’est pas majorée, on pose sup A4 = oo,
b) Si A4 n’est pas minorée, on pose inf 4 = —oo.

2.2 Suites réelles
Définition 16 Une suite réelle est une application de N dans R. L’application

U:N —- R
n— U,

est notée (Uy) e ou plus simplement (Uy,).

Définition 17 La suite est (Uy,), o est dite majorée (respectivement minorée, bornée)
si 'ensemble {U, | n € N} est majoré (minoré, borné).

Définition 18 La suite (U,), oy est croissante (respectivement décroissante) si I’appli-
cation qui a n € N associe U, est croissante (respectivement décroissante).

Proposition 4 (U,) est croissante (respectivement décroissante) si, pour tout n € N,
on a U, < Up4 (respectivement U, > Uy,11).

Définition 19 Une suite réelle (U,),,cy converge vers | € R si, pour tout € > 0, il existe
un rang a partir duquel U, €]l —¢€,1 + €[. Mathématiquement,

Ve>0, dnpeN, n>ny=|U,—I|<e.

Une suite qui admet une limite (dans R) est dite convergente. Dans le cas contraire elle
est dite divergente.

Les propriétés suivantes sont classiques et vous en trouverez une démonstration dans
votre cours de L1.

Théoreme 3 La limite, si elle existe, est unique.

Théoreme 4 Soient (Uy),,cr et (Va) en deux suites et soit A un réel. On a les propriétés
suivantes :
— 8i (Up) ey converge vers L et (V,), oy converge vers I, alors la suite (AU, +Vy,) ey
converge vers Al +1'.
— 8i (Up) e converge vers L et (Vy), o converge vers I, alors la suite (U, Vy,) \eny
converge vers II'.
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— Si (Up),en converge vers | € R*, alors il existe un rang no a partir duquel

1 1
U, # 0. La suite () est définie et elle converge vers T
n/ n>ng

Théoréme 5 a) Soient (U, ),cy et (Va),cn deux suites réelles qui convergent vers | et
I' respectivement. Si U, <V, a partir d’un certain rang, onal <1’

b) Soient (Uy) yery: (Vi) pen € (Wa) e trois suites réelles. On suppose U, <V, <
W, a partir d’un certain rang. Si les suites (U,) et (W,) convergent vers I, il en est de
méme de (V).

Démonstration. voir dans votre cours de L1.

Remarque 7 Par passage a la limite, les inégalités strictes deviennent des inégalités
larges. Soient (U,) et (V,,) deux suites convergeant respectivement vers l et I'. Si U, <
V. & partir du rang no, alors on peut seulement dire | < 1" comme le montre I’exemple

1
suivant : onprend U, =1 etV, =14 —.
n

Théoreme 6 a) Toute suite croissante majorée est convergente.
b) Toute suite décroissante minorée est convergente.

Démonstration. Soit (Uy),,cr une suite croissante majorée. L’ensemble {U, | n € N} C
R est non vide majoré. Il admet donc une borne supérieure notée /. Montrons que la
suite (Uy)nen converge vers [. Soit € > 0. D’apres les propriétés de la borne supérieure,
il existe np € N tel que Uy, > [ —€. Comme (U,) est croissante, on a pour tout n > ny,
U, > Uy, > 1—¢.Donc

Vn>ng, [—e<U,<lL

Ce qui démontre que la suite (U,,) converge vers .
La démonstration est analogue pour une suite décroissante.

Définition 20 On dir que deux suites (ay)nen et (by)nen sont adjacentes si
— L’une est croissante, [’autre est décroissante
— lim (b, —a,) =0.
n~>+oo( " n)
Théoreme 7 Soient (ay)nen et (by)nen deux suites réelles telles que
— (i) (an) est croissante, (b,) est décroissante.
— (ii) lim (b, —a,)=0.
(i) lim (b, —ay)
Alors, elles convergent toutes les deux vers la méme limite | € R. De plus, pour tout
neN onaa, <l <b,.

Démonstration. La suite (a, — by,) est croissante et converge vers 0. Donc
vneN, a,—b,<0.

on a, pour tout n € N, ap < a, < b, < by. La suite (a,) est croissante majorée, donc
elle converge. Notons o sa limite. La suite (b,) est décroissante minorée, donc elle
converge. Notons P sa limite. D’apres (ii), on a & = B = I. Comme (a,,) est croissante,
on a o = sup{ay, | n € N}. Comme (b,) est décroissante, on a § = inf{b, | n € N}. On
en déduit

Vn €N, a,<I<b,.
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n
Exemple 11 Soir (U,) une suite positive qui converge vers 0. On pose s, = Z (—=D*rU,.

p=0
Nous verrons au chapitre 3 que les suites (sa,) et (san41) sont adjacentes.

Introduisons maintenant la notion de sous-suites.

Lemme 2 Soit ¢ : N — N une application strictement croissante. On a, pour tout n € N,

o(n) >n.

Démonstration. : par récurrence sur N. Voir chapitre 1.

Définition 21 La suite (Vy,), est une sous suite (ou suite extraite) de (Uy,), s’il existe
¢ : N — N strictement croissante telle que pour tout n € N, Vy, = Uy(y)-

Exemple 12 La suite (Uzy) est une sous suite de (U,). Dans ce cas, on a ¢(n) = 2n.
Théoreme 8 Toute sous suite d’une suite convergente est convergente et a méme limite.

Démonstration. Cela découle du lemme 2.

Remarque 8 La suite (Uy,) peut diverger et admettre une sous suite qui converge. Par
exemple la suite (U,) = ((—1)") diverge alors que sa sous suite (Uy,) converge.

On a cependant le théoréme suivant :

Théoreme 9 Soit (U,) une suite réelle. Si les suites extraites (Uay,) et (Uzy+1) convergent
et ont méme limite 1, alors la suite (Uy,) converge vers .

Démonstration :Soit € > 0. Comme la suite (U,),) converge,
dngeN, p>ny=|Uy,—1|<Ee.
Comme la suite (Usp1) converge,
dn; €N, p2n1=>|U2p+1—l|<£.

Si n est supérieur a sup(2ng,2n; + 1), on montre aisément (en distinguant les cas n pair
et n impair) que |U, —I| < €. Ainsi

Vn > sup(2ng,2n1+1), |U,—I| <e.
Ce qui démontre que la suite (U,) converge vers /. []
Donnons maintenant un criteére qui permet de conclure a la convergence d’une suite

sans en connaitre la limite. On dit qu’une suite est de Cauchy si, a partir d’un certain
rang, tous ses termes sont a € les uns des autres :

Définition 22 (Suite de Cauchy) La suite (U,) est de Cauchy si :

Ve>0, dnpeN, p,g>ny=1|U,—-U,<¢e
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Proposition 5 a) route suite de Cauchy est bornée.
b) Toute suite convergente est de Cauchy.

Démonstration.
a) Soit (Uy) une suite de Cauchy. Il existe ng tel que pour p,q > no, ona |U, —U,| <
1. En utilisant 'inégalité ||U,| — |Uy|| < |Up — U,|, on en déduit

Vn>ng, |Un| < |Uy|+1.

Posons M = sup (|Up|, |Ui|,...,< |Upy| +1). Pour tout entier n, on a |Uy,| <M. Ce qui
démontre que la suite (U,) est bornée.

b) Soit (U,) une suite convergente de limite 1. Soit € > 0.

g eN,n>nyp= |U,— 1| <

N m

Pour tout p,q > no, on a
Up = Uyl <|Up =1 +|Us— 1| <e.
La suite (Uy,) est donc de Cauchy.
Théoreme 10 Une suite réelle converge si et seulement si elle est de Cauchy.

Démonstration. On admettra ce théoréme.

Remarque 9 Le theorem 10 est faux sur Q. Une suite de Cauchy a valeurs dans QQ
n’a pas nécessairement de limite dans Q. Par exemple, écrivons V2 = 1,ajazas.. ...
La suite de terme général U,, = 10_”E(10"ﬂ) =1l,a1a;...a, (ou E désigne la partie
entiére ) est une suite de rationnels. Elle converge dans R mais pas dans Q. C’est une
suite de Cauchy de R donc de Q.

Pour les suites de réels, on étend les limites aux valeurs infinies.

Définition 23 Soir (U,) une suite réelle.
a) On dit que la suite (U,) tend vers +oo si, pour tout A € R, on a U, > A a partir
d’un certain rang. Mathématiquement :

VAeR, dnpeN, n>ny=U,>A.

b) On dit que la suite (U,) tend vers —oo si, pour tout B € R, on a U, < B a partir
d’un certain rang. Mathématiquement :

VBeR, dnpeN, n>ng=—U,<B.

Remarque 10 Une suite réelle qui tend vers +o0 ou —oo est divergente dans R.
On introduit R = RU {+o0} U {—co}. Une suite réelle qui tend vers +oo ou —oo est
convergente dans R (mais pas dans R).

Proposition 6 Soient (U,) et (V,) deux suites telles que U, <V, a partir d’un certain
rang.

a) Si (U,) tend vers +oo, alors (V,,) tend vers +oo.

b) Si (V) tend vers —oo, alors, (Uy) tend vers —co.
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Théoreme 11 a) Soit (Uy) une suite réelle croissante. On a l’alternative suivante :
— (U,) est majorée et alors elle converge vers une limite réelle.
— (Uy) n’est pas majorée et alors elle converge vers +o.
b) Soit (U,) une suite réelle décroissante. On a I’alternative suivante :
— (Uy) est minorée et alors elle converge vers une limite réelle.
— (Uy) n’est pas minorée et alors elle converge vers —oo.

Démonstration. Nous démontrons seulement a), la démonstration de b) étant analogue.

Dans le cas ol la suite (U, ) est majorée, nous avons déja vu qu’elle converge dans
IR. Traitons le cas ou (U, ) n’est pas majorée. Soit A € R. Il existe ny € N tel que Uy, > A.
Comme (U,) est croissante, pour tout n > ng, on a U, > A. Nous avons montré que la
suite (U, ) tendait vers +oo. [

Nous pouvons maintenant définir les notions de limites supérieures et limites inférieure
d’une suite. Ces notions sont définies pour toute suite de réels.

Définition 24 Si (U,) est majorée, on pose
U} = sup{Uy | p > n}.
La suite (U}) est convergente dans R. On définit la limite supérieure de (U,) et on note

limsup,_, ., Uy, la limite de (U},) dans R.
Si la suite (U,) n’est pas majorée, sa limite supérieure est +oo.

2) Si (Uy) est minorée, on pose
U, =inf{U, | p > n}.

La suite (U est convergente dans R. On définit la limite inférieure de (U,) et on note
liminfy_, e Uy la limite de (U))) dans R.
Si la suite (U,) n’est pas minorée, sa limite inférieure est —co.

Démonstration. Les suites (U}) et (U,/)sont respectivement décroissante et croissante.
(I

On a évidemment I’inégalité suivante

lim inf U, <lim sup U,.
n— oo n— oo
Exemple 13 1) La suite de terme général (—1)" admet 1 comme limite supérieure et
—1 comme limite inférieure.

2) La suite de terme général cos <?) admet 1 comme limite supérieure et —1

comme limite inférieure.

Remarque 11 Soit (U,) une suite réelle. Notons L sa limite supérieure et | sa limite
inférieure. Soit A un réel.

1) Si L <A, alors il existe un rang ny € N a partir duquel U}, < A. On a donc U, <A
pour n > ny.

Si U, <A pour n>ny, onaU), <A pourn > ng et donc L <A.

2) Sil > A, alors il existe un rang ny € N a partir duquel U)! > A. On a donc U, > A
pour n > ny.

Si U, > A pour n > ny, ona U > A pour n > ng et donc | > A.
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Théoréme 12 Soit [ € R. Soit (U,) une suite réelle.
La suite (Uy,) converge vers [ si et seulement si

[ =1lim sup U, =lim inf U,.
n—oo n—3-eo
Démonstration. Posons L = limsup, .., Uy et/ = liminf, ;. Un.
Supposons / = L. A partir d’un certain rang N, tous les termes de la suite (U,) sont
plus grands que / — € et plus petit que / 4 €. Donc la suite (U,) converge vers .
Montrons 1’assertion réciproque. On suppose que la suite (U,) converge vers A.
Soit € > 0. A partir d’un certain rang N, tous les termes de la suite (U,) sont dans
[A—¢€,A+€]. A partir du rang N, on a donc

l—e<U) <U <l+e.
En passant a la limite, on en déduit
A—e<I<L<A+e
Comme ces inégalités sont vraies pour tout €, on en déduit / = L = A.

Théoreme 13 Soit (U,) une suite réelle. Notons L sa limite supérieure et | sa limite
inférieure.

11 existe une sous suite de (U,) qui converge vers L.

11 existe une sous suite de (U,) qui converge vers l.

Démonstration. On démontre le théoreme pour la limite supérieure et dans le cas ol
cette derniére est finie. les autre cas sont laissés au lecteur. Construisons par récurrence
une application strictement croissante ¢ : N — N telle pour tout n € N*, on ait

1
|Up(n) — LI < —. La suite extraite (Uy,)) convergera bien vers L.
n

L’hypothese de récurrence sera P(p) : ”¢(0),0(1),...,d(p) sont construits et vérifient
les deux conditions suivantes :

— 0(0) <o(1) < o(p).

— Wop — L= 27

Initialisation On choisitng € Ntelque L— 1 <L < U,’,O < L+1, puis pg € N tel
que L—1 < Up, < Uy < L+1.0n pose ¢(0) = po.

Hérédité On suppose ¢(0),0(1),...,0(p) sont construits et satisfaisant aux deux
conditions requises. Il existe un rang 2 partir duquel tous termes de la suite (U,) sont

dans [L,L+ ﬁ] On peut donc choisir n,41 > ¢(p) tel que (U,’lpﬂ) est dans [L,L+
1

o ] Par les propriétés de la borne supérieure il existe un entier ¢(p+1) > n,| tel que

‘o 1 1 1 <
U(p+1) vérifie L— <5 < U,’,p+1 =511 S Up(p1) < U,’lp+1 <L+ 557 Le réel Ug(p1)

appartient & [L — ﬁ,L—i— ﬁ] et satisfait $(0) < (1) <--- < o(p) < o(p+1).0
Théoreme 14 (Théoréme de Bolzano Weierstrass) Toute suite bornée admet une sous
suite convergente.

Démonstration. : Si (Uy,) est bornée par M € R, alors sa limite supérieure L est dans
[-M,M]. 1l existe une sous suite de (Uy,) qui converge vers L. La suite (U,) admet donc
une sous suite convergente.
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2.3 Suites a valeurs complexes

C ne peut pas étre muni d’une relation d’ordre intéressante.

Proposition 7 Dans C, il n’existe pas de relation d’ordre total < (cela veut dire que
si x ety sont des complexes, on a x <y ou'y < x) qui vérifie les propriétés suivantes :
— (i)six<yetacC alorsonax+a<y-+a
— (ii) si x et y sont positifs, alors xy est positif

Démonstration. Si une telle relation d’ordre existait, tout carré serait positif. En effet
si z= 0, on a deux cas :

ler cas : o> 0 : alors d’apres (ii), o® = z > 0.

Sd cas : o <0 : alors —a, > 0 et donc, d’apres (i), (—a)? =z > 0.

En particulier 1 = 12 est positif, donc —1 est négatif. Or —1 = i*>. Contradiction.[]

Définition 25 Une suite complexe est une application U de N dans C.

Pour les suites complexes, on a :
— La notion de convergence de suites en remplacant la valeur absolue par un mo-
dule dans la définition.
— La notion de suite bornée. La suite (U,) est bornée s’il existe M > 0 tel que,
pour tout n € N, |U,| < M. Toute suite convergente est bornée.
— la notion de sous suite
— La notion de suite de Cauchy en remplagant la valeur absolue par un module
dans la définition.
En revanche, on n’a pas les notions de suites croissantes, décroissantes, le théoreme 5,
la notion de suites adjacentes.

Exemple 14 Considérons un complexe z et étudions la suite (Z"),,.

Premier cas : |z| < 1. Alors lirrk\} 7" = 0 puisque lim|z"| = 0.
ne

Deuxiéme cas : |z| > 1. Alors la suite (") est non convergente puisque non bornée.

Troisieme cas : Si |z| = 1. Alors :

Premier sous cas : z = 0[2m]. Alors 7" = 1 quel que soit n € N.

Deuxieme sous cas :z # 0[21]. Montrons par ’absurde que le suite (z") diverge.
Supposons qu’elle converge vers [. Alors la relation z'*! — 7" = (z — 1)z donne
|zt — 2"| = |7"||z — 1| = |z — 1]|. Par passage a la limite, on obtient |z — 1| = 0, ce
qui est en contradiction avec 1’hypothese z # 0[27].

Une suite complexe (U,) définit deux suites réelles : sa partie réelle et sa partie
imaginaire.

Théoreme 15 La suite (U,) converge vers [ si et seulement si sa partie réelle converge
vers Re(l) et sa partie imaginaire converge vers Im(1).

Démonstration. Cela découle des inégalités suivantes.

IRe(Uy) —Re(1)] < |Uy —1] < |Re(Uy) — Re(1)] + |Im(Uy) — Im(1))|
Im(Uy) — Im(1)| < [Uy —1] < |Re(Uy) — Re(1)] + |Im(Uy) — Im(1)| 0

Théoreme 16 Une suite complexe (U,) converge si et seulement si elle est de Cauchy.
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Démonstration. (U,) est de Cauchy si et seulement si ses parties réelles et imaginaires
le sont. Cela découle des inégalités suivantes.

|Re(Up) —Re(Uq)| < [Up —Uq| < |[Re(Up) —Re(Uq)| + [Im(Up) — Im(Ug)|
[Im(U,) —Im(Uy)| < |Up —Ug| < [Re(Up) —Re(Ug)| + |[Im(Up) —Im(Uq)|
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Chapitre 3

Séries numériques

3.1 Généralités sur les séries numériques

Dans ce chapitre K =R ou C.

Définition 26 (définition séries numériques) Soit (U,),cN une suite a valeurs dans
n

K. On appelle série numérique de terme général U, la suite (sy)nen 0t Sy = Z Uk.
k=0

Terminologie et notation :

La série de terme général U, est notée Z U,, ou plus simplement Y U,.

n>0
n

Sp = Z Uy, est appelée somme partielle d’ordre n de la série Y U,,.
k=0

Définition 27 On dit que la série Z U, de terme général U,, converge et a pour somme

n>0
—+oo
s € K si la suite des sommes partielles (s,) converge vers s. On pose alors s = Z U,
n=0

On dit que la série diverge si la suite (s,) n’a pas de limite (finie réelle).

Exemple 15 Soit z € C. Considérons la série géométrique Y 7" de terme général 7".
Sa somme partielle d’ordre n est

n 147Zn+1 )
sz: T siz#1
k=0 n+lsiz=1

1 Lo . . .
Elle admet 1 comme limite si et seulement si |z| < 1. La série géométrique ¥ 7"

z
converge si et seulement si |z| < 1.

Exemple 16 Soit (U,) une suite. La série de terme général V, = U, —U,_1 a pour
somme partielle d’ordre n le scalaire 6,, = U, — Uy. La série ) V,, converge si et seule-
ment la suite (U,) converge.

Remarque 12 On ne modifie pas la nature d’une série si on change un nombre fini de
ses termes.

21
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o0
Définition 28 Soit Z U, une série convergente et Z U, sa somme. On appelle reste
n>0 n=0

~+o0 n ~+oo
d’ordre n le scalaire R, = Z Ui, — Z Uy. On montre que R, = Z Us.
k=0 k=0 k=n+1

Remarque 13 Si une série Y U, converge, alors son reste d’ordre n, R, tend vers Q.

n+1

Exemple 17 Reprenons ’exemple 15. Si |z| < 1, le reste d’ordre n est f
-z

Théoreme 17 Si la série YU, converge, alors son terme général tend vers 0.

Démonstration. U, = s, — s,—1 donc la suite (U,) tend vers 0.

. - . .
Remarque 14 artention : 1a réciproque est fausse. Par exemple, la série Z — diverge
n
n>0
alors que son terme général tend vers 0.

On utilise souvent la contraposée du théoreme 17. Si le terme U, ne tend pas vers
0, on dit que la série diverge grossierement.

Proposition 8 a) La somme de la série Z U, et de la série ZV,, est la série de terme

n>0 n>
général U, +V,. Si les séries Z U, et Z Vi convergent, alors la série Z (U +Vy)
n>0 n>0 n>0

converge et on a
—+o0
Y U+ Vi) ZUﬁ Zvn
n=0

b) Le produit de la série Z U, par un scalaire A est la série de terme général MU,,. Si

n>0
Z U, converge, il en est de méme de la série Z (AUy) et on a
n>0 n>0
Y (W) =LY U
n=0 n=0

Démonstration. Considérer les sommes partielles d’ordre n des séries introduites et
faire tendre n vers +oo.
Le critere de Cauchy s’applique aux séries :
Théoreme 18 La série Y U, de terme général U, converge si et seulement si elle vérifie
le critere de Cauchy :
,
Ve>0, dnpeN, p>ny et reN=|) Uyl <e
k=1

Définition 29 Si la série Y |U,| de terme général |U,| converge, on dit que la série
Y U, est absolument convergente.

Théoreme 19 Si la série Y. U, est absolument convergente, elle est convergente.

r r
Démonstration. Cela découle du critére de Cauchy et de I'inégalité | Y Ui | < Y [Urypl.
k=1 k=1
0
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3.2 Séries a termes positifs

Théoreme 20 Soit Z U, une série dont le terme général est positif. La série Z U,
n>0 n>0
converge si et seulement si la suite de ses sommes partielles est majorée. Dans le cas
n

contraire la suite Z U, | tend vers +oo.

k=0
Démonstration. la suite des sommes partielles est croissante puisque §,4+1 — Sp = Upt1
est positif.

Théoreme 21 On considere deux séries numériques dont les termes vérifient a partir
de ng :
— U, et 'V, sont positifs
— U<V,
Alors
a) Si YV, converge, alors ¥ U, converge.
b) Si Y U, diverge, alors YV, diverge.

Demonstranon b) est la contraposée de a). Il suffit donc de démontrer a). On pose

Sp = Z U,eto, = Z V. Pour n > ng, on a s, < 6,,. Si 6, est majorée, il en est de
p=ng p=no
méme de s,,. On applique alors le théoreme 20.
Théoreme 22 [Critere de Cauchy] On considére une série a termes positifs Y. U,,.
a) S’il existe r € [0,1] tel que

V”lZnOa nV UnSr

alors Y. U, converge.
b) S’il existe un rang a partir duquel U, > 1, alors la série ) U, diverge.

Démonstration. Dans le premier cas, on a Vn > ng, U, < r" et on utilise la proposi-
tion 21 et I’exemple 15.
Dans le deuxieme cas, la série diverge grossierement.[]

On peut reformuler le critere de Cauchy en utilisant les limites supérieures et
inférieures.

Théoreme 23 [Critere de Cauchy] On considére une série a termes positifs ¥ U,.
a) Silimsup,_, ., VU, < 1alors Y U, converge.
b) Silimsup,_, ., U, > 1, alors la série Y. U, diverge grossiérement.
c) Silimsup, ., VU, = 1, on ne peut pas conclure.

Démonstration. a) découle de la remarque 11.

b) Conservons les notations de cette méme remarque. Si limsup,,_, ., VU, > 1,1a
suite (U,) étant décroissante, tous ses termes sont strictement supérieurs & 1. On en
déduit :

vneN, dp>n, U,>1.
La suite (U,) a une infinité de termes strictement supérieur a 1, elle ne tend pas vers 0.

c) Les séries ). — et ). — vérifie ¢). Pourtant la premere diverge alors que la seconde

converge (comme on le verra plus loin). [J
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Corollaire 24 (Test de Cauchy) Soit Y U, une série a termes positifs. On suppose que
la suite (m)neN tend vers 1 € R, alors

— Sil < 1, alors la série Y. U, converge.

— Sil > 1, alors la série diverge.

— Sil =1, on ne peut pas conclure.

Démonstration. Cela découle immédiatement du théoreme 23.0]
Théoreéme 25 [Critére de d’Alembert] On considére une série a termes strictement
positifs Y U,.

a) S’il existe r €]0, 1] tel que

Unt1
Vn > no, s

<r

n

alors Y. U, converge.

_ . . Unt1 . .
b) S’il existe un rang a partir duquel l"]—+ > 1, alors la série Y. U, diverge.
n
Démonstration. Dans le premier cas, on montre par récurrence Vn > ng+1, U, <
r"7"U,, et on utilise la proposition 21 et I’exemple 15.
Dans le deuxiéme cas, ona U, > U,,_| > - -- > Uy. La série diverge grossierement. [

On peut reformuler le critere de d’Alembert en utilisant les limites supérieures et
inférieures.

Théoreme 26 [Critere de d’Alembert] On considére une série a termes strictement
positifs Y. U,.

U
a) Silimsup,_, ., nil

< 1 alors YU, converge.

b) Siliminf,_, | 8—“ > 1, alors la série Y U, diverge grossiérement.
n
.. Ui+
¢) Silimsup,,_, ., -l
n

=1, on ne peut pas conclure.

1 1
Démonstration. a) et b) découle de le remarque 11. Les séries ). — et }. — vérifie ¢).
n n

Pourtant la premiere diverge alors que la seconde converge. []

Corollaire 27 (test de d’Alembert) Soit Y U, une série a termes strictement positifs.
Un+1

On suppose que la suite ( > tend vers | € R, alors
neN

n
— Sil < 1, alors la série Y, U, converge.

— Sil > 1, alors la série diverge.
— Sil =1, on ne peut pas conclure.

Démonstration. C’est une conséquence directe du théoreme 26.01

Le test de Cauchy est plus fin que celui de d’ Alembert en vertu du théoréme sui-
vant :

U, —
Théoreéme 28 Si la suite < UH ) tend vers | € R, alors (\”/ U’l)n o fend vers L.
neN

n
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Démonstration. Premier cas : 1 >0
Un+1

Soit € > 0. Comme les U, sont strictement positifs et que ( > tend vers /,
neN

n
il existe N € N tel que
Un+1

n

Vn>N, l—¢e< <l+e

On montre ensuite par récurrence que pour # > N, on a
(1—e)" MUy <U, < (I4+¢)" NUy.

On en déduit N .
(1) " VUN < YU, < (1+8)' 7 VU
N

Comme ET (1—g)l~ (UN)% = [ —¢, il existe donc N tel que
n oo

Vn>Ny, [—2e< VT,

De méme , il existe N, tel que
VU, <[+2¢.

Donc pour n > N3 = Sup(N,N;,N,), on a
Vn> N3, [—2e<~/U,<Il+2¢.

On a donc montré que la suite (3/U,) tend vers /.

Deuxieme cas : | = 0. 1l se traite comme le cas précédent en remplachant / — € par
0.

Troisiéme cas : | = 4o0. Ce cas est laissé au lecteur. [J

Pour étudier les séries a termes positifs a partir d’un certain rang, on utilise souvent
les o, O et les équivalents.

Définition 30 Soit (U,) et (V,,) deux suites réelles. On suppose que (Vy,) ne s’annule
pas a partir d’un certain rang.
U,
a) On dit que U, = O(V,,) si la suite (V") est bornée.

n

U,
b) On dit que U, = o(V,,) si la suite (V"> tend vers 0.

n

Uy
c) On dit que U,, ~V,, si la suite <V> tend vers 1.

n

Proposition 9 Soit (U,) et (V,)) deux suites réelles. On suppose que
— que (V) ne s’annule pas a partir d’un certain rang.
— U, et 'V, sont positives a partir d’un certain rang.
— U, =0(V,)
Alors
a) Si Y.V, converge, alors Y U, converge.
b) Si YU, diverge, alors Y.V, diverge.

Démonstration. 1l existe M € Ry tel que 0 < U,, < MV, a partir d’un certain rang. La
proposition est alors une application de la proposition 21. [J
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Corollaire 29 Soient (U,) et (V,,) deux suites. On suppose
— Vi > 0 a partir d’un certain rang
— Uy, ~V,

alors YU, et Y.V, sont de méme nature.

U . R . .
Démonstration. Comme —- tend vers 1, on peut voir que U, > 0 4 partir d’un certain

rang. Ona U, = O(V, )etV o(U,).0

Théoreme 30 [comparaison séries et intégrales] Soit f : [a,+oo[— R.. Soit f une
fonction décroissante, intégrable et telle que liIJIrl f(x)=0. Alors la série ¥, f(n) et la
X—r+o0

suite ([, f(t)dr), sont de méme nature.
Démonstration. Puisque f est décroissante, on a :
—tefi—lLi| = ui=f(i) < f(t).

— te i+ 1= u;= f(i) > f(t)
Si (s,,) est la suite des sommes partielles de la série de terme général U, on peut écrire

sn—s0= Y f(i) Z f 1)dr = /f
izl i~1

De la méme facon, on a aussi :

i n i+l p1
Sp = i) > dt = d
i;,)f( ) >,=26/t f(t)dt /0 f(t)dt

On a donc la double égalité :

n+1 n
/ f@)dt < s, <so+ / f(t)dt
0 0

Comme ces suites sont croissantes, ces deux inégalités prouvent que la suite (s,)
converge si et seulement si la suite des intégrales (fy f(¢)dt) admet une limite quand n
tend vers +-oo. [

En utilisant le critere de comparaison séries-intégrales, on peut étudier les séries de

. 1 R
Riemann ) — dans la cas ou o0 € Ry..
n

P - . . 1 . . .
Théoreme 31 (séries de Riemann) La série }, — converge si 0. > 1 et diverge si 0. <
n
L.

" dt
Démonstration. Si o, € R, on peut calculer explicitement / o Ona
1
n dt Lon(n)sia=1
[ G-y 1
! 1 —ono!

" dt .. . . . - . PR
/ o a une limite (réelle) si et seulement si o0 > 1. On utilise ensuite le théoreme 30.
1
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3.3 Retour au cas général

Théoreme 32 [Critere des séries alternées] Soit (Uy,) une suite positive, décroissante
et tendant vers 0. La série Y (—1)"U, converge. De plus, on a l’estimation suivante de
son reste d’ordre n :  |ry| < Upyy

n
Démonstration. On pose s, = Z(—l)kUk. Montrons que les suites (s2,) et ($21+1)
k=0
sont adjacentes. Le calcul

52042 — 820 = Uzpy2 —U2p1 <0

montre que (s2,) est décroissante. De méme, la suite (s2,+1) est croissante. Comme
$2n+1 — San = —Uny1 tend vers 0, les suites (s2,) et (s2,+1) sont bien adjacentes. Elles
ont donc méme limite / (voir le théoréme 7). La série Y(—1)"U, converge donc et sa
somme est /. On a de plus les inégalités

Son41 < 852043 S <soppo <5y

On en déduit
Is20 — 1| < [s20 — S2041] = [Ung1] €t |l —52011] < |82042 — S2041] = [Unnya].

Dans tous les cas,  |ry| < U,y1.0

1)
Exemple 18 Le série Z u est convergente.
n>1

Théoreme 33 [Critere d’Abel] On considére la série de terme général a,b,, avec a, €
K et b, € R. On suppose :

— (by,) est une suite décroissante et de limite 0.

— (ay) est une suite complexe telle que la suite (A, = Y}_,ax) est bornée.
alors la séries Y a,b, converge.

Démonstration. La démonstration utilise la transformation d’ Abel et le critere de Cau-

p
chy. On pose s, = Y anby. Si p > g, on a la “transformation d’ Abel”.

n=0
9
Sq—Sp-1 = Z anb,
n=p
q
= Z (An —Ap1 )bn
n=p

q q
= Z Anbn - Z An—lbn
n=p n=p

q q-1
= ZAnbn* Z Anbn+1
n=p n=p—1

q—1
= Y Au(by—buy1) +Agbg—Ap_1b)
n=p
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Soit M € R, tel que Vn € N, |A,| <M.Ona

IA

q—1
sg—sp-1] < Y. M(by—bui1) +Mb,+Mb,
n=p

IN

2Mb,
Comme la suite (b,) tend vers 0, il existe un rang N a partir duquel |b,| < 5%.
V(p.g) EN, q>p>N=|sq—sp-1] <t

La suite (s,) est de Cauchy, donc elle converge. [J

in®
Exemple 19 Etudions la série Z ¢ . Elle est divergente si © = 0[2m]. Supposons
n>1 n
donc 8 # 0[2m).
L. o0 _ pi(n+1)8
,;1 © = 1—e®
_ ¢ +2)5 —2isin(%2)
ez —2isin(%)
: 6
— i(1+2)8 sin(*3)
sm(g)
n
On en déduit linégalité |Z e’ke| < m Le critére d’Abel s’applique et montre que
k=1 2

eme

la série Z converge si 0 # 0[2x].

n>1 n

Définissons maintenant le produit de Cauchy de deux séries et étudions le.

Définition 31 Soient YU, et Y.V, deux séries a valeurs dans K. On définit la série
n

produit Y W, de terme général W,, = Z UV_k.
k=0

Théoreme 34 On considere une série numérique de terme général u, absolument
convergente et une série numérique de terme général v, convergente. Alors la série
produit, de terme général

n
W, = Z UpVn—p,
p=0

est convergente et sa somme est le produit des sommes des deux séries de départ.
Si de plus la série de terme général v, est absolument convergente, la série produit est
absolument convergente.

Démonstration. On définit les sommes partielles des séries par :

n n n
Sn:ZM,', Op = ZVj,An:Z|ui|>
i=0 =0 i=0

n k

n
I1, = Zwkz Z Z UpVi—p = Z uv;.
k=0

k=0p=0 0<i+j<n
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Soient s,6,A,I1 les sommes correspondantes.
On veut montrer que la suite (I1,),en converge vers s6. Comme la suite (5,0, )nen
converge vers 50, il suffit de montrer que la suite (5,6, —IT,),en converge vers 0. Or :

n
5,0, —I1, —ZZMVJ Z Ujvj = Z Ujv;

i=0 j=0 0<i+j<n n+1<i+;j<2n
=upvp+u2(Va+va-1) + o g (Vo Va1 v,

M
Soit M > 0 tel que Vn € N,A,, = Z|u,\ <Met |o,| < —
Soit € > 0 donné. Par hypothese, 11 existe ng € N tel que

€

nm>n0:>|cn—cm|<metnm>n0:>\A Am|*2M

En coupant la somme ci-dessus en deux a I’indice ng on peut écrire :

$2On — Iy = urvp +ua (Ve +va—1) + -+ g (v +vp1 +- - +v1)
=uVp+ - tny (Vo F a1+ F V1) + o g (VaFvamr + -+ vp)
:ul(cn*6n71)+"'+Mn0(6n*6n7n0)+"'un(6n*60)-

Donc,
‘Sncrz _Hn| < [|ul‘ |Gn _Gn71| + ‘l/t2| |Grz _Gn72| +- ‘unol |Gﬂ _Gﬂ*"()” +
[[ttng+1]1Gn — On—ng—1| + -+ |un| |G — S0]] -

Or, sin > 2ng,ona:

€
Vke{1,2,...,n0}, |On — G k|_2M
et on a aussi
M
Vke{no+1,...,n}, |6h—Cui| <|On|+|0n-ik| < 2E =M.
D’ou :
n22n9 = |sa0n — I < o HM1|+|M2|+ g || + M [An — Any]

<M— M—*
2MJr 2M

La série produit converge bien et sa somme est bien égale au produit des sommes des
séries de termes généraux respectifs u, et v,.

Dans le cas ou la série de terme général v, est absolument convergente, on peut
définir la série de terme général :

wh = Z |u,||uj’

0<itj<n

C’est donc le produit des deux séries de termes généraux respectifs |u,| et |v,|. Ces
deux séries sont convergentes et aussi absolument convergentes puisqu’elles sont a
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termes positifs. Par la démonstration précédente, c’est une série convergente. Or, on
remarque que
VneN, 0<|w,| <w.

D’o, si (IT},) nery dénote la suite des sommes partielles de la série de terme général wy,,
on a aussi :

n
VneN,0< Y || <TI,.
i=0

14

Comme ces deux suites sont croissantes et que (IT),),cn est convergente, la suite des
sommes partielles de la série de terme général |w,| est convergente et la série produit
est bien absolument convergente.[]

Etudions maintenant ce qui se passe si on modifie I’ordre des termes d’une série.

Théoreme 35 Soit 6 : N — N une bijection. Soit Y U,, une série numérique complexe
et Y Vy la série de terme général V, = Ugy,). Si Y. Uy est absolument convergente, alors
Y V., est absolument convergente et on a

Foo Foo
Yu,=) V.
n=0 n=0

Remarque 15 Le théoreme 35 n’a aucune raison d’étre vrai si la série Y. U, n’est pas
(—l n—1

absolument convergente. Par exemple la série ) converge d’aprés le critere

des séries alternées. On pose

e D 11 1 1 1 1 11
[ R S A [ s np R 0
n; n 2737357677789

Si on change I’ordre des termes de la série, on obtient

Démonstration.
Premier cas : U, >0 :

Vot -+ Vi = Uso) + -+ Us(n) < Uo +---+ Uy ot N = sup{c(k) | k € [0,n]}.

400 400 o0
Comme Vo+---4+V, < Z U,, la série ) U, converge et on a Z Vo < Z U,.
n=0 n=0 n=0
~+oo ~+oo
En considérant la permutation o~ !, on montre I’inégalité Z U, < Z V,. D’ou
n=0 n=0

—+oo o0
Iégalité Y U, =Y V.
n=0 n=0

Deuxiéme cas : le cas U, réel.
On introduit
U =sup(0,U,) et U, =sup(0,—U,).

OnaU,=US—U, et|U)|=U}+U,.SiYU, converge absolument, alors ¥ U,"
et YU, convergent puisque 0 < U, < |U,| et 0 < U, < |U,|. Comme U, et U,
sont positives, le premier cas montre que Y. U ;’(n) et ZU(;(n) convergent et que I’on a
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foo oo +oo foo
Zz)U;r(n) = Z’OUH+ et ZE)U;(M = Z U, . On en déduit que la série ) U, converge et
n=! n= n=

e . n=0
ona Z Usny = Z U,.
n=0 n=0

Troisieme cas : le cas général.
Si Y. U,, on applique le deuxieme cas a Y Re(Uy,) et Im(U,). O

Définition 32 Soit Y U, une série. On dit que la série YV, est une série de paquets
Y Vi de la série Y. U, s’il existe une injection strictement croissante ¢ : N — N telle que

0(0) o(n)
Vo=Y U, et YneN V,= Y U
k=0 k=¢(n—1)+1

Théoreme 36 Si la série de terme général U, converge, toute série de paquets Y.V, de
Y U, converge et a méme somme que Y U,

n n
Démonstration. On pose s, = Z U,ett, = Z V,.. On a la relation t,, = So(n)- La suite
k=0 k=0
(t,) est donc une sous suite de (s;,). Le théoréme en découle. O

Remarque 16 La réciproque est fausse. Un contrexemple est fourni par U, = (—1)",
0(n) =2n. On a alors V, =0 si n > 0. La série YV, converge alors que YU, diverge
grossierement.

On a cependant le théoréeme suivant :

Théoreme 37 Soit Y U, une série de terme général positif et soit ¥V, une série de
paquets de Y U,. Si la série .V, converge, alors la série ) U, converge.

n n
Démonstration. On pose s, = Z Uy,ett, = Z Vu. Si YV, converge, la suite (1,,) est
k=0 k=0
majorée (puisque les V,, sont positifs). Comme ¢(n) > n (lemme 2), on a s, < So(n) = In-
Donc la suite (s,) est majorée et Y U, converge.



32

CHAPITRE 3. SERIES NUMERIQUES



Chapitre 4

Limites, équivalents et
continuité

Dans ce chapitre, K désigne R ou C. En analyse, on utilise souvent la notion de
propriété vraie localement. Nous nous restreindrons au cas des fonctions définies sur
un domaine D inclus dans R.

Définition 33 (voisinage élémentaire) Soit a € R, un voisinage élémentaire de a est
un intervalle ouvert de la forme Ja — o, a+ o pour o > 0.
Un voisinage élémentaire de oo est un intervalle de la forme |A,+oo| pour A € R.
Un voisinage élémentaire de —oo est un intervalle de la forme | — oo, B[ pour B € R.

Définition 34 Soit a € R. On dit qu’une propriété est vraie au voisinage de a s’il existe
un voisinage élémentaire sur laquelle elle est vraie.

Notation : Soit @ € R = RU {+oo} U{—oo}. Notons ¥(a) 1’ensemble des voisi-
nages élémentaires de a.

Proposition 10 Soir D C R. On a une équivalence entre les deux propriétés suivantes :
— (i) a € R est limite d’une suite d’éléments de D.
— (i) VWV e V(a), VND#DO.

Démonstration. Traitons le cas ou a est réel, les cas ol @ = +o0 et a = —oo étant laissés
au lecteur.

Montrons que (i) implique (ii). On suppose que « est la limite d’une suite (x,)
d’éléments de x,, € D. Soit o > 0. Il existe un rang ng a partir duquel tous les termes de
la suite (x,) sont dans Ja — o, a + [. Pour n > ng, on a donc x, €)a — o, a+ o[ND.

Montrons que (ii) implique (i). Pour tout n € N*, il existe x, € DN]a — %,a + %[ La
suite (x,) converge vers a.lJ

Définition 35 On dit que a est adhérent a D s’il satisfait (i) ou (ii). On note D I’en-
semble des points adhérents a D. L’ensemble D est appelée adhérence de D.

Définition 36 Soit f: D — K et a € D et | € K. On dit que f admet | comme limite
lorsque x tend vers a si

Ve>0, IVeV(a), xeVND=|f(x)—I|<e.

33
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Notation :
la limite de f(x) lorsque x tend vers a est notée lim f/(x).
xX—a

Remarque 17 si a € D et si f(x) admet une limite | lorsque x tend vers a, on a
nécessairement | = f(a).

Proposition 11 Soit f : D — K. On suppose que f admet une limite [ lorsque x tend
vers a. Si | # 0, il existe un voisinage élémentaire V de a sur lequel f ne s’annule pas.

Démonstration. Par définition de la limite,

1]

5

Comme, |I| —|f(x)| < ||f(x)| =] < |f(x) =, on en déduit Pour x € VN D, on a
F@I>4.0

VeV, xeVND=|f(x)—I|<

D si a¢D
Dprivédea si aecD.

La limite de larestriction de f & D— {a} lorsque x tend vers a est notée lim# Fx)
x—a,x#a

On pose D —{a} =

soit
lim f(x) = lim fip_ ) ().

x—ax#a

La limite de la restriction de f & DN]a, +oo[ (respectivement DN] — eo, a[) lorsque x
tend vers a est notée lim  f(x) (respectivement lim f(x)) et est appelée limite &
xX—a,x>a x—a,x<a

droite (respectivement a gauche) de a. On a donc

ng?»f@) = )lcll)r‘llﬁDﬁ]a,—FOO[(x)v ng?@f@) :)lcgf}lf\am]—m,a[(x)»
Théoreéme 38 [caractérisation séquentielle de la limite] Soit f :D CR —-K,a €D
etl € K. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

— (i) lim f(x) =1

— (ii) Pour toute suite (x,) de D tendant vers a, la suite (f(x,)) tend vers L.

Démonstration. Traitons le cas oll a = oo, les cas a € RU {—oo} étant laissés au
lecteur.
Montrons que (i) implique (ii). Soit € > 0. Comme f tend vers / lorsque x tend vers
+oo,0n a:
JAeR, xe€DNA,+oo[= f(x) €]l —¢,l+¢]

La suite (x,) convergeant vers +oo, on a :
dng €N, n>ny— x, >A.

On en déduit que si n est supérieur a no, alors f(x,) appartient a |/ — ¢,/ +¢€[. Ce qui
démontre que la suite (f(x,)) converge vers /.

Montrons que (ii) implique (i) par la contraposée. Supposons que f ne tend pas
vers [ lorsque x tend vers oo et construisons une suite (x,) de D convergeant vers oo
et telle que f(x,) ne converge pas vers [. Comme f ne tend pas vers [ lorsque x tend
vers oo, il existe € > 0 tel que

VA €R, 3IxeDN|A,+oo|avec|f(x)—1]>¢
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Pour tout n € N*, on choisit A = n et on choisit un élément x,, appartenant 2 DN|n, 4-oo|
tel que |f(x,) —/| >€.Ona

VneN* x,>n et |f(x,)—I|>¢.
La suite (x,) converge donc vers 4o alors que la suite f(x,) ne tend pas vers [. [J

Théoreme 39 [Propriétés algébriques de la limite] Soient f,g:D — K, A €Ketae
D.
— Si f admet une limite | € K et g une limite I € K lorsque x tend vers a, alors
f+gtendvers 1+ 1" lorsque x tend vers a.
— Si f admet une limite | € K alors Af tend vers M lorsque x tend vers a.
— Si f admet une limite | € K et g une limite I’ € K lorsque x tend vers a, alors
fg tend vers Il lorsque x tend vers a.
— Si f admet une limite | # 0 lorsque x tend vers a, alors f ne s’annule pas sur

un voisinage élémentaire de a et ? tend vers 7 lorsque x tend vers a.
Démonstration. Pour cette démonstration, on renvoie le lecteur a son cours de L1.

Le critere de Cauchy permet de montrer que la fonction f a une limite sans connaitre
cette limite.

Théoréme 40 Soit f : D — K et a € D. La fonction f a une limite lorsque x tend vers
a si et seulement si elle satisfait le critere de Cauchy :

Ve € Ry, IV € V(a), x,xX eV=|f(x)—f(x) <e

Démonstration. Supposons que lim,_,; [(x) = I et soit € > 0. Par définition, il existe un
voisinage élémentaire V de a tel que

xEV(a) = [f(x) 1] <

N m

On en déduit que :
xx €V = |f(x)— f)| S | f) =1+ |1 - f()| <e.

Donc f vérifie bien le critere de Cauchy.

Réciproquement, soit € > 0 fixé et supposons que f vérifie le critere de Cauchy
c’est-a-dire qu’il existe V € V(a) tel que

)

xx €V = |f(x) - f(¥)] <

N m

et soit (x,),en une suite qui converge vers a (dans R si a = +o0). Alors il existe Ny € N
tel que
n>Ny=x,€V.

Donc
P:a>No= |Fxp) = f(xg)] <

et la suite ( f (x,,))n ¢y est de Cauchy. Elle converge donc vers une limite / et de plus,
en faisant tendre g vers +oo, on obtient :

9

N m

€

n > No = |f (o) —1] < 2



36 CHAPITRE 4. LIMITES, EQUIVALENTS ET CONTINUITE
Six € V, on choisit n > Ny et on peut écrire :

=E&.

) =1 £ = Flan)| + 1 () —1] < 5 +

N

La fonction F admet donc / comme limite quand x — b. [

Proposition 12 Soit f : D — C eta € D. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
— la fonction f tend vers | € C lorsque x tend vers a.
— Re(f) tend vers Re(l) lorsque x tend vers a et Im(f) tend vers Im(1) lorsque x
tend vers a.

Démonstration. La proposition découle des inégalités suivantes :

[Re(f)(x) —Re(1))|
[Im(f) (x) — Im(1)]

Pour toutes les propriétés utilisant la relation d’ordre, on suppose f prend ses va-
leurs dans R.

(x) = 1| < [Re(f) (x) — Re(l)| + [Im(f) (x) — Im(1)}|

<|f
< If(x) ~ 1] < [Re(f) (x) — Re(1)| + |Im(f) (x) ~ Im(1)|.0

Théoréme 41 [limite et et relation d’ordre] 1) Soient f,g: D — R et a € D. On sup-
pose lim f(x) =1 er limg(x) = 1. Si f(x) < g(x) au voisinage de a, alors I <I'.
xX—a xX—a

2) Soient f,g,h: D — R et a € D. On suppose f(x) < g(x) < h(x) au voisinage de
a. Si liin fx)=1let liin h(x) =1, alors g tend vers I lorsque x tend vers a.

Démonstration. On utilise la caractérisation séquentielle de la limite d’une fonction et
on se ramene au cas des suites.

Remarque 18 Par passage a la limite, les inégalités strictes deviennent des inégalités
1

larges. Par exemple : Soit f,g : Ry, = R, f(x) =1erg(x)=1+—. Ona f(x) < g(x)
X

si x € Ry.. Les fonctions f et g tendent vers 1 lorsque x tend vers +oo.
Pour les fonctions 2 valeurs réelles, on étend la notion de limite 2 [ € R.

Définition 37 Soit f: D — Retac D.
1) On dit que f tend vers +oo lorsque x tend vers a si

VAeR, TIVeV(a), xeVND= f(x)>A.
2) On dit que f tend vers —oo lorsque x tend vers a si
VBeR, FIVeV(a), xeVND= f(x) <B.

Théoréme 42 [caractérisation séquentielle de la limite] Soit f : D CR — R eta € D.
Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
— (i) lim f(x) = oo (respectivement —e).
Xx—a
— (ii) Pour toute suite (x,) de D tendant vers a, la suite (f(x,)) tend vers 4o
(respectivement —oo).
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Démonstration. Traitons le cas ol a est réel et f tend vers —oo, les autres cas étant
laissés au lecteur.
Montrons que (i) implique (ii). Soit B € R. Comme f tend vers —eo lorsque x tend
vers a, on a:
Jou >0, xe€DNja—oa,a+o[= f(x) <B.

La suite (x,) convergeant vers a, on a :
o eN, n>ny=—x, €la—a,a+o]

On en déduit que si n est supérieur a n, alors f(x,) est strictement supérieur & B. Ce
qui démontre que la suite (f(x,)) converge vers —co.

Montrons que (ii) implique (i) par la contraposée. Supposons que f ne tende pas
vers —co et construisons une suite (x,) de D convergeant vers a et telle que f(x,) ne
converge pas vers —oo. Comme f ne tend pas vers —oo , il existe B € R tel que

Yoo>0, IxeDNja—a,a+o0]avec f(x) > B.

Pour tout n € N*, on choisit o = % et on prend un élément x, appartenant a DN]a —
L a+1[tel que f(x,) >B.Ona

1
VneN*, |x,—al<- et f(x,)>B.
n

La suite (x,) converge donc vers a alors que la suite f(x,) ne tend pas vers —oo. [J

Théoreme 43 Soient a,b € R et f :]a,b[— R.
1) On suppose f croissante.
la) On a ’alternative suivante :
— f(la,b]) est majorée. Alors la fonction f tend vers sup{f(x) | x €]a,b[}
lorsque x tend vers b.
— f(Ja,b]) n’est pas majorée. Alors la fonction f tend vers oo lorsque x tend
vers b.
1b) On a ’alternative suivante :
— f(Ja,b]) est minorée. Alors la fonction f tend vers inf{ f(x) | x €]a,b[} lorsque
X tend vers a.
— f(Ja,b]) n’est pas minorée. Alors la fonction f tend vers —oe lorsque x tend
vers a.
2) On a une assertion analogue lorsque f est décroissante.

Démonstration. Démontrons 1a), les autres assertions étant laissées au lecteur.
Supposons f (Ja,b[) est majorée et posons [ = sup{f(x) | x €]a,b[}. Soit € > 0. 1l
existe xo €]a, b| tel que f(xp) > [ — €. Pour tout x €]xp,b[, onal—¢e < f(x) <I.Ce qui
démontre que f tend vers [ lorsque x tend vers b.
Supposons maintenant que f n’est pas majorée sur |a,b|. Soit A € R. Il existe xp €
Ja,b[ tel que f(xo) > A. Pour tout x €]xg,b[, on a f(x) > A. Ce qui démontre que f tend
vers oo lorsque x tend vers b.

4.1 o, O et équivalents

Définition 38 Soit a € R. Un voisinage élémentaire épointé de a est un voisinage
élémentaire de a privé de a.
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Définition 39 Soient f,g: D — R et a € D. On suppose qu’il existe un voisinage
élémentaire de a tel que g ne s’annule pas sur DNV —{a}.

a) On dit que f = O(g) au voisinage de a s’il existe un voisinage élémentaire V de
a et une constante M tel que |f(x)| < M|g(x)| pour x € V.

b) On dit que f = o(g) au voisinage de a si la fonction f(x)/g(x) tend vers 0 lorsque
X tend vers a, x # a.

c) On dit que f est équivalente a g (et on note f ~, g) au voisinage de a si la
fonction f(x)/g(x) tend vers 1 lorsque x tend vers a, x # a.

Remarque 19 Si f est équivalente a g, il existe un voisinage élémentaire épointé W —
1 3
{a} CV —{a} de a sur lequel 3 <=< > La fonction f ne s’annule pas sur W —a et
8
ona f=0(g)etg=0(f).

Théoréme 44 Soient f, f1,8,81 : D — R et a € D. On suppose que f| et g| ne s’an-
nulent pas au voisinage de a et que f ~ f| et g ~ g1. Alors fg~ figi et f/f1 ~g/g.

Remarque 20 / Attention aux compositions : f ~, g n’implique pas ho f ~, hog.
Par exemple x+ 1 ~ ., x et pourtant €' n’est pas équivalente a ¢* au voisinage de
o0,
2) Attention aux sommes : Si f ~, f| et g ~, g1, on n’a pas nécessairement
f+g~ fi+g1 En effet x4 2x ~ oo X4 xet —x2 ~ oo —x2 et pourtant 2x n’est pas
équivalent a x.

Comment obtenir un équivalent .

Au voisinage d’un élément a de R.
Premier cas : liLn F(x)=1€R*: Alors f(x) ~g4 1.
X—a

Deuxiéme cas : liLn f(x)=0:Si f admet un développement limité au voisinage de
X—a
a, on cherche le premier terme non nul de ce développement limité. Si
fx) =0,(x—a)’ + (x—a)’e(x—a) avec }llin(l)i-:(h) =0 et a,#0
—

x2

Alors f(x) ~, 0, (x —a)P. De cette fagon, on obtient cos(x) — 1 ~g -5

Au voisinage de +oo et —oo : On cherche a mettre le terme dominant en facteur. Par

exemple
In(1+x) > ’

K +In(1+x) =x° <1—|— 3 oo X7
x

4.2 Continuité et uniforme continuité

Définition 40 Soit f: D — K et a € D. On dit que f est continue en a si
Ye>0, Jo>0, xeDNja—a,a+a[=|f(x)—f(a)| <e.

On peut donc écrire

f est continue en a <> lim f(x) = f(a) .
xX—a
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En fait, f est continue en a si et seulement si lim f(x) existe puisque cette limite ne
xX—a

peut étre que f(a). On a aussi I’équivalence suivante :

f est continue ena <— lim f(x) = f(a).
x—a, x£a

Théoreme 45 [Propriétés algébriques de la continuité] Soient f,g: D — K, A € K et
aeD.

— Si f et g sont continues en a alors f + g et fg sont continues en a.

— Si f est continue en a alors Mf est continue en a.

1
— Si f est continue en a et f(a) # 0 alors ? est définie sur un voisinage

élémentaire de a et est continue en a.

Démonstration. Ce théoreme découle du théoreme 39.01

Définition 41 Soit f : D — K et a € D. On dit que f est continue a droite de a (res-
pectivement a gauche de a) si fi, o[ (respectivement f|_, 4 ) est continue en a.
f est continue a droite de a (respectivement a gauche de a) si  lim  f(x) = f(a)
x—a,x>a

(respectivement lim  f(x) = f(a)).
x—a,x<a

Définition 42 Soit f : D — K. On dit que f est continue sur D si elle est continue en
tout point de D.

Théoreme 46 Soit I un intervalle. Si f : I — R une fonction continue sur I, alors f(I)
est un intervalle.

Remarque 21 Attention : I er f(I) ne sont pas nécéssairement de méme nature. Par
exemple sin :)0,31[— R est continue et on a sin(]0,3xn[) = [—1,1].

Démonstration. Nous admettrons ce résultat qui a déja été€ vu en L1.

Cependant, on a le résultat suivant :

Théoreme 47 Soit f: [a,b] — R continue. Ona f (|a,b]) = [m,M] o m = inf [, ;) f(x)
et M = Supxe[a,h] f('x)

Remarque 22 En fait, m est le plus petit élément de {f(x) | x € a,b]} et M en est le
plus grand élément.

s\ 2

Démonstration. Nous admettrons ce résultat qui a déja été vu en L1.

Proposition 13 (prolongement par continuité) Soit I un intervalle ne contenant pas a
et tel que a € 1. Soit [ : I — C une fonction continue sur I. On suppose f admet une
limite | lorsque x tend vers a (x # a) alors I’application f : DU{a} — K définie par

o= {2

est continue sur DU{a}.
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Définition 43 (uniforme continuité) Soit f : D — K. On dit que f est uniformément
continue sur D si

Ve>0, Ja>0, V(xx)eD? |x—x|<oa=[f(x)—f() <e
Exemple 20 On dit que f : D — K est A-lipschitzienne si
V(x, ') € D* |f(x)— f(X)| < Ax—X|.

D’apres le théoreme des accroissements finis, si I est un intervalle et f : I — R est de
classe C' et a dérivée bornée par M sur I, alors f est M-lipschitzienne sur I. Toute
fonction A-lispchitzienne est uniformément continue.

Remarque 23 toute fonction uniformément continue sur D est continue sur D.

Attention : la réciproque est fausse. Par exemple la fonction qui a x associe x
n’est pas uniforément continue sur R. Montrons le. Nous devons montrer I’assertion
suivante :

2

Je>0, M>0, 3(x,y)€R? |x—y/<n et -y >e
On choisite = 1. Si yg +% > % , alors le couple (xo,y0) = (yo+ g,yo) vérifie
o—yol <M et |g—ygl>eD

On a cependant le théoreme de Heine qui nous sera fort utile pour développer la théorie
de I'intégrale de Riemann :

Théoreme 48 (théoréme de Heine) Si f est continue sur un segment [a,b), elle est
uniformément continue sur [a,b).

Remarque 24 La fonction qui a x associe x* est uniformément continue sur [0, 1]mais
pas sur R.

Démonstration. Supposons que f est continue sur [¢,b] mais non uniformément conti-
nue. Alors

>0, Va>0, Ixy)€lab], -yl <aet|fx)-f()=>e

On choisit o = L. 11 existe donc (x4,y,) € [a,b]? tel que [x, —y,| < L et |f(xa) —
S ()| > €. On considere les suites (x;) et (y,).

— (%, —yn) tend vers 0.

— (%) est une suite de [a,b]. Elle admet donc une sous suite convergente (xy(,))

dont on notera c la limite.

Comme (x, —y,) tend vers 0, il en est de méme de (Xg(,) — Yo(n))- DONC (yo(n)) tend
vers c. Comme f est continue en c, les suites (f(xy())) et (f(Vo(n))) convergent vers
f(c). Donc (f(x¢(n)) — f(y¢(,,))) tend vers 0. Ce qui contredit I’inégalité

VneN, |f(x,)—fln)|>e0O



Chapitre 5

Intégrale de Riemann

Dans ce chapitre, K désigne R ou C. Dans ce chapitre, [a,b] désigne un segment
avec a < b.

5.1 Intégrale des fonctions en escalier

Définition 44 Soit [a,b] un segment de R. On appelle subdivision & de [a,b] une suite
finie strictement croissante de nombres

o=(a=ty<ty < <t,=b).
Le pas d’une telle subdivision est
®(0) = sup{|tiy1 —t;| | i € [0,n—1]}.
On dit que la subdivision ¢’ est plus fine que 6 si 6’ C G.

Exemple 21 La subdivision la plus simple est la subdivision réguliere

b i(b—
(m:a,n:a-i-a7...,ti=a+l(a),mfn:b>-
n

n

Son pas est

Définition 45 Une fonction ¢ définie sur |a,b] et a valeurs dans K est dite en escalier
s’1l existe une subdivision (to = a,t1,...,t, = b) telle que ¢ soit constante sur chaque
intervalle |t;,ti11[ pour i € [0,n — 1[. Une telle subdivision est dite adaptée a ¢.

Remarque 25 Si G est adaptée a 0, toute subdivision plus fine que G est adaptée a ¢.
Ainsi, étant donnée deux fonctions en escalier 0 et , il existe une subdivision adaptée
a ¢ et a y obtenue, par exemple, en faisant la réunion des subdivisions adptées a ¢ et

av.

Proposition 14 1) si ¢ et ¥ sont en escalier sur [a,b] et A est un scalaire, alors Ay +
est en escalier.
2) Si 0 est en escalier sur [a,b), alors || est en escalier sur [a,b].

41
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Définition 46 Soit ¢ en escalier sur [a,b], 6 = (a =1ty,11,...,t, = b) une subdivision
adaptée a ¢. Soit C; la valeur de ¢ sur Uintervalle |t;, ;1. On pose

n—1

]¢(f)df =) Ci(ti1 —1;).

[a,b i=0

Cette définition ne dépend pas de la subdivision ¢ adaptée a 0.

n—1
Démonstration. Notons I(f) = Z C;(t;+1 —1;) et montrons que ce nombre ne dépend
i=0

pas de ©.
Premiére étape : Soit 6’ obtenue 2 partir de G en rajoutant un point. Montrons que
Is(f) = 15/(f). On pose &' = (to,...,t;, 0 ti1,...,t,) €t

Io(f) = Co(ti —to) +---+Ci(o—1;) + Ci(tix1 — ) +Cip 1 (tig2 —tix1) + -+ Coltn —tn—1)
= Ic(f)

Deuxieme étape : De la premiere étape, on déduit Is(f) = Iy (f) obtenu a partir de
f en rajoutant un nombre fini de points.
Troisieme étape : Soit 6 UG’ la subdivision obtenue en faisant la réunion de G et de

0.Onals(f) =Ilsue(f) =1y (f). O

Exemple 22 Soit f une fonction nulle sauf en un nombre fini de points. C’est une
fonction en escalier dont 'intégrale est nulle.

Théoreme 49 Soient ¢ et ¥ deux fonctions en escalier sur [a,b] et A est un scalaire.
a)
/ (A4 ) (r)dt = x/[ ; O(r)dt +/[ ; y(z)dt.

[a,0]

b) Si ¢ ety sont a valeurs réelles et que 'on a ¢(t) < y(t) pour tout t € [a,b), alors

o(t)dr < /[a 5 y(t)dt.

[a,b]

\ o(1)dr
[a,b]

< /[ lo(lar

3

d) Si ¢ €la,b|, on a la relation de Chasles :

/a ’ o(t)dt = / “o(r)di + / ’ o(0)dr.

e) Si ¢ est a valeurs complexes, on a

o(r)dr = / Re(0)(0)dt+i [ Im(0)(t)dt.
[a,b] la,b] [a,b]
Démonstration. a) on prend une subdivision ¢ adaptée a la fois a ¢ et a y. Le résultat
est imméditat a partir de la définition de I’intégrale d’une fonction en escalier.
b) on prend une subdivision ¢ adaptée a la fois a ¢ et a . Notons C; (respectivement
D;) la valeur prise par ¢ (respectivement W) sur ]t;4+1,%[. On a C; < D;. Le résultat
découle alors de la définition de I’intégrale d’une fonction en escalier.
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¢) Une subdivision adaptée a ¢ est aussi adapté a |¢|. Cela découle alors de I’inégalité
triangulaire

d) La relation de Chasles est évidente si on prend une subdivision adaptée a ¢
et qui contient le point c. Cela est toujours possible quitte a rajouter le point ¢ a la
subdivision.[]

5.2 Fonctions intégrables au sens de Riemann

Définition 47 Soit f : [a,b] — K. On dit que f est intégrable si, pour tout € > 0, il
existe deux fonctions en escalier ¢ : [a,b] — K et : [a,b] — R telles que

[f=ol<n et n(ndr <e.
[a,]

Proposition 15 1) Si f est intégrable sur [a,b], elle est bornée sur [a,b].

2) Si f et g sont intégrables sur [a,b) et A est un scalaire, alors Af + g est intégrable
sur [a,b].

3) Si f et g sont intégrables sur [a,b], alors fg est intégrable sur [a,b).

4) Si f est intégrable sur [a,b), alors |f| est intégrable sur |a,b).

5) Une fonction f : [a,b] — C est intégrable sur [a,b) si et seulement si ses parties
réelles Re(f) et Im(f) le sont.

Démonstration. 1) Les fonctions en escalier étant bornées, la définition de I’intégrabilité
implique qu’une fonction intégrable est bornée.

2) Si A = 0, Dassertion est évidente. On peut donc supposer A # O.
Soient ¢ : [a,b] — Ketn : [a,b] — R, en escalier et telles que

€
Al +1

F-0l<n ettéﬂnawné

Soient y : [a,b] — Ketv: [a,b] — R en escalier et telles que

€
le—y|<v et /[a’b]v(t)dt < BT
On a
|(f+2Ag) = (0 +Ay)| < (M+[Alv)
et

/[ ](n +|Alv)dt <e.
a,b

3) Soit M > 0 tel que sup{|f(¢)| | € [a,b]} <M. Soient y: [a,b] > Ketv:[a,b] —
R en escalier et telles que

€
—y| < < —.
lg—y|<v et /[%h]v(t)dt <5y

On choisit N > 0 tel que sup{|y(7)| | € [a,b]} <N. Soient ¢ : [a,b] — Ketn: [a,b] —
R en escalier et telles que

€
-0 < t t)dt < —.
roolsn e [ @< 5
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Pour tout ¢ € [a,b], on a I’inégalité

[(f2) (1) =0()w(D)| = [/ (t) (8(r) —w(r)) +w(2) (f(1) — 6(r
IF(O)lg(e) =w(B)[ + w(o)] () — o(

Mn+Nv

)
)]

INIA I

et fiup (MN+NV)(1)dt <e.

4) Etant donné €, on associe a la fonction f les fonctions en escalier ¢ et 1. En
utilisant I’inégalité triangulaire, on voit que les fonctions en escalier || et 1| sont natu-
rellement associées a | f| et ceci prouve que f est intégrable sur [a,b].

5) On suppose f : [a,b] — C intégrable. Etant donné €, on associe a la fonction f
les fonctions en escalier ¢ et 1. Alors les fonctions en escalier [Re(¢)| (partie réelle de
0) et M sont naturellement associées a Re(f) et ceci prouve que Re(f) est intégrable sur
[a,b]. On montre de méme que Im(f) est intégrable.

Réciproquement, si les fonctions Re(f) et Im(f) sont intégrables, alors f est intégrable
en vertu de 2). [J

Théoreme 50 Soit f : [a,b] — R une fonction bornée & valeurs dans R. Considérons
les ensembles

Ep = {ff(])(t)dt | 0 en escalier sur [a,b], ¢ < f}
Esp= {ff y(t)dt | yen escalier sur [a,b], W > f}
L’ensemble E< s étant non vide majoré, il admet une borne supérieure notée I (f).

L’ensemble Exy étant non vide minoré, il admet une borne inférieure notée I'"(f). On
a toujours I'inégalité I-(f) < IT(f). La fonction f est intégrable si et seulement si

I'(f)=1(f).

Démonstration. On suppose f : [a,b] — R intégrable. Soit € > 0. Il existe alors 0 :
[a,b] = Retm: [a,b] — Ry telles que |f — 0] < et /[ab]n < % On aalors 0 — M <
f < ¢+m. On en déduit les inégalités

J,, @0 =@ < <1< [ 00 +n@)a

la,b]

Ce qui implique 0 < I'T(f) — I~ (f) <e&. Le réel I'"(f) — I~ (f) est nul puisqu’il est
inférieur a tout réel strictement positif.
Réciproquement, on suppose I*(f) = I~ (f). On notera ce réel I(f). Soit € > 0.

€
D’apres les propriétés de la borne supérieure, il existe ¢ € £< telle que I(f) — 3 <

Jiap) 9(t)dt. De méme, les propriétés de la borne inférieure, il existe Y € Ex telle que

I(f)+§ > Jiap)W(1)dt. On posen =y —¢.Ona [f—¢[ <n et/[ ]n(t)dt <e. Ce
’ ab
qui démontre I'intégrabilité de f.

Définition 48 1) Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable & valeurs dans R. On pose
[ s =1 =1(f).
[a,b]
2) Soit f : [a,b] — C une fonction intégrable a valeurs dans C. On pose

/ Flo)dr = / Re(f)(t)dt+i [ Im(H)(0)dt.
0]

[a,b] [a,b]
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Théoreme 51 Soit f : [a,b] — K une fonction intégrable. Soit (¢, : [a,b] — K, N, : [a,b] — R,)
une suite de fonctions en escalier sur [a,b] telle que

=0l <M et /Hnn(t)dtgsn avec  lim £, = 0.
a,b

n—y—+oo

La suite (f[a’b] ¢n(t)dt) converge vers [, f(t)dt.

Démonstration. Si f estavaleurs dans R,ona ¢, —n, < f <¢,+mn,. D’oul’on déduit
[ ouwar— [ noa<r (=< [ o+ [ nod
la,b] [a,b] [a,b] la,b]

et donc

Jiap F(O)dt = [14 1) q),,(t)dt’ < 2g, et I’assertion est démontrée.
Si f est a valeurs dans C, on a

[Re(f) —Re(0n)| < [f—n| <M et /[ y Ma(t)dt < 2e,
et donc ( f[a’ B Re(dn) (t)dt) tend vers f[ b Re(f)(t)dt. On procéde la méme fagon pour
Im(f). O

Remarque 26 Si f:[a,b] — R,. L’intégrale /[ }f(t)dt calcule Iaire entre I’axes Ox
a,b
et le graphe Gr(f)de f. On rappelle que

Gr(f) ={(x,f(x)) | x € [a,b]}.

Théoreme 52 Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a,b] et X un scalaire.

a)
Jo

L R0 =1 /[a)b] Flo)di + /[ 80

b) Si f et g sont a valeurs réelles et si f(t) < g(t) pour tout t € |a,b], on a
F(o)dt < / g(0)d.
[a,b] la,b]

¢) On a linégalité triangulaire :

Sf(t)dt

[a.b]

<, i

d) Si ¢ €]a,b|, on a la relation de Chasles :

/[a.b] F(0)dt = /[] fwdrs [ s

Démonstration. Les propriétés a), c) et d) sont obtenues a partir du théoréeme 49 par
passage a la limite.

Montrons la propriété b). Si f est positive, la fonction (en escalier) nulle est inférieure
a f. On en déduit que 0 est dans E< ;. D’oui I'inégalité 0 < f[a’b} f(t)dr.

Si f < g, alors la fonction g — f est intégrable et positive, son intégrable est donc
positive. Par linéarit¢ de I'intégrale, on en déduit [, , f(1)dr < [,  8(t)dt. U
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Définition 49 Soit f : [a,b] — R. On dit que f est continue par morceaux sur |a,b) s’il
existe une subdivision (to = a,ty,...,t, = b) de |a, D] telle que

— f est continue sur |t;,ti+1| pour tout i € [0,n— 1]

— f admet une limite a droite de t; pouri € [0,n— 1]

— f admet une limite a gauche de t; pour i € [1,n].

Théoreme 53 Toute fonction continue par morceaux sur [a,b| est intégrable sur [a,b).

Démonstration. Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 3 Soi f : [a,b] — R une fonction continue par morceaux. 1l existe deux fonc-
tions en escalier ¢ et  telles que O < f <yetO<y—0<e

Premier cas : f est continue
f étant continue sur [a,b], elle y est uniformément continue. Donc

Ve>0, 3Jau>0, V(xy)€lab], |x—yl<a=|f(x)—f(y)|<e

On choisit une subdivision (xo = a,x1,...,x, = b) réguliére sur [a,b] de pas strictement
inférieur a o.. On pose

m; = inf{f(t) |l‘€ [xi,xi+1]} et M;= sup{f(t) | re [xi,xi+|]}

I existe (c;,d;) € [x;,xi11)? tel que m; = f(c;) et M; = f(d;). Comme c; et d; sont dans
[xi,Xi+1], on a |m; — M;| < €. On définit ¢ en escalier telle que
— (x0,-..,%,) est une subdivision adaptée a ¢.
= Ol [ = 1M
— 0(x;) = f(xi).
On définit y en escalier telle que
— (x0,.--,%,) est une subdivision adaptée a y.
— Vi [ = Mi
— 0(x;) = f(x).
Ona¢o< f<yety—0¢<e.

Deuxiéme cas : 1l existe une subdivision (ap = a,ai,...,a, = b) telle que fiy, .|
soit continue et admette une limite a droite de a; et a gauche de a;y;. On prolonge
Jjaiaz,,| PAr continuité sur [a;,a;1] en posant :

fitlai,aiv] — R
t €laj,ai1[ — f(t)
“@ O
aj ] — lim f(t)

I=ajy), >0

D’aprés le premier cas, il existe ¢;, ; : [a;,a;+1] — R en escalier et telles que ¢; < f <
\|I,'etl|fi—(])i < E&.
Soit ¢ : [a,b] — R en escalier telle que §jj4, 4, ,| = 9i et O(a;) = f(a;).
Soit y : [a,b] — R en escalier telle que Y|4, 4, [ = Wi et Y(a;) = f(a:).
Ona¢<f<wety—0¢<e.

Passons maintenant a la démonstration du théoreme. D’apres le lemme, il existe
0,y : [a,b] — R en escalier telles que ¢ < f < yety—¢ < 5.



5.2. FONCTIONS INTEGRABLES AU SENS DE RIEMANN 47
b b
Donc / y(r)dt —/ ¢(r)dt < €. Or on a les inégalités

b b
0()dr <17 (f) <I*(f) < / w(t)dr.

a
Donc 0 < I (f) — I~ (f) < e. Comme ceci est vrai pour tout €, on en déduit I (f) =
I~ (f) et f est intégrable. J
Théoreme 54 Soit f : [a,b] — R. On suppose que f est positive et continue sur |a,b.
Si / f(2)dt =0 alors f est identiqguement nulle.

0.t

Démonstration. Montrons la contraposée. On suppose f continue et non identiquement
nulle. II existe xo € [a,b] tel que f(xg) # 0. Il existe un intervalle [c,d] (avec ¢ < d)

contenant xp et inclus dans [a,b] tel que : pour tout x € [c¢,d], f(x) > @ On a alors
b d d
/ ft)dt > / ft)de > / @dl = (c—d)@.m

Remarque 27 Sans [’hypothese de continuité, ce théoreme est faux. Il suffit de considérer
une fonction nulle sauf en un nombre fini de points ou elle prend des valeurs positives.

Théoreme 55 Soit f : [a,b] — K une fonction intégrable. L’application

est continue sur [a,b]

Démonstration. Soit M un majorant de |f| sur [a,b]. Soient x et y deux éléments
de [a,b]. On peut supposer sans perte de généralité que x <y. On a F(y) — F(x) =
.

f(t)dt. On en déduit en utilisant I’inégalité triangulaire (théoréme 52)
X

y
FO)=F)I < [ 1£0)ldr <M(y—3).

La fonction F est M-lipschitzienne. [

Définition 50 (intégrabilité locale) Soit I un intervalle de R et f : I — R. On dit que f
est localement intégrable sur I si elle est intégrable sur tout segment [a,b] inclus dans
L

Exemple 23 On dit qu’une fonction est continue par morceaux sur I si elle est continue
par morceaux sur tout segment inclus dans 1. Toute fonction continue par morceaux sur
I est localement intégrable sur I.

Définition 51 Soit f : I — K localement intégrable sur I et a,b deux éléments de I. On
pose

. /[a.’b} f@®)dtsia<b
/ Fodi=1{ Osia=b
‘ —/[h }f(t)dtsib<a
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Théoreéme 56 Soient f et g deux fonctions localement intégrables sur I et A € K.
Soient a, b, c trois éléments de 1.
1)

/a " (f+2)(e)dt =2 /  pleyde + / ’ e(t)dr.

/abf(t)dt

3) On a la relation de Chasles :

2)

<

b
[ st

/a  feydr = / “Flo)dr + / " pleyr.

Démonstration. Pour démontrer 1) et 2), on distingue les cas a < b,a =b, a > b.

Pour démontrer 3), on distingue tous les cas de positions relatives des réels a,b
et ¢. Traitons le cas a < b < c. Les autres cas sont laissés au lecteur. On a d’apres le
théoréme 52,

0= /[a,b] f@di+ [ foar.

(b

c b c
Cette égalité s’écrit / f(t)de = / f(n)dt + / f(t)dt. Ce qu’il fallait démontrer. [J
a a b

Remarque 28 La remarque suivante nous sera utile a plusieurs reprises dans les
démonstrations. On garde les notations du théoréme 56. On suppose |f| < |g| sur L.
Soient x et y dans I, on a

:
JEGLE

< ] [ lewiar

En effet, il y a deux cas a considérer :
Premier cas : x <y Cela découle alors du théoréeme 52.
Premier cas : x >y. On a alors

:
17w

= [rwiar< [leiar=| [ e

Théoreme 57 (Premiére formule de la moyenne) 1) Soit f : [a,b] — R (a < b) intégrable.
On pose

m=inf{£(r) | 1 € [a.b]}

M = sup{f(t) | 1 € [a,b]}.

Alors

1
m<

b
< b—a/a f()dt <M.

2) Si f est continue sur [a,b], il existe ¢ € [a,b] tel que
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Démonstration. Pour toutt € [a,b], onam < f(t) < M. Par intégration, on en déduit

m(b—a) < /ahf(t)dt <M(b—a).

Ce qui démontre 1).
2) est une conséquence du théoreme 47.01

Définition 52 Soit f : [a,b] — C intégrable. Soit 6 = (ty = a,t1,...,t, = b) une subdi-
vision de [a,b] de pas ®(0). Soit &; € [t;,1i11]. On appelle somme de Riemann associée

a (facaé - (E,\i)ie[oﬁnfl]) le réel

n—1
K(fﬁé) =Y (ti1 — 1) (&)
i=0
Théoreme 58 Soit f : [a,b] — C continue (a < b). Pour tout € > 0, il existe o, > 0 tel
que quelle que soit la somme de Riemann R_ ( £, G,é) associée a une subdivision dont

le pas est inférieur a o,

<E.

®(r0.0)- [

Démonstration. f étant continue sur [a, b], elle y est uniformément continue.

€

VE>O,E|(1>0, V(x,y)e[a,b]z, |x_y|<a':>|f(x)_f(y)|<b_a'

Soit 6 de pas strictement inférieur a .. On a

/11+1 d
X
t

Corollaire 59 Soit (K( f, Gn,ﬁn)) N une suite de sommes de Riemann associée a
- ne

n—1

b
/ f(x)dx— Z (tiy1 — 1) f
a i=0

<Z/ F(E)|dx<e.

une suite de subdivisions (G,), dont le pas tend vers 0. On a

tim R(7.0.8) = [ s

Remarque 29 Le théoreme 58 ainsi que son corollaire sont vrais si [ est seulement
intégrable mais la démonstration est plus difficile (voir [1]).

Exemple 24 1) Soit f : [a,b] — R continue. On a

) b— n—1 b—a)i b
lim_ n“ Zf(cH— (na)’) :/a F(t)dt.

i=0

1 n] U dx
— converge vers
l o l+x

n
1
2) La suite Z =Ln(2).
i=1"
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5.3 Intégrales et primitives

Nous allons voir que, dans la pratique, le calcul intégral se rameéne souvent a un
calcul de primitives.

Définition 53 Soit I un intervalle de R et a € I. On dit que f : 1 — C est dérivable en
a si la fonction

I—{a} — C
f(t) = f(t)

r—1

r —
admet une limite lorsque t tend vers 1y (t # 1y). Cette limite est alors notée f'(a).

Proposition 16 Soit I un intervalle de R et a € I. La fonction f : I — C est dérivable
en a si et seulement si Re(f) et Im(f) le sont. Dans ce cas, on a

£(@) = Re(f) () + ilm (1) (a).

Démonstration. C’est une application de la proposition 12. [

Exemple 25 Siy=o+if € C, on pose pour x € R
¥ = ™ (cos(Px) + isin(Px)) .
La fonction ¥ est dérivable et sa dérivée est yer.

Proposition 17 Soit I un intervalle de R et f : I — K une fonction. Si F est une pri-
mitive de f, alors I’ensemble des primitives de f (a valeurs dans K) est constitué des
fonctions de la forme F + C*"¢ avec C*'¢ € K.

Démonstration. Si f est a valeurs dans R, cette proposition a été démontrée en L1. Il
est alors facile de la démontrer pour une fonction a valeurs dans C.

Définition 54 Soit I un intervalle de R. La fonction F : I — C est une primitive de
f:I— Csurl siF estdérivable sur I et F' = f.

1
Exemple 26 Sivy=# 0, la fonction v e est une primitive de .

Théoreme 60 Soit I un intervalle de R et f : I — C continue sur 1. Soit a € I. La

fonction
I - C

X — [xf(t)dt

1

est une primitive de f sur I.

Démonstration. .
Premier cas : On suppose que f est a valeurs réelles. F(x) — F(xg) = / f(t)dr.
X0
F(x) = F(xo)

Comme f est continue, il existe & compris entre xg et x tel que (théoréme 57) —————~ =
X — X0



5.3. INTEGRALES ET PRIMITIVES 51

Sf(E). Or & tend vers x( lorsque x tend vers xq. Donc, par continuité de f en xp,  f(&)
tend vers f(xp).
Deuxiéme cas : Le premier cas s applique a Re(f) et Im(f). On a donc :

(Ja f0)dr) = (JoRe(H)(0)dt+i [FIm(f)(t)d v’
(/2 Re()()dt)’ +i ([ Im(f) (t)dr)’
Re(f) (x) +ilm(f) (x) = £(x).

O

Corollaire 61 Soit I un intervalle de R et f : I — C continue sur I. Soient a,b € 1. Si
H est une primitive de f sur I, on a

/a " Pyt = H(b)— H(a).

Notation : On note / f(t)dt = F(t) +C" pour signifier que F est une primitive de
f et que les autres primitives s’obtiennent par addition d’une constante. Abusivement,
on écrit aussi /f(t)dt =F(1).

Théoréme 62 (intégration par parties) Soient f, g : [a,b] — C deux fonctions de classe

Cl.Ona , ,
| 108 0 = 1®)s) - f(@sta) = [ g0

Démonstration. Cela découle de la formule (fg)' = f'g+ f¢'.0

Théoreme 63 (Changement de variables) Soit J un intervalle de R. Soit f :J — C
continue et ¢ : [a,b] — J de classe C'.

[[wreomwa= [

On dit que I’on a réalisé le changement de variables t = ¢(x).

Remarque 30 Si ¢ est bijectif, la formule précédente peut s’écrire : soient . et 3 dans

0(a,b]),
o'(B)
[ rva= [ " rootwwiax

10()

Démonstration. On définit

F:la,b) — C
— /xf(t)dt
G:la,b] — (C)C
= [ s war
H:la,b] — Cq)(x)
X — /¢(a) f(o)dt

F étant une primitive de f, la formule H = F o — F o ¢(a) permet de calculer aisément
la dérivée de H.Ona H' = (f o) x ¢/ = G'. Les fonctions G et H
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— ont la méme dérivée sur I’intervalle [a, b].
— coiincident en a.
Elles sont donc égales. [J

5.4 Calcul des primitives

Rappelons les primitives des fonctions usuelles. Voici quelques exemples ou on
note / f(¢) dt une primitive de la fonctionf sur un domaine o cette fonction est conti-

nue et ol a, o, B sont des constantes réelles avec a O et o+ if # 0 :

. ela+iP)x dt s
Fonctions puissance : /g(o””ﬁ)’ dt = ——, /7 =In|x|, /t“ dt = (a0 £ —1).
(a+iB) t o+1
Fonctions trigonométriques :
/sint dt = —cosx, /cost dt = sinx, /tant dt = —1In|cosx|
. dt X dt X W
cotant dt = In|sinx|, [ — zln‘tanf , | — zln}tan (7—1—7)‘
sint 2 cost 2 4
dt dt t
5 = tanx, —- = —cotanx, [ ——— =In|tan|x.
cos?t sin’s sint cost

Fonctions inverses :

/ dt —larctanx / dt _1lnx—a
2+a2  a a’ 2—a® 2a x+a

Exemple 27 Calcul de primitive d’un polynéme en cost et sint :

En remplacant toute puissance paire de sint par la puissance moitié de 1 — cos®z,
on se ramene a étudier les primitives de fonctions de la forme P(cost) + Q(cost)sins,
ol P et Q sont des polyndmes.

La partie Q(cost)sint s’integre facilement au moyen du changement de variable
défini par u = cost :

/Q(cost)sintdt:/Q(u)du,

et on est ramené au calcul d’une primitive du polynéme Q.
Pour intégrer la partie P(cost), il suffit de connaitre des primitives des fonctions
cos” ¢ pour n € N. On utilise la linéarisation des fonctions cos” ¢ :

n n
2"(0081‘)” _ (el[ _"_efzt)n _ Z Cﬁez(nfk)teﬂkt — Z Crliefl(nfzk)t
A k=0 L k=0
L _’_Crllel(an)t 4. _i_CZflefz(an)t +€7l"t
= 2[cosnt 4 C} cos(n—2)t +CZcos(n — 4)t + - --].
On se ramene donc au calcul de primitives des fonctions sinnt et cosnt qui sont
cosnt ) sinnt
e

respectivement —
. . . n n
On obtient ainsi par exemple :
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sin2x

/sinztdt :/717(;)5% dt =

X_
2 4
/cosztdt :/1+020s2td _%+s1n2x
/COS4ldl‘ _/cos4t+4cosZt—|—3 sin4x+sin2x+37x
B 8 32 4 8
3 2 2 COS3.X
/sin‘tdt :/(17005 t)sintdt:/(lfcos t)d(cost) = cosx — 3

Expliquons maintenant comment intégrer une fraction rationnelle réelle.

Intégration des fractions rationnelles réelles
On appelle fraction rationnelle réelle tout quotient de polyndomes a coefficients

réels. Ainsi une fraction rationnelle réelle s’écrit F' = — ou P et Q sont des polyndmes

a coefficients dans R. Parmi les fractions rationnelles réelles , on distingue les éléments
simples. Ce sont des fractions rationnelles spéciales classées en deux catégories.

Définition 55 On appelle élément simple de premiére espéce une fraction rationnelle
A
dutype ——— on A € R* et n € N*.
(x—a)"
On appelle élément simple de deuxiéme espéce une fraction rationnelle du type

2Ax7+3 ot A,B € R, (A,B) # (0,0), p> —4g <0 etn € N*,
(*+px+q)"
Pour intégrer une fraction rationnelle réelle, on la décompose en éléments simples. Cela
veut dire qu’on 1’écrit comme somme d’un polyndme et d’une combinaison linéaire
d’éléments simples. Commencgons par rappeler le théoréme de décomposition en éléments
simples que nous admettrons.

P
Théoreme 64 Soit F = — une fraction rationnelle réelle. Le poyndme Q se décompose

(de facon unique) en produit de polynémes irréductibles de la facon suivante
O=aX —r)™...(X —rp)" (X2 +B1X +71)" ... (X2 +BX +7,)"™

avec
— my,my,...,Mp,A1,Ny,...Ng € N*
— a,rl,...,rp,Bl,yl,...,Bq,Yq cR
— PB? —4y; < 0 pour tout i € [1,q].
Alors, il existe
— un polynéme E
— des réels (Ai.,j)ie[l,p],je[l,m,,]
— des réels (bi,j)ie[l,q],je[l,nq]’ (Ci.,j)ie[l,q],je[l,nq]

tels que
L b X+cij
F=E+ —_—
PE s bl e

Cette écriture est unique et s’appelle la décomposition de F en éléments simples. Le
polyndéme E s’appelle la partie entiere de F.

Remarque 31 E est le quotient de la division euclidienne de P par Q.
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Comme nous savons trouver une primitive d’un polyndme et d’un élément simple
de premiere espece, il nous reste a comprendre comment intégrer un élément simple de
deuxieéme espece pour savoir intégrer une fraction rationnelle.

BX +C
+ - avec B2 —4y <0.

Considérons donc un élément de deuxieme espece ———————
(X2+BX+Y)

On écrit

BX+C B 2X+B c- B
(X2+BX+y)  2(X24+PX+7)  (X24+PX+7)

BX+C !
Le terme 274_ s’integre sans probléme puisqu’il est de la forme u— Il nous
(X2 +PX +7y) u'
1

reste a comprendre comment intégrer le terme ———-——-—. On écrit
(X2 +BX +7)

1 1

XZFBX+y) (x+Br+-5)

Par un changement de variable, on se ramene a intégrer

o dt
sa primitive J;(x) = / 0 Montrons la relation
0

- c’est a dire a calculer

1
(X2+1)

X

Ci=2i= oy

+(2i=3)Ji1

qui permet de calculer les J; par récurrence puisque J; = arctan(x).

1
On fait une intégration par parties, on pose f'(t) = 1 et g(¢) = (ETEE de sorte
=2(i—1)

t
que f(t)=retg'(t) = W Les fonctions f et g sont bien de classe C!. Il vient :

X dt x ¥ 2(i—1)f?
/ = : +/ _dt
o (F2+1)"! (I+x)=1 " Jo (1422)

X 24 1—1

_ W+z(i—1)/o T

* 1
= wcz),_l"‘z(l—l)/o Wdt_z(i_l)/o mdt
- W‘Fz(i_l)h*l—z(f—l).}[.lﬂ

5.5 Formules de Taylor

Commencons par donner la formule de Taylor intégrale. Elle est intéressante car
son reste est explicite.

Théoreme 65 (Formule de Taylor intégrale) Soit I un intervalle de R et a € I. Soit
f:1—Kdeclasse C" surl. Ona

=Y

k=0

(x—a)*
!

O (a) + / ' % £ (1)t
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Démonstration. La formule de Taylor intégrale a déja été€ vue en L1. Elle se démontre
par récurrence en faisant une intégration par parties.[]

On en déduit :

Théoreme 66 Soit I un intervalle de R et a € I. Soit f : I — K de classe "' sur 1
telle que f"*) soit bornée sur I. On pose M = sup{|f"tV)(1)|, 1 € I}. Ona

(x—

n k _ 4ln+1
‘f(x)— y k'a) #W(a)| < |x — a|™"
=0 K

~ (n+1)!

Démonstration. On utilise 1’inégalité triangulaire puis la remarque 28. On a

/x (x_t) f(nJrl)(t)dt /x |x—t| Mdt’
a n! a n!

X |x — ¢ _ 4|ntl
/ = Mdt| = %M, on distingue lescasa < xetx <a
a nl (n+1)!

(x—a)*
k!

<

@) <

km—z

k=0

Pour montrer que

et on fait le calcul. OJ

Remarque 32

Attention : En L1, vous avez vu le théoréme des accroissements finis :

Théoreme 67 Soit f : [a,b] — R. On suppose f continue sur |a,b] et dérivable sur
la,b[. I existe ¢ €]a,b] tel que f(b) — f(a) = f'(c)(b—a).

Le théoreme des accroissements finis est faux pour une fonction a valeurs com-
plexes. Par exemple f(x) = e”. On a f(21) = f(0) alors que f’ ne s’annule jamais.
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Chapitre 6

Intégrales généralisées

Dans ce chapitre, K désigne R ou C.

6.1 Généralités

Définition 56 1) Soita € R et b € RU{+oo}. Soit f : [a,b]— K localement intégrable.
X
On dit que [ est intégrable sur [a,b[ si F(x) = / f(0)dt a une limite (finie réelle)

a
lorsque x tend vers b. On pose alors

/ " by = tim [ po)r.

x—bJg

b
/ f(t)dt s’appelle intégrale généralisée de f sur [a,b[. Si F(x) a une limite (finie
a

b
réelle) lorsque x tend vers b, on dit que l'intégrale / f(t)dt converge. Dans le cas
a

contraire, on dit qu’elle diverge.
2) Soita € RU{—co} et b € R. Soit f :]a,b] — K localement intégrable. On dit que

b
f est intégrable sur |a,b] si F(x) = / f(t)dt a une limite (finie réelle) lorsque x tend
X

vers a. On pose alors

b b
/ f(tyde = 1im [ f(o)at.

b
/ f(0)dt s’appelle intégrale généralisée de f sur la,b|. Si F(x) a une limite (finie
a

b
réelle) lorsque x tend vers a, on dit que l'intégrale / f(t)dt converge. Dans le cas
a

contraire, on dit qu’elle diverge.

Remarque 33 Soit f: [a,b[— K une fonction localement intégrale et soit ¢ € |a,b]. La
Sonction f est intégrable sur |a,b| si et seulement si elle est intégrable sur [c,b[ et on a

/a byt = / " Flo)dr + /  pleyr.

57
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Démonstration. On a par la relation de Chasles :
X C X
/ f(p)dt :/ f(t)dt+/ f(t)de

/ f(t)dt a une limite lorsque x tend vers b si et s’il en est de méme de / f(t)dt. On

obtient la relation souhaitée par passage a la limite. [J

1 1
Exemple 28 / Ln(¢)dt = —xLn(x) +x— 1 Donc / Ln(t)dt est convergente et vaut
X 0
—1L

Théoreme 68 (Intégrales de Riemann)

~+oo
1) L’intégrale / o est convergente si et seulement si oL > 1.
1

bodr
2) Soit (a,b) € R%. L’intégrale / ( est convergente si et seulement si o < 1.

a (t—a)®
s . _ 1
Démonstration. 1) On calcule I’intégrale de g sur [1,x] :
X ] 1 1 .
| [Edt:m()ﬁ_l) Sl(X;lé 1,
* 1
/ —dt =Inxsia=1.
1 X
Ces fonctions n’ont de limite quand x — +oo que si o > 1.

2) De la méme fagon, on calcule I’intégrale de sur |x,b], aveca <x <b:

_1
(t—a)*

b 1 1 1 ] .
/x (tfa)“dt: 170L((b7a)°°—1 - (x,a)oc—1> sioz 1,

b .
/x (I_T)adtzln(bfa)fln(xfa) sio=1.

Ces fonctions n’ont de limite quand x — a que si & < 1. [J

Proposition 18 Soient a € R et b € R et soit f : [a,b[— K une fonction localement

b b
intégrable sur a,b[. Si / f(t)dt converge, alors / f(2)dt tend vers 0 lorsque x tend

a
vers b.

On a une assertion analoque si f est intégrable sur |a,b).

Démonstration. D’apres la remarque 33, pour x € [a,b[, on a

/abf(tdt = /:f(t)dtJr/xbf(t)dt

X b b
Lorsque x tend vers b, / f(t)dt tend vers / f(t)dt puisque / f(t)dt converge. On
a a a
b
en déduit que / f(t)dt tend vers 0.0
X

Les intégrales généralisées sont plus générales que les intégrales de Riemann :
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Proposition 19 Soient a et b deux réels. Soit f : [a,b] — K (a < b) une fonction
intégrable. Alors [ est intégrable sur [a,b], sur |a,b]. De plus,

/[a,h}f(t)dt:/}mb]f(t)dt:/[a,b[f(’)dt'

Démonstration. L application

X

b
est continue sur [a,b]. Donc lim | f(f)dt = / f(H)de.O
a

x—b.Ja

Proposition 20 Soient f et g deux fonctions localement intégrables définies sur [a,b|
et a valeurs dans K. Soient . € K. Si f et g sont intégrables sur [a,b|, alors Lf + g est
intégrable sur [a,b| et on a

b b b
/ (Of +8)()dt = / Flo)di+ / g(t)dr.
La méme assertion est vraie si |a,b).

Proposition 21 Une fonction f : [a,b|— C est intégrable sur [a, D] si et seulement ses
parties réelles et imaginaires le sont. Dans ce cas, on a

b b b
/ F(0)di = / Re(f)(1)dt +i / Im(f)(t)dt.
On a le méme résultat sur |a,b).

Démonstration. Ce résultat s’obtient par passage a la limite dans la relation

/a " ()di = / "Re()(0)dt +i / “Im(f)(1)de.0]

Définition 57 Soient a,b € R et soit f :|a,b[— C une fonction localement intégrable
sur la,bl. On dit que f est intégrable sur la,b[ si , étant donné ¢ €la,b], [ est
intégrable sur la,c] et sur [c,b[. On pose alors

b ¢ b
/ Flt)d = / Flr)di + / F(o)d.
a a C
Cette définition ne dépend pas du point ¢ choisi.

Pour montrer la convergence d’une intégrale, on peut utiliser le critere de Cauchy.

b
Théoreme 69 Soit f : [a,b[— C localement intégrable . L'intégrale généralisée / f(t)dt
a

converge si et seulement si elle vérifie le critere de Cauchy :

/:If(t)dt

On a une assertion analogue si f est localement intégrable sur]a,b).

Ve>0,3V e V(b), xxXecV=— <e
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Démonstration. C’est le critere de Cauchy (théoréme 10) appliqué a la fonction F'(x) =
X
/ f(H)de.O
a

b b
Théoreme 70 Soit f : [a,b[— C. Si/ |f(2)|dt converge, alors / f(@)dt converge.
a a

/ ¥ feyar| <

Démonstration. Cela découle du critere de Cauchy et de 1’inégalité

/

[ 1rwlar o

b b
Définition 58 Si / |f()|dt converge, on dit que / Sf(t)dt est absolument conver-
a a

b b
gente. Si / f(t)dt est convergente alors que / |f(t)|dt ne Iest pas, on dit que
a a

b
/ f(¢)dt est semi-convergente.
a
Donnons maintenant un exemple d’intégrale semi-convergente.

cost
Exemple 29 La fonction g(t) = 7 est intégrable et non absolument intégrable sur

Pintervalle semi-ouvert [1,+oo].

On fixe x € [1,4-oo[ et on intégre par parties :

sint 1 [*sint

t)dt=|— dt.

/g [ } 2
sintr_smx
Vil Vx

—sinl admet pour limite —sinl en oo et I'intégrale

sint
dt
/1 NG

est absolument convergente en oo par comparaison avec une intégrale de Riemann.
On en déduit bien que la fonction g est intégrable sur [1,+oo|.

Pour voir que g n’est pas absolument intégrable sur cet intervalle, on écrit, pour
toutn € N :

La fonction [

[ otz e [Meo
)| dt > / cost| dt.
nm
. 1 . .
En sommant sur n, comme la série ﬁ est divergente, on voit que g n’est pas
n+1)n

absolument intégrable sur [&T,+oo[ et donc pas non plus sur [1,+oo].

Contrairement au cas des séries numériques dont le terme général tend vers O lors-
qu’elles convergent, I’intégrabilité d”une fonction sur [a, 4+oo[ n’implique pas la conver-
gence vers 0 de cette fonction lorsque t — +oo :

Exemple 30 La fonction cost? est intégrable sur [1,4-oo| et ne tend pas vers 0 lorsque
t — oo,
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Soit x € [1,4-o0], alors, par un changement de variables et une intégration par par-
ties, on peut écrire :

/X 2dr * coss 4 sins | N 1 /xz sins
costdt= | —=ds=|—— - .
1 1 2\/5 2\/5 1 4 /1 S\/E

. . . T sins
Le terme tout intégré tend vers O quand x — +oo et 'intégrale généralisée / 7 s
1 SVs
existe puisqu’elle est absolument convergente. On en déduit bien que la fonction cos >
est intégrable sur [1, 40| alors qu’elle ne tend pas vers 0 a I’infini.

Remarque 34 On n’énoncera pas de théoréeme d’intégration par parties ou de chan-
gement de variables dans le cas des intégrales généralisées. On fait I’opération sur les
intégrales de Riemann et on fait tendre x vers b ou a selon le cas comme on a procédé
dans les exemples précédents.

6.2 Intégrales généralisées de fonctions positives

L’absolue convergence impliquant la convergence, I’ étude des intégrales généralisées
de fonctions positives est particulierement importante. Dans ce cas, on pourra utiliser
des techniques de comparaison.

Théoreme 71 Soit f : [a,b[— R localement intégrable sur [a,b] et positive au voisi-
nage de b. L'intégrale |, : f(t)dt est convergente si et seulement si la fonction [ f(t)dt

est majorée.
Démonstration. Si f est positive sur [c,b], la fonction F : [c,b[— R définie par F(x) =

X
/ f(t)dr est croissante. Elle admet une limite si et seulement si elle est majorée. (]
c

Remarque 35 En adaptant les hypotheses du théoréme, on a un résultat analogue sur
la,b).

Remarque 36 Si f est négative au voisinage de b, on étudiera l’intégrale généralisée

b b
/ —f(t)dt qui est de méme nature que / f)de.
a a

Théoreme 72 . Soient f,g : [a,b[— R localement intégrables sur [a,b|. on suppose
qu’il existe ¢ € [a, b tel que pour tout x € [c,b|, on a

— f et g sont positives sur [c,b|

— f<gsurcb|
Alors

b b
a) Si / g(t)dt converge, l'intégrale / f(t)dt est convergente.
a a
b b
b) Si / f(t)drt diverge, Uintégrale / g(t)dt est divergente.
a a

Démonstration. 11 suffit de montrer la premiere propriété, la seconde étant la contra-
posée de la premiere.
Posons :

V€ [e,b], F(x) = /txf(z)dz ot G(x) = /ng(t)dt.
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Alors, d’apres les propriétés de I’intégrale de Riemann, les fonctions F et G sont crois-
santes comme intégrales de fonctions positives et de plus,

Vx € [¢,b], F(x) < G(x).

Si g est intégrable sur [a, b], elle I’est sur [c, b[. La fonction G(x) admet une limite
quand x — b, donc elle est majorée sur [c,b[. Par suite, la fonction F(x) est également
majorée sur [c,b[ et comme elle est croissante, elle admet une limite quand x — b et
ceci équivaut a dire que f est intégrable sur [c¢,b][ et donc sur [a,b[.0]

int
Exemple 31 La fonction f(t) = ls—l:ltz est absolument intégrable sur l'intervalle semi-
ouvert [1,+oo[.En effet
1 1
1)< < .
OIS 1 <

1
L’intégrale de pol existe sur [1,+oo| par la proposition 68 et le théoréme 72. Donc f est

bien absolument intégrable sur [1,+oo].

Proposition 22 Soient f,g : [a,b[— R localement intégrables sur [a,b]. On suppose
qu’il existe ¢ € [a,b] tel que pour tout x € [c,b], on a

— fest positive sur [c,b| et g est strictement positive sur [c,b|

— f = 0(g) au voisinage de b.
Alors

b b
a) Si / g(t)dt converge, I'intégrale / [f(t)dt est convergente.
a a

b b
b) Si / f(t)dt diverge, I'intégrale / g(t)dt est divergente.
a a

Démonstration. Si f =0(g), il existe M > 0 tel que f < Mg sur un voisinage élémentaire
de b. Le résultat découle alors du théoreme 72.01

Remarque 37 Le résultat s’applique en particulier si f = o(g).

Théoreme 73 Soient f,g : [a,b|— R localement intégrables sur |a,b|. On suppose
qu’il existe ¢ € [a, D[ tel que pour tout x € [c,b[, on a

— g est strictement positive sur [c,b]

— f ~ g au voisinage de b.

b
Alors f est strictement positive au voisinage de b. Les intégrales généralisées / f(t)dt
a

b
et / g(t)dt sont de méme nature.
a

Démonstration. Sous les hypothese du théoreme, la fonction f est strictement positive
au voisinage de b. On a f = O(g) et g = O(f).

1

In(cos ;

Exemple 32 La fonction f(t) = 7

2, +ool.

est intégrable sur 'intervalle semi-ouvert

Cette fonction est négative sur [2, +oo[. On va donc raisonner avec la fonction — f.
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. . o . 1
On montre, en faisant un développement limité, que la fonction —In(cos ;) est

1 1
équivalente 2 — en +oo. La fonction — f(¢) est donc équivalente 3 ——— en +oo.
q 212 £() q 212 Int

Oro< sur [2,4-oo[ et cette derniere fonction est intégrable en —oo.

- <
~22Int — 12 o )
En appliquant successivement les théorémes 72 et 73, on obtient que —f et par

suite f également, est intégrable sur [2,4-o].
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Chapitre 7

Suites et séries de fonctions

Dans ce chapitre, K =R ou C. Soit D C K une partie de K. On notera ¥ (D,K) le
K-espace vectoriel des fonctions définies sur D et a valeurs dans K.

7.1 Suites de fonctions

Définition 59 Une suite de fonctions (fy),cy de D dans K est une application de N
dans F (D,K)
(fn):N = F(D,K)
n— f

Définition 60 (convergence simple) Une suite de fonctions (fy,), .y de D dans K converge
simplement vers la fonction f € F (D,K) si, pour tout t € D, la suite numérique (fu(t)),cn
converge vers [(t).

Exemple 33

La suite de fonctions continues définie pour tout 7 € [0, 1] par

converge simplement vers la fonction discontinue f : [0,1] — R égale a 0 sur [0, 1] et
telle que f(1)=1.

Exemple 34

La suite de fonctions dérivables définie pour n > 1 et pour ¢ € [0,7/2] par

sinnt

fult) = ik

converge simplement vers la fonction 0.
En revanche, la suites des dérivées

ncosnt

ne converge pas vers 0 qui est pourtant la dérivée de la limite des (f;;)nen-

= \/ncosnt,

65



66 CHAPITRE 7. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

Exemple 35

La suite de fonctions définie par f,(¢) = nt(1—t?)" pour tout t € [0, 1] converge sim-
plement vers la fonction nulle. Par contre,

n
2n+2

1
0

/Olfn(t)dt :n/ 1(1—1%)"dt =

Cette suite converge vers 1/2 qui n’est pas égal a I’intégrale de la limite des (f;;)neN
sur [0, 1].

La convergence simple ne préserve pas les propriétés des f;,. On introduit donc une
notion de convergence plus forte.

Notation : Si f: D — K, on pose || f ||ep= sup,ep|f(x)| € Ry. Cet élément
s’appelle la norme infinie de f.

Définition 61 (convergence uniforme) Une suite de fonctions (f,),cx de D dans K
converge uniformément vers la fonction f € F(D,K) si la suite (|| fo— f ||=.D)
tend vers 0 lorsque n tend vers +oo. Mathématiquement, cela s’écrit :

neN

Ve >0,3ng € N,n > ng = (Vt € D,|f,(t) — f(t)| <€)

Remarque 38 Si la suite de fonctions (f,)nen converge uniformément vers f, alors
elle converge simplement vers f.
Démonstration. Cela découle de ’inégalté, pour ty € D :

[falto) = ft0)] < sup|fule) = f(1)]-

Sisup,cp | fu(t) — f(t)] tend vers O quand n — oo, alors, pour tg fixé dans D, f,(to) — f(to)
tend vers 0.1

La réciproque est fausse comme le montre le contrexemple suivant. La suite de
fonctions de I’exemple 33, f,(t) = t" pourt € [0,1] converge simplement vers la fonc-
tion f telle que f(t) =0sit € [0,1[ et f(1) = 1.

Or sup,cio 17| fu(t) — f(2)| = sup,c(o 1 |t"| = 1 ne tend pas vers 0 quand n — +oo
donc cette suite ne converge pas uniformément sur [0, 1].

Remarque 39 Si D' C D, on a les inégalités 0 <|| fo — f ||y <|| fn — [ ||so,p- Ainsi,
si la suite (f,),cn converge uniformément vers f sur D, elle converge uniformément
vers f sur D'. La réciproque est fausse

Théoreme 74 La suite de fonctions (f,),cy de D dans K converge uniformément sur
D si et seulement si elle est de Cauchy uniforme :

Ve>0, dngeN telque p,q>no==||fp— fyllop <€
Démonstration. i) Supposons que ( f;)qen converge uniformément vers f sur D. Alors :
Ve>0,dNeNtelquen>N=VieD, |f,(t)— f(t)] <e.

D’ou

P.g=N=VreD, [fp(t) = fo(t)| < 1fp(0) = F(O)] + [ fyt) = f(1)] < 2e.
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On a donc bien le critere de Cauchy uniforme.

Réciproquement, si
ve>0,3NeNtelque p.g>N=VreD, |f,(1)— f(t)| <=,

pour ¢ € D fixé, la suite de nombres (f,(7))nen est de Cauchy dans K, donc converge
vers un nombre f (). Dans le critére de Cauchy, on peut alors faire tendre g vers +o et
on obtient :

Ve>0,3INeNtelque p>N=VreD, |f,(t)— f(t)| <e.
Ceci montre que la suite (f;,),en converge uniformément vers f.

Théoreme 75 Soit (f,),cy une suite de fonctions de D C R dans K. Soit ty € D. On
suppose

— (i) Pour tout n € N, la fonction f, est continue en t,

— (ii) la suite de fonctions (fy),cn converge uniformément vers f € F(D,K)
alors f est continue en a.

Démonstration. Puisque la suite (f,,),en converge uniformément vers f, on a :

Ve>0,3INeNtelquen>N= VieD, |f,(t)— f(t)| <

Wl m

€ > 0 étant fixé, la continuité de la fonction fy en #o nous permet d’écrire :

In>0telque |[r—to| <n=|fw(t)— fv(to)| <

W] m

Pour tout r € D, on peut alors écrire :

|f(t) = fto)| = [f(t) — fn(t) + fn(t) — fn(to) + [ (to) — f(t0)]
<|f@) = v+ v ) — fn(to)| + | fn(to) — f(t0)]-

Donc si |t —fp| <m, ona

e € €
\f(’)—f(t0)|§§+§+§=3-

Ceci prouve la continuité de f en #y.L]

Corollaire 76 Soit (f,),en une suite de fonctions définies sur un domaine D et qui
converge uniformément vers une fonction f sur D. Si pour tout n € N, f,, est continue
sur D, f est aussi continue sur D.

Théoreme 77 Soit (f,),cy une suite de fonctions de |a,b] (a < b) dans K. On suppose
— (i) Pour tout n € N, la fonction f, est continue sur [a,b]
— (ii) la suite de fonctions ( f),cr converge uniformément vers f € F ([a,b],K)

b
alors f est continue donc intégrable sur [a,b]. De plus, la suite numérique < / fu (t)dt)
a neN

b
converge vers / F(0)dte.
a



68 CHAPITRE 7. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

Démonstration. En utilisant les propriétés des intégrales, on a la suite d’inégalités sui-

vantes
(t)dt—/bf(t)dt =

Le théoréme en découle.

[ ()= )t < [ 10~ 10kt < G- flhag

Remarque 40

Le théoreme 77 est faux sur un intervalle de longueur infini. Considérons par exemple
—nt

la suite de fonctions < ) définie sur R, . Elle converge uniformément vers
n>1

1 ~+o0 e—nt
= —. Pourtant la suite / est
nollg e N 0 n

constante égale a 1 et ne converge donc pas vers 0.

e—nt

la fonction nulle sur R car

Théoreme 78 Soit I un intervalle de R et soit (f,),c une suite de fonctions de classe
C! sur I. On suppose
— (i) il existe a € I tel que la suite numérique (fy(a)),cn converge.
— (ii) la suite de fonctions (f}) converge uniformément vers une fonction g sur
1
Alors
— la suite de fonctions (f,), converge simplement vers une fonction f dérivable
sur I et telle que ' = g.
— La suite (f,) converge uniformément vers f sur tout segment (o, B] inclus
dans I.
En fait la fonction f est de classe C'.

Démonstration. : Comme les f, sont de classe C!, les f! sont continues. La suite
(f3)nen convergent uniformément vers g, la fonction g est continue, donc intégrable.
On pose [, = liT fn(a) et on définit f : I — K comme suit

n—y—+oo

X
Vxel, flx)=1, +/ g(t)dt
Comme g est continue, f est de classe C'. La fonction f;, étant de classe C', on a

1) = fola) + [ futerar

On a fu(x) — f(x) = fula) — L, + /X(f,'l(t) — f(t))dt. En utilisant les propriétés de

a
I’intégrale de Riemann (en particulier la remarque 28), on en déduit la suite d’inégalités :

[fn(x) = f(x)]

IN

@)= 1@+ | [ 1s0) 0] at

|ﬁm>Aﬂwulnnmem\
(@)~ F@)] + el x 17 gl

On voit que la suite de fonctions (f},), . converge simplement vers f.

IN

IN
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L’ensemble
{lx—al|x € [o,B]}

est borné. On notera M une borne de cet ensemble.

1f = Falloap) < [fala) = f(a)| +M]|f;, — ]

0,D
On en déduit que (f,), converge uniformément vers f sur [0, B].

Remarque 41 Le théoreme 78 reste vrai si les f, sont seulement dérivables (la fonc-
tion f est alors seulement dérivable) mais sa démonstration est plus compliquée (voir

[1]).

Remarquons que la convergence uniforme de la suite de fonctions ne suffit pas a assurer
la dérivabilité de la limite :

Li12
.y
, qui n’est pas dérivable en 0.

Exemple 36 La suite de fonctions dérivables f,(t) = (t2 + , n> 1 converge

t

uniformément sur R vers la fonction

En effet, pour toutf € Rona:

1 1
< (24 N2 < ||+ =,
lt] < ( +n2) _||+n

1
vieR, |fult) — < .

Cette inégalité implique la convergence uniforme de la suite (f})en vers la fonc-
tion |¢.
D’apres le théoreme 78, la suite des dérivées ne converge pas uniformément sur R.

7.2 Séries de fonctions

Définition 62 Soit (U,), o une suite de fonctions de D dans K. La série de fonctions

de terme général U, (notée Y~ Uy ou plus simplement ) U,) est la suite de fonctions
n
des sommes partielles | s, = Z Ui

k=0 neN

Définition 63 (convergence simple) On dit que la série de fonctions Z U, converge

n>0

simplement sur D et a pour somme s : D — K si, pour tout x € D, la série numérique
o0

Z U, (x) converge et a pour somme s(x). La fonction s est notée s = Z Up,.

n>0 n=0

Remarque 42 [a série de fonctions Z U, converge simplement sur D si la suite de ses
n>0
n
sommes partielles (s,, = Uk> converge simplement sur D.
0 neN

k=

Exemple 37
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(i) La série de fonctions continues définie pour tout ¢ € [0, 5] de terme général

u,(t) = sin’tcos"r,
converge simplement et a pour somme la fonction s, discontinue en 0, telle que :

)
sin“t T
t) =——— sit€)0,=
s(t) 1 —cost sit €] 2]
s(0) =0.

(ii) La série de fonctions Zz”de C dans C converge simplement sur D(0,1) ={z €
n>
1
C | |z| < 1}. Sa somme (définie sur D(0, 1)) est la fonction T

1) B
(iii) Considérons la série de fonctions Z Q
= Ln (x+n)

des séries alternées, elle converge simplement sur R, .

de R dans R. Par le critere

Les notions introduites sur les suites de fonctions s’appliquent a la suite des sommes
partielles d’une série de fonctions.

Définition 64 (convergence uniforme) On dit que la série de fonctions Z U, de terme
n>0

général U, : D — K converge uniformément sur D si la suite de fonctions de ses sommes

partielles converge uniformément sur D.

Proposition 23 La série de fonctions Z U, de terme général U, : D — K converge
n>0
uniformément sur D si et seulement si
(i) La série de fonctions Z U, de terme général U, : D — K converge simplement
n>0
sur D
et

~+oo
(ii) ngrfm [|Rn||oo.p = 0 011, pour tout x € D, Ry(x) = ,,;H Uy (x) est le reste de la
série numérique Y. U, (x).

Démonstration. La série de fonctions Z U, de terme général U, : D — K converge

n>0
~+oo
simplement sur D vers Z U, (x). Par ailleurs, notons s, la somme partielle de Y U,,. On
n=0

a

n +o0
VxeD, sy(x)= Z Upy(x) et (s—su)(x)= Z U,(x).0
p=0 p=n+1

1)
Exemple 38 Reprenons [’exemple de la série de fonctions Z Q de R, dans
= Ln(x+n)

R. Nous avons vu qu’ elle converge simplement sur R.. Pour x € R, la série numérique
(="
=5 Ln(x+n)
1
Lon(x+n+1)
converge donc uniformément sur R,..

étant alternée, son reste d’ordre n est majoré en valeur absolu par

. . (—1)"
. La série de fonctions Z

.Onadonc||Ry|ler, < ———— 7
1Rl Ln(n+1) & Lo(x+n)
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Théoreme 79 (Critere de Cauchy uniforme) La série de fonctions Y U, définie sur D
et a valeurs dans K converge uniformément si et seulement si elle vérifie le critére de
Cauchy uniforme

Ve>0, dnpeN, n>ny et reN= ||Upp1+Upi2+ +Upr|[wp <&

Démonstration. ¢’estune conséquence directe du critere de Cauchy uniforme appliqué
a la suite de fonctions des sommes partielles. [J

La convergence uniforme n’est pas facile a vérifier sur les séries de fonctions car
on n’a pas toujours une majoration de ||Ry||,p, la norme infinie du reste d’ordre n. On
a souvent recours a la notion de convergence normale.

Définition 65 Soit YU, la série de terme général U, : D — K. On dit que la série de
fonctions Y. Uy, converge normalement sur D si la série numérique Y, ||Uy || p converge.

Théoreme 80 Soir Y U, la série de terme général U, : D — K. Si la série de fonctions
Y U, converge normalement sur D, alors elle converge uniformément sur D.

Démonstration. On peut écrire :

P P
sup| Y wi(t)| < Y suplui(r)].

teD |ji=g+1 i=q+11€D

Si la série numérique de terme général sup, ., |u,(¢)| converge, elle vérifie le critére
de Cauchy et I’inégalité ci-dessus prouve que la série de terme général u, vérifie le
critere de Cauchy uniforme. Donc elle converge uniformément sur D.[]

Remarque 43 La réciproque de cette propriété est fausse : la série de fonctions de
(="

terme général u,(t) = P n > 1, est uniformément convergente mais non norma-
n

lement convergente sur [0, 1].

En effet, cette série de fonctions n’est pas normalement convergente car

—1)

n—+t

Hun||oo,[o,1] = sup
t€[0,1]

et cette série numérique est divergente. Elle est uniformément convergente car son

Ri()| < — 0 <1
nt “n+l4+x " n+1°

reste d’ordre n en x vérifie I’ingalité

Les résultats vus sur les suites de fonctions s’appliquent aux séries de fonctions.
Il sont d’autant plus intéressants qu’ils permettent d’obtenir des informations sur la
somme d’une série de fonctions (qu’on ne sait presque jamais calculer).

Théoreme 81 Soit Y U, la série de terme général U, : D C R — K. Soit a € D. On
suppose
— (i) Pour tout n € N, la fonction U, est continue en a,

— (ii) la série de fonctions Y U, converge uniformément vers s = Z U, € F(D,K)
n=0
alors s est continue en a.
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Démonstration. C’estune conséquence du théoreme 75 appliqué a la suite de fonctions
des sommes partielles. [J

Théoreme 82 Soitr YU, la série de fonctions de terme général U, : [a,b] — K. On
suppose
— (i) Pour tout n € N, la fonction U, est continue sur [a, D]

— (ii) la série de fonctions Y, U, converge uniformément vers s = Z U, € F([a,b],K)
n=0
alors s est continue donc intégrable sur [a,b]. De plus, on a

ey b b [+
n;)(/a U,,(t)dt> :/a s(t)dr:/a (;%m(:)) dt.0]

Démonstration. C’est une conséquence du théoreme 77 appliqué a la suite de fonctions
des sommes partielles. [

Exemple 39
On considere la série de fonctions de terme général u,(r) = (—1)r*". elle converge

simplement sur | — 1, 1 et normalement sur [—r, ] pour r € [0, 1[. D’apres le théoreme
précédent, on a donc, pour tout x €] — 1, 1] :

+oo 2l e e o x too .y * o dt
—1) = /—I’t’dt:/ -1t dt = = arct .
L5 =E ), L LD o = wetan()

Théoreme 83 Soit I un intervalle de R et soit YU, la série de terme général
U, : 1 = K. On suppose

— (i) pour tout n, la fonction U, est de classe C' sur I

— (ii) il existe a € I tel que la série numérique Y U, (a) converge.

— (iii) la série de fonctions Y. f, converge uniformément vers une fonction
—+oo

g= Z U, surl
n=0
Alors
— la série de fonctions YU, converge simplement vers une fonction
s= Z U, € F (I,K) dérivable sur I et telle que s' = g.
n=0
— La série YU, converge uniformément vers s sur tout segment (o, B] inclus
dans I.
On a donc

/
Yu | =)Yu.
n=0 n=0
En fait la fonction s est de classe C.

Démonstration. : C’est une conséquence du théoreme 78.

Exemple 40 Soit 0 < r < 1 et I = [—r,+r]. On considére la série de fonctions définies
tn+l

sur I, de terme général uy,(t) = T
n
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La série numérique de terme général u,(0) converge (c’est la série nulle!) et la

série des dérivées de terme général 1 converge normalement donc uniformément sur /.
+oo n+1

La somme s(1) = ) 7 est donc dérivable et sa dérivée vaut :
n=0
' & 1
t)= "= —.
s (1) Z, =1
n=0
+oo tn+1
Comme 5(0) = 0, on en déduit que s(¢) = Z =—In(1—1).

nzOn—H
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Chapitre 8

Séries trigonométriques

Ce chapitre a été rédigé par Sylvie Delabriere.

8.1 Définitions et convergence

Les séries trigonométriques sont des séries de fonctions d’une variable réelle ¢,
d’une forme particuliere.

Définition 66 Soient (ay),cn ef (by)nen deux suites de scalaires, réels ou complexes.
Une série trigonométrique est une série de fonctions de terme général :

uy(t) = ay cosnt + b,sinnt.
Puisque sin0 = 0, on peut supposer que by = 0.
En utilisant les fonctions ¢™ et e~ on a une autre représentation de ces séries :
Proposition 24 Le terme général d’une série trigonométrique s’écrit :

int

up(t) = coetVn > 1, uy(t) = c,e™ +c_pe™™,

an —iby _aptiby,

co=apetVn>1,c,= 5 , Cp = 5

Démonstration. On écrit e™ = cosnt + isinnt et e~ " = cosnt — isinnt. D’oll en rem-

plagant: ¢, +c_, =ay etc, —c_, = —ib,.
Nous utiliserons plutdt 1’écriture exponentielle qui donne des calculs plus simples.
Notations : Nous conviendrons de noter
(Cneint + c,ne_im),
une série trigonométrique définie par son terme général :

M()(t) =coetVn>1, un(t) = Cnei”’ —‘rc,ne_"”’,
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11 faut remarquer que I’entier n = 0 ne joue pas le méme rdle que les autres entiers.

Dans les chapitres précédents, nous avons déja rencontré des cas de convergence
des séries trigonométriques :

Proposition 25 1) Si les séries numériques de terme général c, et c_, sont absolu-
ment convergentes, la série trigonométrique de terme général (c,e™ +c_,e~™) est
uniformément convergente sur R.

2) Si les suites (cp)u>1 €t (c_n)u>1 Sont positives décroissantes et si elles convergent
vers 0, la série trigonométrique de terme général (c,e™ + c_,e~™) converge unifor-
mément sur tout intervalle de la forme [2kn+0,2(k+ 1)t —0), onk € Z et 0 < ot < T.

Démonstration. 1) Si les séries numériques de termes généraux c, et c_, sont absolu-
ment convergentes, on écrit :

Vn>1,VteR, |u,(t)] < |eal+ |cnl.

La série de terme général u, est donc normalement convergente sur R et donc unifor-
mément convergente sur R.

2) On va utiliser la transformation d’ Abel (théoréme 33 ) :
On commence par majorer pour tout n € N, les termes

Z el et A, ( Z e

sur U'intervalle [2kn+ o, 2(k+ 1)t — 0] ol k € Z et 0 < o0 < T sont fixés :

)= § i L= ¢ sin(n 4 1)5
= 1—ef el sing
On en déduit que pour ¢ € [2kn+ o, 2(k+ 1)T— o,
1 1
M) € < L
" |sing| ~ [sin]

De la méme fagon, on obtient aussi : V¢ € [2kn+ o, 2(k+ 1) — o],

1
|sing|”

[An(=1)| <

On vérifie le critere de Cauchy uniforme (théoreme 79) pour la suite des sommes
partielles (s,)neny de la série de terme général u,, en écrivant : pour tout
t € 2kn+o,2(k+1)t—0l,

[
7=
£
<
=

I
g
—

Sq(l‘) _Spfl (t) mt +ec_ ne mt)

i
<
3
Il
<

|
M-

[(An = An—1)(t)en + (An — An1)(=1)c—n]

o« Z 8.1
= Z [An(t)en+An(—t)c—n] — Z [An—1(t)en+An—1(=t)c—n]
n=p n=p
=A, t)cq1—|—A g(—t)c—g—A,_ 1(t)fp—Ap,1(—t)c,p
q

+ Z [An(t)(cn - Cn+l)} =+ Z [An(*t)(cfn 76,(n+1))] .
n=p

n=p
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D’ou I’on déduit que :

q q—1
Y wa(t)| < |Ag(1)|cq+1Ap-1(D)|cp+ Y |An(D)] (cn — cas1)
n=p n=p

- (8.2)
+lAg (=0 cg +1Ap 1 (=0 c—p+ Y |An(=1)] (c-n = c_ny1))-
n=p

Donc pour tout 7 € [2kn+a,2(k+ 1)m — o,

d 1

Y u(t)| < sin| [(ep+eq)+(cptecg)+(cp—cg)+(cp—cg)]

n=p 2 (83)
_ 2eptep)
=

Ce dernier terme tend vers 0 par hypotheése. La suite des sommes partielles de la
série de terme général u, est uniformément de Cauchy sur Uintervalle [2km+ o, 2(k +
1)n — a] et donc convergente, ce qui veut bien dire que la série de terme général u,
converge uniformément sur cet intervalle.

Les résultats de la proposition 25 ont des analogues pour la représentation des séries
trigonométriques avec les fonctions cosnt et sinnt :

Proposition 26 (i) Si les séries numériques de termes généraux a, et b, sont absolu-
ment convergentes, la série trigonométrique de terme général (a, cosnt + b,sinnt) est
uniformément convergente sur R.

(ii) Si les suites (ay)y>1 et (by)n>1 sont positives décroissantes et si elles convergent
vers 0, la série trigonométrique de terme général (a,cosnt + bysinnt) converge uni-
Sformément sur tout intervalle de la forme [2kn+0,2(k+1)n—al, ok €Z et 0 < <
TT.

sinnt cosnt

Exemple 41 (i) Les séries de termes généraux —— et ——— sont uniformément
n n

convergentes sur R.
cosnt

(ii) La série de terme général converge uniformément sur tous les intervalles

n
de la forme [2kn+ o, 2(k+ 1)t — o, 0 < o < . Elle converge donc simplement sur
R —2nZ. On vérifie aisément qu’elle ne converge pas simplement sur R tout entier,

voir par exemple en't = (.

.. . sinnt
(iii) La série de terme général

converge uniformément sur tous les intervalles

de la forme [2kn+ o, 2(k+ 1)t — o, 0 < o < . Elle converge donc simplement sur
R —2ntZ. On vérifie aisément qu’elle converge simplement sur R tout entier.

8.2 Continuité, dérivation et intégration de la somme

Théoreme 84 (i) Si les séries numériques de termes généraux c, et c_, sont absolu-
ment convergentes, la somme de la série trigonométrique de terme général

(Cneint + C_neiim)

est continue sur R.
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(ii) Si les suites numériques (cp)nen et (C_n)neN sont positives décroissantes et si
elles convergent vers 0, la somme de la série trigonométrique de terme général

(Cneint 4 C,ne_im)
est continue sur R — 2nZ.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition 25 et du théoreme
81.0J

Théoreme 85 Si les séries numériques de termes généraux nc, et nc_, sont absolu-
ment convergentes, la somme de la série trigonométrique de terme général

(Cnemt + cinefmt)
est dérivable sur R et sa dérivée est la somme de la série de terme général
7int)

(incp,e™ —inc_ne

Démonstration. Par le théoréme 21, I’hypothése entraine en particulier que les séries
numériques de termes généraux c, et c_, sont absolument convergentes. Les séries
trigonométriques de termes généraux (c,e™ +c_,e ") et (nc,e™ + nc_,e™) sont
donc toutes les deux normalement convergentes sur R et on peut appliquer le théoreme
83.0

Théoreme 86 Si les séries numériques de termes généraux c, et c_, sont absolument
convergentes, alors la série trigonométrique de terme général

t . .
|:/0 (Cnems —&-C_,leilm)ds

est convergente sur R et a pour somme
AR ,
/ Z (cne™ +c_pe” ™) | ds.
0 [2=0

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoreme 82, puisque, sous cette hypothese, la
série trigonométrique de terme général (c,e™ +c_,e~ ") est normalement convergente
sur R.[J

On a bien entendu des résultats analogues pour la représentation des séries trigono-
métriques avec les fonctions cosnt et sinnf :

Théoreme 87 (i) Si les séries numériques de termes généraux a, et b, sont absolument
convergentes, la somme de la série trigonométrique de terme général

(ay cosnt + bysinnt)

est continue sur R.
(ii) Si les suites numériques (an)uen et (bn)nen sont positives décroissantes et si
elles convergent vers 0, la somme de la série trigonométrique de terme général

(ay cosnt + bysinnt)

est continue sur R — 2nZ.
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Théoreme 88 Si les séries numériques de termes généraux na, et nb, sont absolu-
ment convergentes, la somme de la série trigonométrique de terme général (a, cosnt +
bysinnt) est dérivable sur R et sa dérivée est la somme de la série de terme général
(—naysinnt +nb, cosnt).

Théoreme 89 Si les séries numériques de termes généraux a, et b, sont absolument
convergentes, alors la série de terme général

!
[/ (aycosns + bysinns) ds
0

est convergente sur Ret a pour somme

r [ 4o
/ Z (aycosns+ bysinns) | ds.
0 |n=0

8.3 Développement en séries trigonométriques

Poser le probleme du développement d’une fonction f donnée en série trigonométrique,
c’est étudier I’existence d’une série trigonométrique dont f est la somme. Ce probleme
est difficile et nous n’étudierons ici que des solutions tres partielles.

Etudions d’abord la somme d’une série trigonométrique normalement convergente :
Proposition 27 Supposons les séries numériques de termes généraux c, et c_, abso-
lument convergentes et soit s la somme de la série trigonométrique de terme général

(cne™ +c_ne™ ™). Alors :
(i) La fonction t — s(t) est périodique de période 2.
2

Tc .
(ii) Pour tout k € Z, 2mcy = / s(l)e_’kt dt.
0

Démonstration. La propriété i) est évidente.

Pour démontrer la propriété ii), on commence par calculer, pour tout p,q € Z :

n . elpta)t o
p—l—q#O,/ et dt = =0
0 p+q 0 (8.4)
2 . 2n
p+q=0, / eretdr = dt = 27.
0 0

On multiplie alors le terme général de la série trigonométrique par ¢ ou e,
n € N et en vertu du théoréeme 86, on peut I’intégrer terme a terme. Le calcul précédent
donne le résultat immédiatement.[]

Corollaire 90 Supposons les séries numériques de termes généraux c, et c_, abso-
lument convergentes et soit s la somme de la série trigonométrique de terme général
(cneins + C_neiim).

Si la fonction t — s(t) est paire sur R, alorsVn €N, c_, = ¢,

Si cette fonction est impaire sur R, alorsVn € N, c_, = —c,,.

Montrons les propriétés analogues pour la représentation des séries trigonométriques
a I’aide des fonctions cos et sin :
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Proposition 28 Supposons les séries numériques de termes généraux a, et b, abso-
lument convergentes et soit s la somme de la série trigonométrique de terme général
(ay cosnt + bysinnt). Alors :

(i) La fonction t — s(t) est périodique de période 2.

21 21
(ii) Pour tout n € N*, ma, = / s(t)cosnt dt et b, = / s(t)sinnt dt.
o 0 0
(iii) 2may = / s(t)dr.
0

Démonstration. La propriété i) est évidente.

La propriété ii) est une conséquence du calcul suivant :
Nous avons vu que, pour tout p,q € Z :

21,
/ e Prat gy = omy,
0

Rappelons que §, , =0sip+g#Oet=1sip+g=0.

Supposons maintenant que n et m sont deux entiers naturels non nuls et écrivons
cette égalité pour les couples (n,m) et (n,—m) :

2n
/ [(cosnt cosmt — sinntsinmt) + i(sinnt cosmt + cosntsinmt)] dt = 218, _,, = 0,
0

car m+n # 0.

2n
/ [(cosnt cosmt + sinntsinmt ) + i(sinnt cosmt — cosntsinmt)] dt = 21, 1,
0

et cette expression vaut O dés que n # m.

En séparant les parties imaginaires et les parties réelles puis en faisant successive-
ment des sommes et des différences, on trouve :

21 21
/ cosntcosmt dt = / sinntsinmt dt = 0 si n # m,
0 0
2n 5 2n .5
/ cos” nt dt :/ sin“ntdt =T, (8.5)
0 0

21
/ cosntsinmt dt = 0 pour tout n,m € N*.
0

On multiplie alors le terme général de la série trigonométrique par cosnt ou sinnt et
en vertue du théoreme 86, on peut I’intégrer terme a terme. Le calcul précédent donne
le résultat immédiatement.

La propriété iii) est immédiate en intégrant terme a terme de 0 a 27 la série trigo-
nométrique de somme s, ce que 1’on a le droit de faire d’apres le théoreme 86.01

Corollaire 91 Supposons les séries numériques de termes généraux a, et b, absolu-
ment convergentes et soit s la somme de la série trigonométrique de terme général
(a, cosnt + bysinnt).

Si la fonction t — s(t) est paire sur R, alorsVn € N, b, =0

Si cette fonction est impaire sur R, alors Vn € N, a,, = 0.
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Démonstration. Supposons par exemple s paire.
Dans ce cas, la fonction ¢ — s(¢)sinnt est impaire pour tout n € N. Par périodicité,
on peut écrire :

21 +n
b, = / s(t)sinnt dt = / s(t)sinnt dt = 0.
0

-7

La démonstration est analogue pour le cas impair.[J

Nous pouvons maintenant définir la série de Fourier d’une fonction périodique :

Définition 67 Soit f une fonction définie sur R, périodique de période 2w, intégrable
sur [0,27). On appelle série de Fourier de f et on note SF(f) la série trigonométrique
de terme général

(Cneint + c,nefim%

respectivement :
(ay cosnt + bysinnt),

out les coefficients , appelés coefficients de Fourier de f sont donnés par la formule :
21 .
VneZ, 2nc, = ft)e ™ dt,
0

respectivement :

21 21 21
Ta, = f(t)cosnt dt , b, = f(t)sinnt dt |, 2may = f(t)ds.
0 0 0

En utilisant les calculs précédents, on obtient immédiatement :

Proposition 29 Soit f une fonction définie sur R, périodique de période 2m, intégrable
sur [0,27) et (cpe™ +c_,e”™) = (a,cosnt 4 b,sinnt) sa série de Fourier.

Si la fonction f est paire sur R, alorsVn €N, b, =0et c_, =c.

Si f est impaire sur R, alorsVn €N, a, =0 et c_, = —cp.

On peut établir un dictionnaire entre “fonctions 2x-périodiques” et coefficients de
Fourier. Donnons par exemple la proposition suivante.

Proposition 30 Dans cette proposition les coefficients de Fourier d’une fonction g :
R — C localement intégrable et 2m-périodiques sont notés c,(g).
1) Soit f : R — C périodique, de classe C'. Pour tout n €N, on a c,(f") = inc, (f).
2) Soit f: R — C continue. Soit a € R : on définit la translatée de f par a

W (f):R —- C
x = fla+x)

On a, pour tout entier n, ¢, (Ta(f)) = e“cy(f).

Démonstration. Pour démontrer 1), on fait une intégration par parties. Pour démontrer
2), on fait un changement de variables. L.
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Nous allons étudier un cas de convergence des séries de Fourier. Donnons d’abord
une notation :

Notation Soit f une fonction définie sur R et soit 7y € R.
Si la limite de f(¢) existe quand t — fy par valeurs supérieures, on notera

flto+0)= Tlim f(z).

t—to,t>1

De méme, si la limite de f(¢) existe quand r — fy par valeurs inférieures, on notera

flo—=0)=lim f(z).

t—t0,t<tg

On a besoin d’un lemme :

Lemme 4 (lemme de Riemann-Lebesgue) Soit f une fonction intégrable sur un inter-
valle [a,b]. Ona :

b , b
lim /f(t)e’hdt: lim /f(t)sin?»tdt lim /f t)cosAt dt =

[A|—=+eeJa [A|—=+eoJa [A]—=-o0

Démonstration. Supposons d’abord la fonction f en escalier, c’est-a-dire qu’il existe
un découpage de I'intervalle [a, ], tel que a = ap < a; < --- < ax = b et f soit constante
égale a o sur chaque intervalle |a;,a;;1[. On peut alors écrire :

b k a; k 17\.(1 il _ 17\0
it Jj+1 it J J
ft)edr = oc-/ eMdt=) a - .
[, [ = $0, 2

l
b
/ l?d drl <
a

b
lim [ f()eMdt=0.
[AM—=+eJa

Z’M

Ce qui prouve bien que

Si f est intégrable sur [a, b], pour tout € > 0, il existe des fonctions en escalier @ et
1 sur [a, b] telles que

l\)\m

v e [a,b], (1)~ 9] <m() et/n

On peut alors écrire :

[ rrai= [ owears [0 -g)ea

D’ou :
/bf(f)e’“df < /b(P(t)emdt b[f(f)*(P( 1)) e™ dt
a ab A
< / o(1)e™ di +/ |f(t)—o(t)| dt (8.6)
< / " o(t)e™ di| + & +=.
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Comme @ est en escalier, d’apres la premiére partie de la démonstration, il existe
A > 0tel que si A > A, alors
€
<=,
2

/b(p(t)e”" dt

a

On en déduit que pour A > A,

<€,

/bf(t)e"“ dt

ce qui montre bien que

b
lim / f(t)e™ dr = 0.
a

A= +oo
Les cas des fonctions sinAs et cos Az se traitent de la méme fagon.

Avant d’énoncer le théoréeme principal, on peut citer un corollaire de ce lemme :

Corollaire 92 Soit f une fonction définie sur R, périodique de période 2T et intégrable
sur [0,2m), alors les suites (cp)nen et (c—n)nen [respectivement (a, )nen et (bp)nen] de
ses coefficients de Fourier convergent vers 0 quand n — oo,

Voici maintenant le théoréme de Dirichlet :

Théoreme 93 Soir f une fonction définie sur R, périodique de période 2w, intégrable
sur [0,2x]. Soit ty € R tel que :
(i) f admet une limite f(to+) a droite de ty et une limite f(to—) a gauche de t.
(i1) Les limites tim L0TW 0040 o flloth) —ft=0)
h—0,h>0 h h—0,h<0 h
alors la série de Fourier de f converge au point ty et a pour somme

existent

2 [Fto-+0)+ (1o~ 0)].

En particulier si f est continue et dérivable en to alors la série de Fourier de f converge
au point ty et a pour somme f(ty).

Démonstration. Pour tout n € N, on pose
n . . +n .
1 —L ]I 1
Sato) = co+ Y, [cje” +c_je 0] =Y cjel,
j=1 j==n

ou les coefficients c¢; pour j € Z sont les coefficients de Fourier de la fonction f.
D’apres la définition 67, on peut écrire :

o n
Sult0) = Y, & (;n / e—’ﬂf(r)dr)

j=n

n [ 4n iy S
_ %/0 ( Z eljl()el]lf(t)> dt — %/0 [Z el.)(tot)] f®)dt (8.7

j==n j==n

1 2n—1g +n i
- ﬁ/fto Z ¢

j=n

flto+u)du,
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ou I’on a effectué le changement de variable u =t — 1.
Comme la fonction a intégrer est périodique de période 27, cette intégrale est en-
core égale a :

27\: +n +TE +n
Sn(t0) / Z e~ f(to 4 u) du / Z e~ f(tg +u) du.

j==n J==n
+n B
Comme dans la proposition 67, on peut calculer la somme Z e "
j=—n
pour u € 277,

+n B
Y eVt =2n+1,

j=—n

pour u ¢ 2nZ,
+n 2n 1 (2n+1)iu
iy . . . —e
Ze iju — lnuzelku:e inu i
1—e
e “on, e i), (8.8)
n+1) . n+l) . n+ 2 N
iu ,— iu iu n+1
_ i 2 Mem T2 M _e 2 _sin¥

i iu i

ez e~ —e2 siny

On remarque que
' sin 2n2+1
2n+1=lim ——=—,
u—0 sz

donc les deux expressions de cette somme coincident en u = 0.

1
Si la fonction u — ]‘((')74;14) était intégrable, on pourrait appliquer le lemme 4 et
S

ink
2

cela nous permettrait de conclure que S, (#y) converge vers 0 quand 7 tend vers +oo. En

général, sous les hypotheses du théoréme, ce n’est pas le cas et nous devons considérer

la fonction

. flto+u)—flto+0)  flto+u)—f(to+0) u
sin o u sing’

qui elle, est continue en 0 par hypothese et donc aussi intégrable sur [0, Tt].
En appliquant le lemme 4, on obtient que

/ f(to+u)— f(to+0) sin 2n+1 = 0.
n—>+oo sm2 2
Or
2 1 T R .

/ fto+0 . 2n+ udu :/ f(tO_H))(Z el]u> du

sm2 2 0 =

</ in (8.9)
ﬂm+®%;<2:€w>dunﬂm+®.
j=—n

On en conclut donc que

. f fo+u) . 2n +1
lim
n—s+oo s1n2 2

udu=mnf(fn+0).
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De la méme fagon, on montre que

O f(to+u) sin2n+1

A int 5 wdu=nflto=0).
Donc |
LAm S(t0) = 5 [f(to+0) + f (10 —0)] .

Exemple 42 (i) Soit f la fonction de période 21 sur R définie par :
£(t) = 1 pourt €0,7, £(t) = —1 pourt €] — 1,01, £(0) = f(x) = f(—) =0,
Alors
4 £ sin(2n+ 1)t
SF H=-=-) ———=
SFOI0 =2 &
(ii) Soit g la fonction de période 21 sur R telle que g(t) = |t| pour || <.
Alors,

T
[SP())) =5~
(iii) Soit h la fonction de période 27 sur R telle que h(t) = t* pour |t| < 7.
Alors,
t
[SF(h)(1) = = +4 Z “cosn

Ces trois fonctions vérifient les hypotheses du théoréeme de Dirichlet en tout point
t € Retdansles troiscas,onaVt €¢ R :

SLA0) 47~ 0)] = £(1), 3 [g(0-+0)+g(t ~0)|=g(t) , 5 [h(e +0)+ k(e ~0)] = h(e).

Donc :
4 ¥ 2n+1
R, f(t) = Z

Vi €R, f(t) =[SF nZO T
n 4 0032n+1

teR F - — .

vEER 8 =ISF@I0) =5 -2 X 55 2n+ : (8.10)
. = cosnt

teR, h(t SF(h)] —

Vi €R, h(r) = [SF(R)](1) == Z

Exemple 43 Dans les trois exemples précédents, on obtient des identités remarquables :

4 3 sin(2n+ 1)t
) V't —T,+T = — e —
¥t -m o, sen z (ot

T 43 (2n+ )t
i)Vt € [-m, 47, |t] = = Z Coszn iJlr

D’ou en prenant t = 0,

7_2 2n+1

n= O

En utilisant le calcul suivant :
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=1 > 1 i 1 1S 1 > 1
==Y —+ =2y =+ :
n;;ﬂ p;14p2 I;)(Zp—kl)z 4,;112 I;O(Zp—i—l)z
on en déduit
gy 1w
“on? - 34 (2n+1)? 6

i)Vt € [~m,+n] , 12 = % 4

D’ou en prenant ¢ = 0,

Remarque 44 Le théoreme de Dirichlet donne des conditions suffisantes pour qu’une
série de Fourier converge en un point to. Il s’agit donc d’une convergence simple.
Dans un deuxiéme temps, on peut se poser la question de la convergence uniforme
de cette série : dans I'exemple 42, on voit que la série de Fourier de f ne converge
pas uniformément sur R alors que celle de g converge uniformément. Il n’y a pas de
théoréme général, pour étudier la convergence uniforme d’une série de Fourier, il faut
étudier ces séries au cas par cas.

Nous citons sans démonstration un résultat qui est trés utile dans la pratique, le
théoreme de Parseval :

Théoreme 94 Soit f une fonction définie sur R, périodique de période 2w, intégrable
sur [0,27]. .

Soit (c,e™ +c_,e”™), [respectivement (a, cosnt + b,sinnt)] la série de Fourier de f.
Alors :

+7
[ irwPdr=2n

+oo +oo
|CO|2 + Z (|Cn|2 + |cn|2>] = 27T|“0|2 +7 Z
n=1 n=

(|an‘2 + |bn|2) .
= =1

A titre d’exercice, on peut vérifier le théoreme de Parseval lorsque la fonction f est
N

de la forme : f(t) =co+ Y (cae™ +c_ne™™"). En effet, dans ce cas :

n=1

+7 2 +7 N ) ) N . '
/ |f ()] dt :/ (co+ Y (cne™ +cne ™) | | Go+ Y (Gme ™ +Tme™™) | dt.
- - n=1

m=1

o +n .
Comme / eMe™dt =0sin+m#0et / e™e™ dt =21 si n+m =0, seuls

—T —T
les produits correspondant aux termes c¢,c, et c_,c—, ont une intégrale non nulle et on

en déduit bien que

—+7
[ iswPar=2m

+oo
2 2 2
lcol "+ ) (leal ™+ |e—n] )]-
n=1

Le cas des coefficients de Fourier (a,)nen et (by)nen se traite de la méme fagon.
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Remarque 45 Le théoreme de Parseval est vrai méme si f n’est pas la somme de sa
série de Fourier:

Exemple 44 En utilisant les exemples 42 ii) et iii), le théoreme de Parseval donne de
nouvelles identités remarquables :

n 2 16 & 1
.. 2 3
tfdt==-n"=m —_
”) 7n| | 3 [2 TC2 Z 2P+1)
D’ou
1 n4

p;o 2p+1)* 96

En utilisant le calcul suivant :

=1 &1 > I
;F:;@+;07(2p+1 3 Mg Wermyy T
on en déduit
ii i _
ot ) 2p+1 90
iii) P 27t4+16i1]
-n 5 9 ot

ce qui donne de nouveau d’une autre maniere :

4

=1 0w
L5
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