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REsuME. Soient G un groupe p-adique se déployant sur une extension non-
ramifiée et Rep%(G) la catégorie abélienne des représentations lisses de G
de niveau 0 a coefficients dans A = Q, ou Z,. Nous étudions la plus fine
décomposition de Rep(/)\(G) en produit de sous-catégories que l’on peut obtenir
par la méthode introduite dans [Lanlg|, la seule méthode connue & ce jour
lorsque A = Z; et G n’est pas forme intérieure de GL,,. Nous en donnons deux
descriptions, une premiére du c6té du groupe a la Deligne-Lusztig, puis une
deuxiéme du coté dual & la Langlands. Nous prouvons plusieurs propriétés
fondamentales comme la compatibilité & I'induction et la restriction parabolique
ou a la correspondance de Langlands locale. Les facteurs de cette décomposition
ne sont pas des blocs, mais on montre comment les regrouper pour obtenir les
blocs "stables". Certains de ces résultats corroborent une conjecture énoncée
par Dat dans [Dat17al.

ABsTRACT. Let G be a p-adic group which splits over an unramified extension
and Rep%(G) the abelian category of smooth level 0 representations of G with
coefficients in A = Q, or Z,. We study the finest decomposition of Repg(G)
into a product of subcategories that can be obtained by the method introduced
in [Lani8|, which is currently the only one available when A = Z, and G is not
an inner form of GL,. We give two descriptions of it, a first one on the group
side & la Deligne-Lusztig, and a second one on the dual side & la Langlands.
We prove several fundamental properties, like for example the compatibility to
parabolic induction and restriction or the compatibility to the local Langlands
correspondence. The factors of this decomposition are not blocks, but we show
how to group them to obtain "stable" blocks. Some of these results support a
conjecture given by Dat in [Dati7al.

1. INTRODUCTION

Soient F' un corps p-adique et G un groupe réductif connexe défini sur F. Notons
G := G(F). Soit £ un nombre premier, ¢ # p, et posons A = Q, ou Z,. On appelle
Rep, (G) la catégorie abélienne des représentations lisses de G a coefficients dans A
et Rep?\(G) la sous-catégorie pleine des représentations de niveau 0.

Nous nous intéressons a la décomposition de Rep, (G) en un produit de sous-
catégories. Le cas A = Q, est bien connu puisque le théoréme de décomposition de
Bernstein fournit une décomposition de Rep@é (GQ) en blocs (c’est a dire en sous-

catégories indécomposables). Le cas réellement intéressant est donc Zy. Les travaux
de Vignéras [Vigd8] et Helm [Hell6] (voir également les travaux de Sécherre et
Stevens [SS16]) ont permis d’obtenir une décomposition en blocs de Repy (GLy (F)).
L’inconvénient de cette méthode est qu’elle s’appuie sur "l'unicité du support
supercuspidal" qui n’est pas vraie en général (un contre exemple a été trouvé par
Dudas dans Spg sur un corps fini puis relevé en p-adique par Dat dans [Dat17h]).
Pour pallier ce probléme, Dat propose dans [Dat18| une nouvelle méthode, basée
sur la théorie de Deligne-Lusztig et des systémes d’idempotents sur I'immeuble
de Bruhat-Tits semi-simple (comme dans [MS10]), permettant de reconstruire les
1
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blocs de GL,,(F') dans le cas du niveau 0. Nous avons généralisé cette méthode
dans [LanI8] au cas d’un groupe réductif connexe défini sur F' et déployé sur une
extension non-ramifiée de F'. Néanmoins cette décomposition n’est en général pas la
décomposition en blocs, ni méme la décomposition la plus fine que puisse donner
la méthode. Dans cet article, nous explicitons cette décomposition la plus fine, et
nous en donnons deux interprétations, une premiére du c6té du groupe a la Deligne-
Lusztig grace a des paires (S, 6) (que Uon définit ci-dessous) puis une deuxiéme du
coOté dual a la Langlands.

1.1. Décompositions grace aux paires (S, 6). Supposons que G se déploie sur
F™ Vextension non-ramifiée maximale de F. Définissons &, = {(S,0)} comme
Pensemble des paires (S,0), ou S est un F-tore maximal non-ramifi¢ de G et
0 : °S(F)/S(F)* — @, est un caractére d’ordre inversible dans A (°S(F) est le
sous-groupe borné maximal de S(F') et S(F)™ est son pro-p radical).

Nous définissons sur Z, trois relations d’équivalence ~,, ~,. et ~. de la fagon
suivante. On a (S,0) ~u (S',0') s'il existe g € G(F™) et m € N* tels que
9S(Fyn) = S'(Fim) et g(0 o Np, /p) = 0" o Np, /p (o0t F,, est I'extension non-
ramifiée de degré m de F' et Ny, ,p est la norme). On définit ~, (resp. ~) en
rajoutant de plus la condition g~1F(g) € N°(S,0) (resp. et g~ *F(g) € N*(S,0)) (ou
N*(S,0) C N°(S,6) sont certains sous-groupes du normalisateur de S définis en
[3.4). Notons que ~e=>~;=ro.

Soit (S,0) € P4, notons Repsxs’e)(G) la sous-catégorie pleine de Rep} (G) des
objets dont chacun des sous-quotients irréductibles 7 vérifie qu’il existe (S’,0’) ~,
(S, 0) et o une facette F-stable de "appartement de S’ tels que (*R(s;f’ (7rGa+), ')s, #0,
ot G est le pro-p radical du sous-groupe parahorique de G en o, *R est la restriction
de Deligne-Lusztig et Sy est le sous-groupe maximal de S’ d’ordre inversible dans A.
Notons que Reps\s’e)(G) ne dépend que de la ~.-classe d’équivalence de (S, 0).

On obtient alors le théoréme suivant, démontré dans la section [3]

1.1.1. Théoréme. Les catégories Repg\s’e)(G) sont non nulles et fournissent une

décomposition
Rep} (G) = H Repg\s’e) Q).
[8,0]c€EPp/~e

1.1.2. Remarque. (1) Repg\s’e)(G) est "minimale pour la méthode utilisée", c’est
a dire en utilisant Deligne-Lusztig et des systémes d’idempotents. Cependant,
ce n’est pas un bloc en général.

(2) Lorsque G = GL,,(F) nous avons ~=rv,=rv €t Repg\s’e)(G) est un bloc.

Notons que si ~ est une relation d’équivalence sur &, plus faible que ~. (en
particulier ~, et ~,) alors en regroupant les catégories Reps\s’e)(G) selon la ~-
équivalence, nous obtenons une décomposition de Rep%(G). Comme dans la théorie
de Deligne-Lusztig, nous pouvons associer a une paire (S, 8) une classe de conjugaison
semi-simple dans le dual sur k, le corps résiduel de F', et nous montrons au paragraphe
[ qu’on obtient ainsi un diagramme commutatif

‘@A/NT% G:s,/\
@A/NOOC—> ( :S,A)F

ou G™ désigne le dual de G sur k, G* = G*(k) et la notation (-)ss o désigne I'ensemble
des classes de conjugaison semi-simples d’ordre inversible dans A. Notons que lorsque
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le groupe G est quasi-déployé, les injections horizontales sont des bijections. Ce
diagramme nous fournit en particulier des décompositions de Rep) (G) indexées
par (G5, ,)F et G, , dont nous énoncerons les propriétés dans la section suivante.
Pour étudier la relation de ~.-équivalence, nous ne pouvons pas rester du coté
des groupes finis et nous aurons besoin de rajouter des données cohomologiques
provenant du groupe p-adique.

1.2. Interprétation duale de la décomposition associée a ~,,. Rappelons la
définition de ®,, ([ A LG) I'ensemble des paramétres inertiels moderes de [Lan18]

Notons 1'G := G(Qg) (9) le groupe de Langlands dual de G, ot ¥ est un

automorphisme de G (le dual de G sur Q) induit par I’action d’un Frobenius
inverse. Posons I2 7 le sous-groupe fermé maximal de 'inertie de pro-ordre inversible

dans A. Alors @, (I 1’}, LG) est I'ensemble des classes de G- conjugaison de morphismes
continus 1 fr\ — L'G triviaux sur linertie sauvage qui admettent une extension a un
L-morphisme admissible ¢ : Wj — L'G.

Construisons & partir de (S,0) € &5 un paramétre inertiel ¢ € ®,,(I5,LG).
Notons # un caractére de S(F) qui reléve 6 et ¢ : Wr — LS le paramétre de
Langlands associé a 6 via la correspondance de Langlands locale pour les tores.
Choisissons ¢ un plongement (non-canonique) ¢ : “S < “G qui nous permet d’obtenir
un paramétre de Langlands pour G : top : Wr — “G. On pose alors ¢ := (LOQO)”I/;
ce qui nous donne une application Ly — @, (I }’,3, LG). Nous démontrons dans la
partie [4] que cette application induit une injection

P ~oo = B (15,1 G),
d’image les paramétres "relevants", donnant & son tour une décomposition

Repi(G)= [  RepR(G)
PP (13,1 G)

qui est celle de [LanI8] Théoréme 3.4.5.

1.3. Interpretatlon duale de la décomposition associée & ~,. Introduisons
I’ensemble <I>m(I A LG) des paramétres inertiels "augmentés". Soit ¢ € ®,,, (1%, G).
Notons Cg (¢) le centralisateur de ¢ (1 &) dans G qui est un groupe réductif, possible-
ment non connexe. Par définition ¢ peut s’étendre en un paramétre ¢ : Wp — LG
qui permet de définir éé(qzﬁ) = Cg(¢)p(Wr), un sous-groupe de LG indépendant
du choix de . Notons maintenant mo(¢) := mo(Cg (¢)) et mo(¢) = 5@(¢)/Cé(¢)°.
On obtient alors une suite exacte scindée

0 — mo(¢) — Folep) — (D

) — 0.
Appelons ®,, (I%,LG) I'ensemble des couples (¢,0) & é—conjugaison prés, ou ¢ :

I% — LG est un paramétre inertiel modéré et o : (9) — 7o(¢) est une section a la
suite exacte précédente.

Avec les mémes notations que dans la section [I.2] on construit une apphcatlon
Py — B m(I%,£G) en envoyant (S,0) sur (¢,0) ot ¢ := (1o ©)jra et 0(19) =
(10 ¢)(Frob). Nous démontrons alors dans la partie [4] le théoréme suivant.

1.3.1. Théoréme. L’application Py — <I>m( 8, L'GQ) induit une injection
Py [ror = B (15,1 G)

dont l’image est le sous-ensemble des parameétres "relevants” (en particulier elle est
bijective lorsque G est quasi-déployé). La décomposition obtenue

Repl (G) = 11 Rep” (@)
(6,0)€Dm (IA,LG)
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posséde les propriétés suivantes
(1) Elle est compatible a Uinduction et la restriction parabolique (voir le théoréme
pour un énoncé plus précis).
(2) Compatibilité entre les décompositions sur Z; et Qy :

Rep(zz’a)(G) N Repg, (G) = H Repg:;’a/)(G)
(¢',0")
ot le produit est pris sur les (¢',0') € &)m(Ip, LG) s’envoyant sur (¢,0) par
Vapplication naturelle ®,,(Ip,~ G) — im(Ig), LG) (obtenue en restreignant
a Il(f), voir section pour plus de détails).

Par ailleurs, soit B} \ Uensemble des parametres modérés ¢ : Wp — L@ a
équivalence inertielle prées comme dans [Haild| définition 5.3.3 (voir aussi section

. Alors lapplication qui a ¢ associe ¢ = Qs €t 0(1/97) = @(Frob) induit une
bijection Bt \ = ®,,(I%, L G) (voir section , et nous avons alors une nouvelle
interprétation de la décomposition précédente

Rep} (G) = I1 Repi’ (@)= [ Rep{(G).

(6,0)€8m(IB,LG) [PlEBsY &

Cette décomposition est indexée par des paramétres a la Langlands mais est
construite indépendamment de la correspondance de Langlands locale. Il est alors
souhaitable de vérifier la compatibilité & cette derniére. Lorsque G est un groupe
classique non-ramifié, c’est a dire GL,,, Sps,,, SO2,+1, SOa,, SO, (groupe spécial
orthogonal quasi-déployé associé & une extension quadratique non-ramifiée F’/F)
ou U, (F'/F), et A =Q, alors on a la correspondance de Langlands locale ([HTOI]
[Hen00] [Art13] [Mok15] [KMSW14]). Nous montrons alors dans la partie [4] le
théoréme suivant.

1.3.2. Théoréme. Soit G un groupe classique non-ramifié, A = Q, et p # 2.
(1) Alors la décomposition Rep%e(G) = HMGB%; Repgj (G) est compatible a la

correspondance de Langlands locale. C’est-a-dire que si T est une représentation
(]
Q-
parameétre de Langlands associé a 7.

irréductible, alors m € Rep (G) si et seulement si prw, € [¢], ot o est le

(2) Cette décomposition est la décomposition de R(%p%Z (G) en "blocs stables”.
C’est a dire que ces facteurs correspondent o des idempotents primitifs du
centre de Bernstein stable.

Remarquons que le lien avec les classes de conjugaisons semi-simples données
dans la partie[1.1| est donné par un diagramme commutatif

G:s,A ~— E)W(I%? LG) .

| |

(G:S,A)F ~— (I)m(lgv LG)

1.4. Interprétation duale de la décomposition associée a ~.. Pour paramé-
trer &5 [/~ nous avons besoin de rajouter des donnés cohomologiques. Nous ne le
faisons que pour les formes intérieures pures des groupes non-ramifiés. Supposons
donc que G est non-ramifié (c’est a dire on rajoute 'hypothése quasi-déployé).
Soit w € HY(F,G), & qui correspond G,,, une forme intérieure pure de G. A
partir de (¢,0) € ;I;m(II/},LG), nous construisons dans la section Gy un
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groupe réductif non-ramifié, possiblement non-connexe (lorsque Cg (¢) est connexe,
Gy, est un groupe dual & Cg(¢) dont la F-structure est définie grace a l'action
Wpg — Out(Cg(¢)) de conjugaison par ¢(w) ot ¢ : Wr — “G reléve ¢). Nous
construisons également une application

hoo  H'(F, G ,) — H'(F,G)

ot H'(F, G;,) :=Im[H'(F,Gj,) = H'(F,Gg)]. La partie 5 nous donne alors
le théoreme suivant.

1.4.1. Théoréme. Nous avons une bijection (qui dépend du choix d’un sommet
hyperspécial dans limmeuble de Bruhat-Tits de G)

CT(‘ba g, Gw)/"“e - h;ij'(w)?

ot C"(p,0,G,,) est la classe de ~,.-équivalence image réciproque de (¢,0) par l'in-
jection Py (G,)/~r < @ (IX, T Q). Celle-ci nous fournit une décomposition

Repg\ ’J)(Gw) = H Rep%”a’a)(Gw).
aEh;lU(w)

De plus

(1) Cette décomposition est compatible & linduction et la restriction parabolique.

(2) Nous avons Repg’a’a) (G,)N Repg, (Ey'w) =L 0700 Repf@ A )(Gw), ot
le produit est pris sur les (¢',0') € ®,,(Ip,* G) s’envoyant sur (¢,0) par
¢, (Ir,'G) — q)m(Il(f), LG@)eta € h(;7 (w) s’envoyant sur « par Uapplica-
tion naturelle H'(F, Gy o) — HY(F, G5 ,) (obtenue a partir de lapplication
Irr[WO(Z(C’a(qS’)O)‘T/(ﬂ))} — Irr[mo(Z(Cg(9)°)7™)] et de Uisomorphisme de
Kottwitz).

1.4.2. Remarque. (1) Cette décomposition est la plus fine que I’on puisse obtenir
avec "les méthodes de cet article" (c’est & dire en utilisant Deligne-Lusztig).

(2) Elle démontre, dans le cas du niveau zéro, une conjecture énoncée par Dat
dans [Dat17al.

(3) Lorsque Cg(¢) est connexe, nous nous attendons & une équivalence de caté-
gories entre Rep&‘b’l’a)(Gw) et Rep% ((Gg.1)a)-

Lorsque A = Q,, nous nous attendons & une compatibilité de ce théoréme a la
correspondance de Langlands locale enrichie (& un paramétre de Langlands enrichi
(¢,m) oty € Irr(mo(Cg (), on associe un « en restreignant n a mo(Z(Cg(4)°)°™)
et en utilisant I'isomorphisme de Kottwitz). Nous le vérifions partiellement pour
© un parameétre de Langlands modéré elliptique en position générale (elliptique
signifie que I'image de ¢ n’est pas contenue dans un sous-groupe de Levi propre de
LG et en position générale que le centralisateur de (1) dans G est un tore) et la
correspondance de Langlands locale de DeBacker-Reeder (JDR09]).

Malgré le fait que les sous-catégories du théoréme [T.4:1] soient minimales pour la
méthode utilisée, celles-ci ne sont pas des blocs. En effet la représentation super-
cuspidale ©1y de Sp,(Q,), induite depuis I'inflation & Sp,(Z,) de la représentation
cuspidale unipotente 619 de Sp,(F,), est dans Rep} (G), le facteur direct associé au
paramétre inertiel trivial, qui ne se décompose pas davantage par le théoréme [1.4.1
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1.5. Plan de l’article. L’exposition des résultats principaux de cet article faite
dans 'introduction, ne refléte pas la méthode de démonstration utilisée. Notamment
nous commencerons avec une définition trés différente de Repg\s’e)(G). La partie
traite des systémes cohérents d’idempotents et des systémes de classes de conjugaison
0-cohérents (comme introduit dans [Lanl8|). Ce sont ces systémes qui permettent
de construire des sous-catégories de Serre de Rep{ (G). Nous nous intéressons plus
particuliérement & la notion de systéme minimal (les plus petits systémes cohérents
que l'on puisse construire avec Deligne-Lusztig). Dans la partie |3} nous construisons
un procédé qui & une paire (S, #) associe un systéme d’idempotents cohérent minimal
et donc une sous-catégorie Rep&s’e)(G). Nous caractérisons également la relation
d’équivalence sur les paires (S, 6) induite par ce procédé. Ceci nous permet d’obtenir
les résultats énoncés en [I[.I} Nous réinterprétons ces résultats en des termes duaux a
la Langlands dans les parties [f] et [5} La partie [d] a pour but 'obtention des théorémes

et La partie 5] quand a elle, se concentre sur le théoréme [T.4.1

Remerciements. Je tiens a remercier Jean-Frangois Dat pour son aide précieuse
concernant la rédaction de cet article.
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NOTATIONS

Soit F' un corps p-adique et k son corps résiduel. Notons ¢ = |k|. On fixe une
cloture algébrique F' de F et on note F™" 'extension non-ramifiée maximale de F'
dans F. On appellera o (resp. 0pn+) Panneau des entiers de F' (resp. F™"). Notons
également k le corps résiduel de F™" qui est alors une cloture algébrique de k.

On adopte les conventions d’écriture suivantes. G désignera un groupe réductif
connexe défini sur F que 'on identifiera avec G(F) et I'on notera G := G(F) et
G"" := G(F™). On appellera G son groupe dual sur Q,. Pour les groupes réductifs
connexes sur k, nous utiliserons la police d’écriture G et I'on identifiera G avec G(k)

et de méme on note G := G(k). Le groupe dual de G sur k sera noté G*.

On prend ¢ un nombre premier différent de p, et on pose A = Q, ou Z;. On note
Rep, (G) la catégorie abélienne des représentations lisses de G a coefficients dans A
et Rep?\(G) la sous-catégorie pleine des représentations de niveau 0.

On note BT (L) 'immeuble de Bruhat-Tits semi-simple associé¢ & G sur L une
extension non-ramifiée de F. Nous voyons ce dernier comme un complexe poly-
simplicial et on note BT((L) pour ’ensemble des polysimplexes de dimension 0,
c’est & dire les sommets. Nous désignerons généralement les sommets par des lettres
latines x,y, - - et les polysimplexes par des lettres grecques o,7, - --. On munit BT
de la relation d’ordre ¢ < 7 si ¢ est une facette de 7. Deux sommets = et y sont
dit adjacent s’il existe un polysimplexe o tel que x < ¢ et y < . Dans ce cas, on
notera [z,y] le plus petit polysimplexe contenant = Uy. Notons également, pour
0,7 deux polysimplexes, H (o, 7) 'enveloppe polysimpliciale de o et 7, c’est a dire
I'intersection de tous les appartements contenant o U 7.

Soit o € BT. On note G2, le sous-groupe parahorique en o ("fixateur connexe" de
o) et G} son pro-p-radical. Le quotient, G,, est le groupe des k-points d’un groupe
réductif connexe G, défini sur k.

Si H désigne I'ensemble des points d’un groupe algébrique a valeur dans un corps
alors H,,; désigne I’ensemble des classes de conjugaison semi-simples dans H et
Hs A le sous-ensemble de H,; des éléments d’ordre inversible dans A.

On fixe dans tout ce papier des systémes compatibles de racines de 'unité
wv X X
(Q/Z)y = k™ et (Q/Z)y — Z, .

Dans la suite G désignera un groupe réductif connexe défini sur F'. On supposera
de plus, a partir de la section [3], que G se déploie sur F™".
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2. SYSTEMES COHERENTS D’IDEMPOTENTS

Toutes les constructions de sous-catégories de Rep? (G) dans cet article se basent
sur des systémes de classes de conjugaison 0-cohérents, comme introduit dans
[Lan18]. Dans cette partie nous faisons quelques rappels sur ces derniers et nous
nous intéressons particuliérement aux systémes "minimaux". Ceux-ci sont les plus
petits systémes constructibles et ils permettent d’obtenir, en les réunissant, tous les
systémes de classes de conjugaison 0-cohérents.

2.1. Rappels sur les systémes cohérents. Commengons pas rappeler la défini-
tion des systémes de classes de conjugaison 0-cohérents ainsi que leur intérét.

On fixe une mesure de Haar sur G et on note Ha(G) algébre de Hecke a
coefficients dans A (on rappelle que A = Q, ou Zj).

2.1.1. Définition. On dit qu’un systéme d’idempotents e = (e;),epT, de Ha(G)
est cohérent si les propriétés suivantes sont satisfaites :

(1) ezey = eye, lorsque x et y sont adjacents.

(2) ege.ey = egey lorsque z est adjacent & = et appartient a 'enveloppe polysim-
pliciale de z et y.

(3) egz = gexg~ ' quel que soit x € BTy et g € G.

Si e = (ez)zeBT, €St un systéme d’idempotents cohérent, on peut alors pour tout
o € BT définir I'idempotent e, := [], €., ot le produit est pris sur les sommets x
tels que x < 0.

2.1.2. Théoréme ([MS10], Thm 3.1). Soit e = (e;)zenT, Un Systéme cohérent
d’idempotents, alors la sous-catégorie pleine Rep{ (G) des objets V' de Rep, (G) tels
que V = ZxEBTU e,V est une sous-catégorie de Serre.

Voyons comment construire des idempotents sur I'immeuble. Pour une classe
— —%
de conjugaison semi-simple s € (G, )ss, on désigne par £(G,, s) la série de Deligne-

Lusztig rationnelle associée & s, et ef‘j@ € Q[G,] I'idempotent central la sélec-
(24

tionnant. Lorsque s se compose d’éléments f-réguliers, on peut former ef"z, un
. > 1 et o Be S o {onific

idempotent dans Z,[G,], défini par 7, = D renps ¢.g, Ot s' vy s signifie que s
est la partie ¢-réguliere de s’ (|JBR0O3] théoréme A’ et remarque 11.3). Ainsi pour
s € (E:,)SS’A (c’est a dire d’ordre inversible dans A) on a un idempotent ef‘}\ € A[G,]
que I’on peut tirer en arriére, grace a I'isomorphisme G2 /G} — G,, en un idempotent

3N € A[GS/GE] © Ha(Gy).

Nous pouvons de la sorte construire des idempotents & partir de classes de
conjugaison semi-simples. On appellera donc un systéme de classes de conjugaison,

une famille § = (S, ),enT avec Sy C (GZ)SS,A . Et on notera
S5 = {systémes de classes de conjugaison S = (Sy)seBT}-

Pour traduire les propriétés de cohérence au niveau des classes de conjugaison,
nous avons besoin de définir deux applications ¢7 et ¢y .

La premiére est définie pour 7,0 € BT deux facettes telles que 7 < o. Alors, le

—%k . =% . —* =%

groupe G, peut se relever en un Levi de G, et on obtient ¢}  : (G,)ss = (G, )sss
qui & une classe de conjugaison semi-simple ¢ de C;, associe sa classe de conjugaison
dans C: La deuxiéme est définie pour ¢ € G et 0 € BT. La conjugaison par g
induit un isomorphisme ¢, , : G, = G, ainsi qu’un isomorphisme sur les classes

~

de conjugaison semi-simples des groupes duaux ¢y  : (CZ)SS — (C;U)SS.
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2.1.3. Définition. Soit S € ¥4 un systéme d’ensembles de classes de conjugaison.
On dit que S est 0-cohérent si

(1) ¥ 2(Se) = Sge quel que soit z € BT et g € G.

(2) (©}.) " (Sz) = So pour z € BT et 0 € BT tels que z < 0.
On note

Iy =18 € Sp, O-cohérent}

Soient S € .#§ un systéme 0-cohérent et o € BT. On définit e5" := > ses. esh.

2.1.4. Proposition ([Lanl8| 2.3.2). Le systeme (e5)zepT, €st cohérent.

Le théoréme nous montre donc que S définit une sous-catégorie Rep? (G)
de Rep, (G).
On définit les opérations suivantes sur les systémes de classes de conjugaison.

2.1.5. Définition. Soient S, S? € %, deux systémes de classes de conjugaison. On
définit STUS? = (S; USg)UGBT et SINS? = (8} mSg)UGBT' On dit que S? - St
si pour tout o € BT 82 C S.. Enfin, si §2 C 8, on note S' \ 82 := (81 \ 82)yenT-
2.1.6. Proposition (|LanI8| 2.3.5). Soient S',--- 8" € #f des systemes 0-
cohérents tels que S'NSI = 0 sii # j et U, S = ((G.)ss.p)ocnT- Alors la
catégorie de niveau 0 se décompose en

Repl (G) = [ Reps (G)
=1

2.2. Systémes minimaux. Dans cette section, nous construisons une application
In = FL, S+ S, de sorte que S soit le plus petit systéme 0-cohérent contenant S.
Cette application nous permettra de construire les systémes 0-cohérents minimaux
en prenant 'image de systémes minimaux.

Il est aisé¢ de vérifier que si S et S? sont deux systémes de classes de conjugaison
0-cohérents, alors ST US?, ST NS? et S\ S? (si S? C St) sont aussi O-cohérents.

2.2.1. Définition. On définit une application .7y — 7§, S — S, en posant pour

S e S
S = m T.

TeS
scT

Alors S est le plus petit systéme 0-cohérent contenant S.

Nous allons construire des systémes 0-cohérents minimaux. Fixons o € BT et
s € (G, )ss,a- Définissons le systéme S de classes de conjugaison par S, = {s} et
S =0 si 7 # 0. On pose alors S(,5) = S.

2.2.2. Définition. On appelle € lensemble des couples (o,s) ou o € BT et
s € (C(*,)ss,/\ et on définit une relation d’équivalence ~ sur € par (o,s) ~ (7,t) si
et seulement si S ) = S(r1)-

On obtient aisément le lemme suivant

—=% S

2.2.3. Lemme. Soient 0,7 € BT, et s € (G,)ss,n, t € (G, )ss,a- Alors, s0it S5 5) =
S(-r,t); soit S(U’S) N S(-,—’t) =0.

Exprimé en termes de classes d’équivalence, ce lemme nous dit que [o, s] la classe
d’équivalence de la paire (0, s) est donnée par [0, s] = {(7,t) | t € S(5.5),+ }-

Posons A\ := {S(,),[0,s] € €pr/~}. L'ensemble ™" est constitu¢ des
ensembles 0-cohérents minimaux et par la proposition [2.1.6|on a
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2.2.4. Proposition. La catégorie de niveau 0 se décompose en

Repl(G)= [] RepR(G).
Sezrin

Notons également le fait suivant. Les systémes minimaux permettent de construire
tous les systémes 0-cohérents. Si S est un systéme de classes de conjugaison 0-cohérent
alors il existe une partie & C .7 ™" telle que S = UrecsT.

2.3. Cloture transitive. Dans cette section, nous souhaitons comprendre davan-
tage la relation d’équivalence ~. Pour cela nous allons montrer qu’elle peut s’exprimer
comme la cloture transitive d’une autre relation que ’on définira.

2.3.1. Définition. On dit qu’un systéme (e,),<c est C-0-cohérent si
(1) egs = gez9~ " quel que soit € BT et g € G tels que z < C et gz < C.
(2) e =efe, = egel pour z € BTy et o € BT tels que z < o < C.

2.3.2. Proposition. Un systéme 0-cohérent (e, )scpT €st completement caractérisé
par le systeme C-0-cohérent (es)o<c-

Démonstration. Soit (e,)s<c un systéme C-0-cohérent. Soit o € BT, o appartient
a une chambre C’ et G agit transitivement sur I’ensemble des chambres donc il
existe g € G tel que C' = gC. Ainsi si I'on note o, := g~ o, alors 0; < C. On
définit alors é, := ge,, g~ 1. On vérifie aisément que (€,),epT ne dépend pas des
choix effectués et est 0-cohérent. ([

De maniére analogue on peut restreindre les systémes de classes de conjugaison
0-cohérents a C'.

2.3.3. Définition. Soit S = (S,)s<c un systéme d’ensembles de classes de conju-
gaison avec S, C (GZ)SS, A. On dit que S est C-0-cohérent si
(1) ¢} .(Sz) = Syu quels que soient x € BT et g € G tels que z < C et gz < C.
(2) (©}.) " (Ss) =S, pour z € BT et 0 € BT tels que # < 0 < C.

Et comme dans la section [2.2] on définit des systémes C-0-cohérents minimaux.

2.3.4. Définition. On définit une relation ~' sur @) par (o,s) ~' (7,t) si et
seulement si I’'une des conditions suivantes est réalisée :

(1) Il existe g € G tel que 7 = go et t = ¢} ,(s).
(2) Tl existe z € BTy tel que 0 > < 7 et ¢} ,(s) = ¢; .(1).
La relation ~ est réflexive et symétrique sur @x.

2.3.5. Proposition. La relation d’équivalence ~ sur Gy est la cloture transitive de
/

Démonstration. Nous avons déja que si deux paires sont ~’-équivalentes alors elles
sont ~-équivalentes. Prenons donc (o, s) et (7,t) tels que (o, s) ~ (7,1).

Comme G agit transitivement sur les chambres de BT, on peut supposer que
0,7 € C. Posons S le systéme de classes de conjugaison sur C' définit par S = {s}
et SU = () siw € C et w# 0. Pour simplifier les notations, on identifiera un systéme
S de classes de conjugaison avec le sous-ensemble de € des paires (w,u) telles que
u € S, (ainsi on a par exemple S° = {(0,5)}). On construit alors par récurrence
les systémes S*, pour i > 1, par 8¢ := S U T?, ot T* est I'ensemble des couples
(w,u) € € avec w € C tels qu'il existe (\,v) € S*=1 vérifiant (\,v) ~' (w,u). Cette
suite de systémes est croissante et comme ils ne sont définis que sur C' (donc il n’y a
qu’un nombre fini de systémes possibles), elle est stationnaire & partir d’un certain
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rang n. Par définition, les éléments de S™ sont des paires qui sont obtenues par une
suite d’au plus n éléments de paires qui sont deux a deux ~’-équivalentes & partir
de (o, s). Nous souhaitons donc montrer que (7,t) € S™.

Comme S™ = S"*!, on a que 7"+ C S™. Soit x € C un sommet et g € G tel
que gz € C. Soit u € S, alors comme (x,u) ~' (gz, ¢, ,(u)) on a (gz, ¢} ,(u)) €
TnH+l C 8. On vient de montrer que @y (S7) C S Le méme raisonnement montre
que ¢y . (Sgp) € S et donc que ¢y ,(S3) = Sy, On montre de fagon analogue
que (¢} )71 (S)) = S et donc que 8™ est C-0-cohérent. Comme (o, s) € S™, on a
que S(g,5) € S™ (dans cette derniére inclusion on identifie systémes 0-cohérents et
C-0-cohérents grace a la proposition .

Montrons maintenant que 8" C S, ). Faisons pour cela une récurrence. On a tout
d’abord S° C S(o,s)- Supposons que St C S(o,s)- Pour montrer que Sl C S(o,s)s il
faut montrer que 7! C S(o,s)- Or si (w,u) € Ti+1, alors par définition (w,u) est
~/-équivalent & un élément de S?, donc est ~-équivalent & un élément de S(o,s)- Le
lemme montre que (w,u) € S,.), d’oit le résultat. Ainsi S C S(, ) et donc

S" = S(6,5)-
Pour conclure, comme (0,s) ~ (7,t), par définition S, ) = Sir4) et donc
(r,t) € S™. O

2.4. Compatibilité a I’induction et a la restriction parabolique pour les
systémes cohérents. Etudions une derniére propriété, qui nous servira par la
suite, qui est la compatibilité des systémes cohérents vis a vis de 'induction et de la
restriction parabolique.

Comme dans la section 4.4 de [Lanl8], nous allons utiliser dans cette partie
Pimmeuble de Bruhat-Tits "étendu", que 'on notera BT*(G), qui est plus adapté
pour traiter les questions d’induction et de restriction. Cela ne change pas vraiment
la définition des idempotents puisque l'on traite la structure polysimpliciale de
I'immeuble semi-simple de fagon combinatoire.

Soit P un F-sous-groupe parabolique de G de quotient de Levi M défini sur
F. Prenons S un tore déployé maximal de G contenu dans P et notons T son
centralisateur dans G. Il existe alors un unique relévement de M en un sous-groupe
de G contenant T. Soit z € A°, alors M = M NG et M = M NG} (voir
[MP96] section 4.3). Alors P,., 'image de P, := PN GS dans G,, est un sous-groupe
parabolique de G, de quotient de Levi M,, (voir par exemple [Lan18| lemme 4.4.1).

Soit S = (8z)zeprg(m) un systéme O-cohérent de classes de conjugaison pour

M (S, C (MZ)SS’A). Le groupe M: est un Levi de CZ, on a donc une application
naturelle

W?M,G : (M;)SS,A - (G:)SS,A
Posons alors ¢ur,6(S) = (¢37.¢(Sz))zeBTe(G), Un systéme de classes de conju-
gaison pour G, défini par ¢, o(S:) = {¢5c(5),s € Si} si @ € BT(M) et
©i1.¢(Se) =0 si x ¢ BT(M). On pose alors

i51(S) = ou,6(S)
la cloture cohérente de ppr.a(S).

Soit Sy A = {T,---,T™} un ensemble de systémes de classes de conjugaison

*

0-cohérents pour M, vérifiant T NT7 =P sii# jet U, T' = (M, )ss,4)0eBTs
de sorte que RepQ (M) = HTey& R REPZ(M)'
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2.4.1. Proposition. Soit S un systéme de classes de conjugaison 0-cohérent pour
G. Alors

riRepl(G) S [ Repi(M)
TES Sy A
i§ (T)NS#0

ot rg désigne la restriction parabolique.

Démonstration. Soit V' € Repi(G). La restriction parabolique préserve le niveau
donc 7§ (V') € RepX (M). Soit T € Sir. tel que zf/[(T) NS = 0. Soient = € A§, et

t € T,. Il nous suffit alors de montrer que ei\/'Arg(V) = = () pour obtenir le résultat

voulu.

+

Nous avons 78 (V)Me ~ (VE:) (voir [Dat09] propositions 3.1 et 6.2), donc

yGe
P
e;lerg(V)M; o~ LVI g”” (VG) ~ e;v'ArE (efj\(VGI)) (pour la derniére égalité voir
[Dat18| section 2.1.4 ). Or par définition ¢ ¢ S, donc efj”\(VGIf) = 0 d’ou le
résultat. (]

2.4.2. Proposition. Soit T un systéme de classes de conjugaison 0-cohérent pour

M. Alors
¢
i%(Rep} (M)) C Repi' (@)

ot zP désigne l'induction parabolique.

Démonstration. Cela découle de la proposition (prendre S = ¢(i§,(T)) et
Fira =1{T,°T}) et du fait que r§ est adjoint a gauche de i%. O

3. CONSTRUCTION DES SYSTEMES 0-COHERENTS GRACE AUX PAIRES (S, 6)

Dans cette section on suppose que le groupe G se déploie sur F"". Dans la
section [2l nous avons construit les systémes 0-cohérents minimaux. Ces derniers sont
construits "localement" en regardant des classes de conjugaison semi-simples sur
I'immeuble de Bruhat-Tits. Nous souhaitons dans cette partie trouver un procédé
"global" permettant de construire ces sytémes minimaux. Pour ce faire nous allons
introduire un ensemble

2y =A{(S,0)}

ol S est un tore maximal non-ramifié¢ de G et § € X*(S)/(Fs — 1) X™*(S) est un
élément d’ordre inversible dans A, et définir une application

Py — Fin,

On montre que cette application est surjective, ainsi tout les systémes minimaux
peuvent étre construit & partir des paires (S, ). Cependant elle n’est pas injective.
On définira donc ~, une relation d’équivalence sur £y, telle que 'on ait la bijection

@A/Ne % y/{nln.

3.1. Définition de ) et construction de &, — .{. Nous dirons qu'un tore
S est non-ramifié si S est un F-tore F""-déployé maximal de G, ou de fagon
équivalente, si S est un F""-tore déployé maximal de G et S est défini sur F'. Pour
un tel S, notons ¥g 'automorphisme de X*(S) induit par action du Frobenius
inverse et posons Fg := g o0 9, ol 1 correspond a la multiplication par gq.

3.1.1. Définition. On définit &2y comme ’ensemble des paires (S, 6) ot S est un
tore maximal non-ramifié de G et 6 € X*(S)/(Fs — 1)X™*(S) est un élément d’ordre
inversible dans A.
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Notons que X*(S)/(Fs — 1)X*(S) est un groupe fini. En effet pour tout m € N*,
nous pouvons injecter X*(S)/(Fs — 1)X*(S) dans X*(S)/(F& — 1) X*(S) grace a
I'application Trem g @ A= A4 Fg(XA) + -+ + Fg’*l()\) (voir lemme . 11 suffit
alors de prendre m tel que Fg' = ¢™.

Soit g € G. La conjugaison par g envoie naturellement un élément § € X*(S)/(Fs—
1)X*(S) sur un élément g € X*(9S)/(Fog —1)X*(9S). Ceci munit &, d’une action
de G et on note ~¢ la relation d’équivalence sur &, induite par la G-conjugaison.

Nous construisons maintenant une application &y — #5. Pour ce faire nous
allons passer par deux intermédiaires J4 = {(0,S,0)} (que Pon va définir) et €,
(deéfini en [2.2.2).

Choisissons Frob, un Frobenius inverse dans Gal(F/F). Ce dernier induit un
automorphisme F € Aut(G™") qui agit naturellement sur BT(F"") et tel que
BT = BT(F"")F.

Soit (S,0) € 5. Nommons A(S, F™") 'appartement de BT(F™") associé a S.
D’aprés [DeB06] lemme 2.2.1 (1), A(S, F™")F est un sous-ensemble de BT convexe,
fermé , non-vide et est I'union des facettes de BT qu’il rencontre. Prenons o une
facette de A(S, F™)F et posons S I'image de S™" N GS™" dans G, qui est alors un
k-tore maximal. Nous avons une identification naturelle entre X*(S) et X := X*(S).
L’annexe B dans [Lanl8] montre que I’action de F sur X correspond a l'action de
Fs. On a donc une bijection X*(S)/(Fs — 1)X*(S) ~ X/(F — 1)X. Notons Irr(S")
'ensemble des caractéres linéaires §7 — @ZX . Nous avons également une bijection
X/(F=1)X 5 Irr(S7) (voir annexe , de sorte que 0 s’identifie & un élément de
Irr(SF) que I'on note encore 6.

3.1.2. Définition. On définit .7) comme l'ensemble des triplets (o, S, 0) ot o € BT,
S est un k-tore maximal de G, et 6 € Irr(SF) est d’ordre inversible dans A.

On vient donc de définir une application
@A — 'P(y/\)
ou la notation P(-) désigne ensemble des parties.

On va maintenant définir une application J) — . Soit (0,S,6) € Ji. Considé-

* . ~* ol - ,

rons S* un tore maximal F-stable de G, en dualité avec S sur k& (comme rappelé

dans I’annexe . Rappelons nous que l'on a fixé au début un systéme compatible de

racines de I'unité. Alors la proposition montre qu’il y a une bijection entre les

— —%

classes de G,-conjugaison de paires (S, 0) et les classes de G, -conjugaison de paires

(S*,s). Ainsi & un triplet (o, S, 6) nous pouvons associer une classe de conjugaison
semi-simple s € (C;)SS, ce qui nous définit une application

yA%CfA

Notons que 'on a une bijection canonique P(%3) — .#A, A + Sy, ol Sa,0 =
{s,(o,s) € A}. On obtient ainsi

Pp — P(Tn) = P(€r) > n

En composant avec 'application /4 — .#§ de la partie on construit 'appli-
cation voulue
Py — LK
Notons que comme les systémes cohérents sont G-équivariants, cette application
passe au quotient pour fournir Py /~g — 5.

3.1.3. Définition. Soit (S,0) € 4. On définit alors Repg\s’e) (@) comme la sous-

catégorie de Serre de RepR(G) découpée par le systéme cohérent d’idempotents,
image de (S, 0) par Py — 5.
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3.2. Inclusion dans un systéme minimal. Nous souhaitons démontrer dans cette
section que 'application &y — 7§ de la section se factorise en Py — Fin,
Pour définir &y — %, nous sommes passés par deux intermédiaires J) et 6.
Pour montrer le résultat recherché, nous allons devoir étudier plus finement les liens
entres les ensembles Py, Ty, €a et #5. En particulier nous allons définir 7" un
sous-ensemble de .7, muni d’une relation d’équivalence ~ et montrer que l'on a le
diagramme commutatif

PN~ — i

Pk

yAm/NH%A/N

Commencgons par étudier le lien entre &2, et J. Nous avons associé & (S, 6) € Py
un ensemble de triplets (,S,0) € J). Réciproquement si (0,S,6) € J, et soit S
un tore maximal non-ramifi¢ de G tel que 'image de S™ N G2 dans G, soit
S. La bijection X*(8)/(Fs — 1)X*(S) = Trr(S") de I'annexe Bl identifie # a un
élément 0 € X*(S)/(Fs —1)X*(S) et on obtient de la sorte une paire (S, 6) (qui est
non-unique).

Le lemme 2.2.2 de [DeB06] (que 'on adapte ici en rajoutant les caractéres 0)
montre que la classe de G-conjugaison d’une paire (S, #), obtenue a partir de (o, S, 6),
est indépendante des choix effectués, de sorte que 'on ait le lemme suivant

3.2.1. Lemme. L’application Ty — Py /~¢ est bien définie.

On va alors introduire une relation d’équivalence sur 7, de sorte que 'application
précédente devienne une bijection.

Soit A un appartement de BT. Pour 2 C A, on note A(A,Q) le plus petit
sous-espace affine de A contenant 2. Soient 01,00 € BT. On dit que o7 et o9
sont fortement associées si pour tout appartement A contenant oy et oy (ou de
fagon équivalente pour un appartement A contenant o1 et og) A(A,01) = A(A, 02).
Alors, si 01 et oo sont fortement associées, on a d’aprés [DeB06] section 3.1 une

identification naturelle entre G,, et G,, que I'on note G, i G,,. Celle-ci est définie
grace a l'application naturelle suivante, ot Gg:"*" désigne le parahorique de I'image
canonique de o; dans BT(F™"),
Go" NG — Go(F)
qui est surjective, de noyau
: +nr _ nr _ o +,
G;l’ﬂr m G0-2’ﬂ7" — Go-l’n”‘ ﬂ GZ;’LT — Go-l’ﬂT‘ m G0-27LT‘
(G est le pro-p-radical de G3"").

Soient (0,S,0) € J4 et g € G. Alors il existe S un tore maximal non-ramifié de
G tel que I'image de S™" N GS™ dans G, soit S. Définissons alors 95, un k-tore
maximal de Gg,, par I'image de 95" N Gy'" dans Gy,. Le tore S correspond
également a I'image de S par I’isomorphisme ¢y o : G, = Cga. On définit également
g8 par go :=0o @, .
3.2.2. Définition. Soient (01,S1,61), (02,S2,02) € 4. On dit que (01,S1,601) ~
(02,2, 62) si et seulement s’il existe un appartement A de BT et un g € G tels que

— D #£ A(A,01) = A(A, gos)

— S id 9S, dans CUI d 6902

— 6, 2 g0,
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Le lemme 3.2.2 de [DeB06] (en rajoutant les caractéres 61 et 63) montre que ~
est bien une relation d’équivalence.

3.2.3. Définition. Soit (0,S,0) € 4. On dira que (0,S,0) est minisotrope si S
est k-minisotrope dans G, au sens de [DeB06], c’est a dire que le tore k-déployé
maximal de S coincide avec le tore k-déployé maximal du centre de G,. On notera
alors .7 le sous-ensemble de .7y des triplets minisotropes.

Notons que si (S,0) € P, et si o est une facette maximale de A(S, F"")F alors
le triplet (o, S,0) associé est minisotrope ([DeB06] lemme 2.2.1 (3)).

3.2.4. Proposition. L’application du lemme [3.2.1) passe au quotient et fournit
In]~ — Pp/~q. De plus, cette derniére induit une bijection T\™ [~ — Py [~q.

Démonstration. Le lemme 3.3.3 et le théoréme 3.4.1 de [DeB06] montrent le résultat
pour les paires (0,S) a équivalence prés (la méme que celle définie sur les triplets en
prenant des caractéres triviaux) et les classes de G-conjugaison de tores maximaux
non-ramifiés. Cette démonstration s’adapte, en rajoutant les caractéres 6, pour
obtenir le résultat voulu. (]

Passons maintenant au lien entre 9, et éx. En particulier pour obtenir le
diagramme commutatif annoncé au début de cette section, il nous reste & montrer
que l'on a une application 7"/~ — €p/~.

3.2.5. Lemme. Soient 01,09 € BT deux facettes fortement associées, x € BT tels
que o1 >x < 02, et (01, 51791), (0'2, 52,02) € yA. Notons t € (Czl)ss,tg e (622)55
les classes de conjugaison rationnelles associées respectivement auzx triplets (o1, S1,01)

et (o2, Sa,02). Supposons que (S1,61) u (S2,02) alors ¢ (t1) = @5, . (t2).

Démonstration. Les polysimplexes o1, 02 et & sont dans un méme appartement A
associé & un tore T. Notons T le tore induit par T sur G,. Comme o1 > z < 09,
les groupes G,, et G,, peuvent se relever de fagon unique en des Levi M,, et M,,
de G, contenant T. Comme A(A,01) = A(A,02), les Levis M,, ont méme systéme
de racines donc sont égaux. Notons U,, le radical unipotent du parabolique de G,
image de Gig)"" par 'application Gg"" — G — G,. L’'image de G'" NGy par
I'application Gg"" N Go."" — G — G, est un sous-groupe algébrique de radical
unipotent U,, NU,, et ayant pour facteur de Levi M,, = M,,. Comme 4d est défini
grace a la surjection G NG — G,,, la discussion précédente montre que id
correspond a 1’égalité entre M,, et M,,.

Maintenant, les paires (Si1,601) et (Sz,62) induisent des paires (Si1,,61,5) et
(S2.z,02..) avec Sy, et Sa . des tores de G,. Si (S;,6;) correspond a la classe de

o~

conjugaison semi-simple ¢; € (G, )ss alors (S; ;, 0; ») correspond & . . (t;) € (C;)ss.
L’identification (Sq,61) i (S2,62) revient a dire que (S1,5,61,2) = (S24,02.), et
donc que @7, ,(t1) = ¢, . (t2). O
3.2.6. Proposition. L’application T — €a passe au quotient et donne T\ [~ —
Cr/~.
Démonstration. Soient (01,S1,61), (02,S2,02) € T tels que (01, S1,01) ~ (02,52, 62).
Notons (o1, s1), (02, $2) € @a les images respectives de (01,S1,61), (02, S2, 62) par
lapplication F" — €. 1l s’agit de montrer que (o1, s1) ~ (02, $2).

Comme (01,S51,61) ~ (02, S, 63), il existe un appartement 4 de BT et un g € G
tels que

_ @ #A(Av Ul) = A('A7 90'2)

— S id 9S, dans CUI id Eggz

— 6, 2 g6,
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Notons s € (621)557/\ (resp. s9 € (C;)ss,/\) la classe de conjugaison semi-simple
associée a (Sy,0;) (resp. & (Sg,02)). Alors ¢ , (s2) est la classe de conjugaison
associée a (9Sg, gf2). Or nous savons que (02, s2) ~ (902, ¢ ,,(s2)) et donc nous
pouvons supposer que g = 1.

Les polysimplexes oy et o2 sont maximaux dans A(A,01) = A(A,02). Prenons

une suite 7, = 01, , T, = 02 de polysimplexes maximaux de A(A,01) et une
suite de sommets x1,--- , 2,1 telle que pour tout i € [I,m — 1], 7z > x; < Tit1.
Pour chaque ¢ € [1,m], 7; est un polysimplexe maximal de A(A, o1). En particulier
A(A,01) = A(A,7;) et donc oy et 7; sont fortement associés. On a donc une

identification naturelle G,, il G,, qui nous permet de définir (S(i),ﬁ(i)) tel que
(S(i), () i (S1,61). Appelons t; € (C;)ss,A la classe de conjugaison semi-simple
associée a (S, 9(0).

Fixons un i € [1,m — 1]. Alors 7; > z; < 741, A(A, 1) = A(A,Ti41) et
(S, @) i (8U+D 9+ donc par le lemme T ) (tix1). Ceci
nous montre que (74, ;) ~ (Tit1,ti+1) et donc que (o1, 81) = (71,61) ~ (T, tm) =
(02, 82) ce qui achéve la preuve. O

- *
- (pﬂ'+17$i

On peut maintenant regrouper toutes les applications que I'on vient de construire
dans cette section pour obtenir les résultats que ’on recherchait.

3.2.7. Proposition. Les applications précédentes rendent le diagramme suivant
commutatif

P~ — I

-]
TN [ ——=Cn [~

Démonstration. Soit (7,S-,0) € T et (S,0) € 5 un représentant de la classe de
conjugaison qui lui est associée par 7"/~ — P /~q. L’application &y — .75 de
la partieest également définie a partir de Jy — €5 — 5. Prenons o une facette
de A(S, F")F et nommons (0,S,,0) € Z, le triplet associé. Prenons également
7/ une facette maximale de A(S, F™")F telle que o < 7’. Nous avons un triplet
(1',8,/,0) associé a (S,). Comme 7' est une facette maximale de A(S, F"")F,
(7',8:/,0) € 77" ([DeB06] lemme 2.2.1 (3)). De plus, (7/,5,/,0) ~ (1,5-,0) et
on peut donc supposer que (7/,S,/,0) = (7,5,,0). Il s’agit donc de montrer que
(0,54,0) et (1,S;,6) ont méme image par Ty — €r — Sx.

Notons (o,s,) et (7,s,) les images respectives de (0,S,,0) et (7,S.,6) par
Ir — €p. Comme o < 7, le groupe G, peut se relever en un unique Levi de G,
contenant S,. Ceci nous permet d’identifier S; a S,. Donc si (S*,t) est une paire
duale & (S;,0) elle I'est également pour (Sy,6). On en déduit que s, = ¢¥ ,(s,).
Ainsi (0,s,) ~ (T,5;) et on a le résultat. O

3.2.8. Proposition. L’application Pn/~c — % se factorise en Py [~ — L.

Démonstration. Nous savons que l'on a la bijection €y /~ = .0 (section [2.2)).
Ainsi la proposition [3.2.7 montre que 'on a le diagramme commutatif

@A/NG N y/inin
N

d’oul le résultat. O
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En particulier on en déduit le corollaire suivant.

3.2.9. Corollaire. Soient (S,0),(S,0") € Px. Alors Repﬁ\s’e)(G) = Repg\sl’al)(G)
ou Repf\s’e)(G) 1 Repg\s o )(G).

3.3. Paires minimales. Dans la partie [3.2| nous avons montré que l'on a une
application Py /~qc — #{"™. Cette derniére est surjective mais n’est pas injec-
tive. Nous proposons ici de construire Z3"", un sous-ensemble de P, tel que
PR o S S0

3.3.1. Définition. On dira qu’un triplet (o,S,0) € J, est elliptique si la classe de

conjugaison s associée est elliptique dans CZ, au sens ou elle ne rencontre aucun
sous-groupe de Levi propre, et on note .7 'ensemble des triplets (o, S, #) elliptiques.

Notons que si (0,5, 0) est elliptique alors S est k-minisotrope dans G, d’oil les
inclusions

TEC T C T

3.3.2. Définition. On dira alors qu’une paire (S, ) € &, est minimale si elle est
dans l'image de .7¢/~, par I’application de la proposition On notera gZpin
l’ensemble des paires (S, §) minimales.

Avant de passer a la démonstration de la bijection %%/~ 5 70 décrivons
un peu plus précisément I'ensemble 228, Soit (S,6) € V" une paire minimale.
Par définition si o € A(S, F™")F est une facette maximale alors le triplet (o, S, )
est elliptique. Mais qu’en est-il lorsque o n’est pas maximal ? Nous allons décrire
dans la suite les triplets (o,S,6) que 'on peut obtenir a partir d’une paire (S, )
minimale.

3.3.3. Définition. Soit (0,S,60) € 7). Notons (0,S",¢) un triplet qui lui est associé
(qui est défini a G(*,—conjugaison prés, comme dans la proposition . On dit que
(0,S,0) est minimal si et seulement si le k-rang de S est égal a celui de Cg= (1), le
centralisateur de t dans é:, c’est & dire si S* est maximalement déployé dans ce
centralisateur.

Soient o, 7 € BT tels que 7 < o. Prenons une classe de C;—conjugaison de paires
(S*,t), ot S* est un k-tore maximal de G, et ¢ € (S*)F. Le choix d’un relévement
de E: en un Levi de Ci permet de relever S* en S un k-tore maximal de Ej et t
en t' € (S)F. Cette nouvelle paire (S™,#) est alors définie & G..-conjugaison prés,
et on note ¢ ;. I'application qui & la classe de conjugaison de (S*,t) associe celle de
(8™, ).

Notons que si s est la classe de conjugaison de ¢t dans C; alors o (s) est celle
de t'.

3.3.4. Lemme. Soient o,7 € BT tels que 7 < o et (0,5,0),(r,5,0") € T tels
que @} (8", t) = (8", t'), ou (0,5",t) (resp. (1,8,1')) est associé a (0, S,0) (resp.
(1,5,6")). Alors
(1) (0,8,0) est minimal et S est k-minisotrope dans G, si et seulement si (o, S, 0)
est elliptique
(2) (0,8,0) est minimal si et seulement si (1,5',0") est minimal.
Démonstration. Notons S*¢ le sous-tore déployé maximal de S™.

Commengons par montrer 1. Supposons que (0, S, 6) est minimal et que S est

k-minisotrope dans G,. Prenons L un Levi minimal de EZ tel que t € L, de sorte
que t soit elliptique dans L. Comme ¢ est un élément semi-simple, il existe S| un
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tore maximal F-stable de L tel que t € S.. Appelons Sf sa composante déployée.
Comme t est elliptique dans L, Sy est k-minisotrope dans L et donc Sf_l coincide avec
la composante déployée du centre de L. Maintenant S est k-minisotrope, donc §*d
est la composante déployée de Z(G.,), le centre de G,. Et comme Z(G,,) C Z(L), on
en déduit par maximalité de Si que $*¢ C S{'. Enfin, $* C S{ ¢ Ce: (t), et comme
(0,5,0) est minimal, $*@ = S{ et donc L = G,,.

Réciproquement, supposons t elliptique. Nous savons déja que S est k-minisotrope.
Il reste & montrer que $*? est maximal parmi les tores déployés de Cg: (t). Prenons

alors T¢ un tore déployé de Cg= (t) contenant $*Y. Notons M le centralisateur de

T dans éz qui est un Levi de é: contenant t. Comme t est elliptique M = éz, et
comme S est k-minisotrope, T¢ = §*%.

Démontrons maintenant 2. Commencons par relever S* en un tore de Ei, que 'on
note encore $*, de sorte que I’on puisse identifier (S'*,¢') a (S*, ) (aprés conjugaison).
Notons M, I'unique relévement de éz en un Levi de éi contenant S*.

Il faut alors montrer que $*¢ est maximal parmi les tores déployés de Cg=(t) si
et seulement s'il I’est parmi ceux de Cwm, (t). Il est clair que si S est maximalement
déployé dans Cg-(t) il I'est aussi dans Cv, (t).

Supposons donc $*¢ maximal parmi les tores déployés de Cwm, (t). Notons M le
centralisateur de $*¢ dans M, qui est un Lévi de M, contenant t. Le tore S* est
alors k-minisotrope dans M et il est maximal parmi les tores déployé de Cm(t) donc
par la propriété 1, ¢ est elliptique dans M. Comme S*? est la composante déployée
de Z(M), on a également que M est le centralisateur de S*¢ dans Ej. Prenons T¢
un tore déployé de C@ (t) contenant S*¢. Son centralisateur dans Ej est un Lévi

L contenant ¢ et contenu dans M. Mais comme t est elliptique dans M, L = M et
S*d — Td. O

3.3.5. Corollaire. Soit (S,0) € P. Alors (S,0) est minimale si et seulement si
pour tout o € A(S, F"")F le triplet associé (0, S,0) est minimal, si et seulement si
pour un o € A(S, F™)F le triplet (0, ,0) est minimal.

Notons que dans ce cas, si o est une facette mazimale alors (0, S, 0) est elliptique.

Revenons a la démonstration de 2P0 [~ = 0. La proposition montre
que l'on peut identifier I'application Py /~qg — S & )"/~ — Er/~. Il nous
suffit donc de montrer que 1'on a une bijection F,¢/~ = €p/~.

3.3.6. Proposition. L’application Ty — €y induit une bijection T/~ =5 Cp/~.

Démonstration. Nous savons déja par la proposition [3.2.6] que I'on a une application
T~ — Ep [~ et donc TS/~ — Gp/~.

L’application .7/~ — 65/~ est surjective. En effet soit (0,s) € €. Il existe
un polysimplexe maximal 7 > o tel que @3 '(s) # (). Prenons alors t € @5 !(s).
La classe de conjugaison t est alors elliptique dans Ci. Il suffit alors de prendre un
triplet (7, S, 0) qui donne (7,t). Ce dernier est elliptique puisque ¢ est elliptique et il
convient car (o, s) ~ (7,t).

Il reste & montrer l'injectivité. Soient (01,S1,61), (02,S2,62) € F¢ deux tri-
plets auxquels sont associés respectivement (o1, 1), (02, s2) € €o. On suppose que
(01,81) ~ (02, 82) et on veut montrer que (o1,S1,61) ~ (02,S2,603). Nous savons par
la proposition que ~ est la cloture transitive de ~’, on peut donc supposer que
(01,81) ~' (02, 82). Prenons un triplet (01,S7,t1) (resp. (02,S3,t2)) avec t; € (S7)F
(resp. t € (S3)F) en dualité avec (o1,S1,60;) (resp. (02, S2,602)), tel que t; (resp. t3)
a pour classe de conjugaison s; (resp. sa).
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Commencons par traiter le cas o1 = 09 et s1 = so. Il existe donc g € G:l tel que
t; = Ad(g)(t2). Par le lemme 1 et 9S8} sont maximalement déployés dans
Cg (t1), donc quitte a modifier g on peut supposer que S7 = 9S5. On en déduit que
o1

les paires (S7,t1) et (S3,%2) sont conjuguées sous C; et donc que les paires (Sy, 61)

et (Sg,02) sont conjuguées sous G,,. On a bien que (01,Sy,6;) ~ (02,S2,02).
Revenons au cas général. Comme (o1, 81) ~' (02, 52), deux cas se présentent :
(1) Tl existe g € G tel que goa = 01 et s1 = ¢}, (s2)-

Alors (S1,601) et g(S2,02) donnent la méme classe de conjugaison dans
(C;l)ss et par le premier cas (01,S1,601) ~ (02, S2,02).

(2) Tl existe z € BTy tel que o1 > < 09 et ), ,(s2) = 05, (1)

Choisissons un appartement contenant o; et os. Cet appartement est
associé a un tore T et I'on note T le tore induit sur G, et T* un dual sur é;.
Le tore T permet de relever de fagon unique G,, et G,, en des sous-groupes
de Levi de G,.. De méme T* permet de relever ézl et C;. Ceci nous permet
de relever Sy, Sy en des tores de G, et S%, Sj en des tores de G,. Dans ce
cas, (S1,0:1) correspond a (S7,%1) et (Sa,62) a (S5,t2) avec t1 et to conjugués
dans C; (t; est un représentant de la classe de conjugaison ¢}, (si)). Il existe
donc g* € G, tel que t; = Ad(g*)(t2). Par le lemme ¥ et 978} sont
maximalement déployés dans CC; (t1). Deux tores maximalement déployés
sont conjugués donc quitte & modifier g* on peut supposer que S7 = 9*55.
Par conséquent les paires (S7,41) et (S}, %) sont conjuguées sous G, donc les
paires (S1,01) et (Sq,02) sont conjuguées sous G,.

Il existe g € G, tel que (S1,01) = g(Sa2,02). Prenons g € G° un relévement
de g € G, ~ G2 /G}. Considérons également Sy et So des tores maximaux
non-ramifiés de G qui relévent S; et So. Alors S; et 985 ont méme image
dans G, donc par [DeB06] lemme 2.2.2, S; et 9S, sont G -conjugués. Quitte
a changer le relévement de g choisi, on peut supposer que S; = 9S,. Le
polysimplexe o; est une facette de dimension maximale dans A(Sy, F"")F et
go est une facette de dimension maximale dans A(9S,, F")F = A(S,, F™)F.
Prenons A un appartement contenant o7 et gos. Par [DeB06] lemme 2.2.1 (4)
nous avons A(A,o01) = A(A, gos). On a bien que Sy “9g,. De plus dans G,
ona$S; =95, et §; = ghy donc 6, id gb>. On a bien (01,S1,601) ~ (02,So2,02).

O
3.3.7. Proposition. L’application Py — 7 induit une bijection 27"/~ =
L,

Démonstration. Les propositions et montrent que ’on a le diagramme
commutatif
gz[r\nin/NG S y/{nin

P
TN [~ Cn/~

d’oul le résultat. O

3.4. Relations d’équivalence sur Zj. Nous avons obtenu dans les sections
précédentes une application 9y /~g — S ainsi que 23", un sous-ensemble de
P, tel que PR [~ 5 #in Cependant, lorsque les paires ne sont pas minimales,
nous ne savons pas encore quand elles donnent un méme systéme cohérent. Nous
cherchons donc une relation d’équivalence sur &, qui le caractériserait. Le but de
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cette partie est d’introduire les relations d’équivalences ~,, ~,. et ~, sur Z5. Nous
verrons par la suite que ~,. est la relation d’équivalence recherchée qui fournira
une bijection &Py /~, = Y}\“in. Les deux autres relations ~, et ~, sont tout de
méme intéressantes et produiront également des décompositions remarquables de
Rep} (G).

Soit m € N*, alors I'application

TI'Fm/F : X*(S) — X*(S)
A = A+Fs(\) ++FRTH N

induit une application, que I'on note encore Trgm /F :
Trpn e : X*(8)/(Fs — 1)X*(S) — X*(8)/(F& — 1)X*(S).
On note alors pour 6 € X*(S)/(Fs — 1) X*(S), 6(m) := Trem /¢ (0).
3.4.1. Lemme. L’application Trem p induit une bijection
Trem e X*(8)/(Fs — X" (8) = [X*(9)/(F§ — )X*(S)]"°.

Démonstration. Commengons par I'injectivité. Notons que Trgm ¢ = (Fg' —1)/(Fs —
1). Comme pour tout m € N*, Fg' — 1 est injectif, I'application Trgm /¢ : X*(S) —
X*(S) est injective. Mais alors s’il existe § € X*(S) et A € X*(S) tels que
Trem p(A) = (Fg — 1)(0) alors Trem /p(A) = Tremp((Fs — 1)(0)) et donc A =
(Fs—1)(0).

Passons maintenant a la surjectivité. Nous avons déja que Trem /r est & valeurs
dans [X*(S)/(Fg — 1)X*(S)]™S. Prenons donc A € X*(S) tel qu'il existe 6 vérifiant
(Fs =1)(A) = (F§' = 1)(0). Alors (Fs —1)(\) = (Fs —1)(Trem p(0)) et par injectivité
de (FS — 1), A= Tr,:m/F(H). U

Soient S; et So deux tores non-ramifiés et g € G™". Pour simplifier les écritures
nous noterons ST pour (S77)F" = 8;(F,,), ot F,, est I'extension non-ramifiée
de degré m de F. Rappelons (voir annexe que X*(S1)/(Fg" — 1)X*(S1) est
en bijection avec Irr(°(ST™)/(ST™)*) (notons que I'on utilise ici le systéme com-
patible de racines de I'unité fixé au début de cet article). Ainsi si 9(ST") = SE”
(ce qui est équivalent & dire que Ad(g) est défini sur F,), Ad(g) induit une bi-
jection Irr(°(ST™)/(ST™)*) 5 Irr(°(S5™)/(SE™)T) et donc une bijection Ad(g) :
X*(S1)/(F§ —1)X*(S1) = X*(S2)/(Fg —1)X*(S2). On définit alors la relation
d’équivalence suivante

3.4.2. Définition. Soit m € N*. On dit que (S1,61) ~ (S2, 62) si et seulement s’il
existe g € G™" tel que

(1) 9(s{") =S5

(2) gb1(m) = O2(m)

On dit que (S1,01) ~o (S2,02) si et seulement s’il existe un m € N* tel que
(S1,01) ~m (S2,02).

Nous pouvons remarquer qu’il existe un entier d tel que pour tout tore non-ramifié
S de G, F¢ = 9% est la multiplication par ¢¢. Ainsi ~so=ryg.

On note N""(8S) le normalisa’@ur de S™ dans G™". Le groupe de Weyl étendu
de S dans G™" est le quotient W (S) := N""(S)/°S™", ot "S™" est le sous-groupe
borné maximal de S™". On note W%(S), le groupe de Weyl affine, qui est le sous-

groupe de W (S) engendré par les réflexions des murs des chambres de A(S, F"").
Le groupe de Weyl W(S) est défini par W(S) := N""(S)/S"".
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Notons N(S,0) := {n € N"(S),*(SF") = SF" et nf(m) = 6(m) pour un m €
N*} qui est un sous-groupe de N”"(8). Définissons aussi W (S, ) := N(S,6)/°S™ <
W(S) et W(S,0) := N(S,0)/5™ < W(S).

Considérons un d tel que ~n,=~g. En particulier on a (Fg — 1) X*(S) = (¢¢ —
1)X*(S). Alors l'application naturelle (-,-) : X, (S) x X*(S) — Z induit une appli-
cation

() Xu(8) x X*(8)/(F§ = 1)X*(S) = Z/(¢" — 1)

Posons W°(S, §) le sous-groupe de W (S, 0) engendré par les s, ou « est une
co-racine vérifiant (a, 6(d)) = 0. Les « tels que (o, 0(d)) = 0 forment un systéme
de racines F-stable. Une vérification directe est possible, mais on peut également
montrer que W°(S, 6) s’identifie au groupe de Weyl de Cg-(¢)°, ou t € G, ce que
nous ferons plus tard (lemme @) Notons A(g,g) I'appartement A(S, F") mais
dont la structure polysimpliciale est déduite de celle de A(S, F™") en ne gardant que
les murs correspondants aux co-racines affines dont la partie vectorielle correspond
aux « tels que («, 6(d)) = 0. Désignons W4(S, 6) le sous-groupe de W% engendré
par les réflexions des murs de A(g 9). Ce dernier est alors un groupe de Weyl affine
comme défini dans [Bou81| chapitre VI, §2.

Enfin définissons N°(S,0) (resp. W°(S,8)) le sous-groupe de N(S,6) (resp.
W(S,6)) image réciproque de W°(S, ) par 'application N(S,6) — W (S, 0) (resp.
W (S,0) — W (S, 0)). Notons que W9(S, #) est un sous-groupe de WO(S, ) et posons
N*(8S, 0) 'image réciproque de W*(S, ) dans N°(S,6).

Notons que tous les ensembles définis précédemment sont F-stables.

Notons que si (S1,601) et (Sa,02) sont ~-équivalentes, alors il existe g tel que
9(ST") = S§" et gb;(m) = 2(m) pour un certain m. Comme 957" = SB" (par
densité de Zariski de ST"), g71F(g) € N (S;). De plus 61 (m) et 6(m) sont F-
stables donc g~*F(g)61(m) = 61(m). On en déduit que g~ 'F(g) € N(S1,61). On
peut alors raffiner ~., de la fagon suivante.

3.4.3. Définition. On dit que (Sy,61) ~, (S2,602) (resp. (S1,01) ~¢ (Sa2,62)) si et
seulement s’il existe m € N* et g € G™" tels que

(1) #(s5") = E"
(2) gb1(m) = O2(m)
(3) g7 'F(g) € N°(S1,601) (resp. g~ 'F(g) € N*(S1,61))

Expliquons les notations précédentes. Nous notons ~,. car cette relation d’équi-
valence va correspondre a des classes de conjugaison rationnelles. Et ~, est notée
ainsi car cette relation va caractériser le fait que deux paires (S, 6) définissent le
méme systéme d’idempotents cohérent e = (e,).

Il faut vérifier que ~,. et ~. sont bien des relations d’équivalence. Cela découle
de la remarque suivante. Soit g € G™" tel que 9(ST") = SE™ et gfy (m) = O2(m).
Alors Ad(g) induit une bijection Ad(g) : N(S1,601) = N(Sz2,62). Si o est une co-
racine telle que (a, 01(d)) = 0 alors (g -, g-61(d)) =0 donc Ad(g) : N°(Sy,6,) >
N°(Sq,603). De plus Ad(g) envoie les murs de appartement relatif & Sy sur les
murs de 'appartement relatif & S donc Ad(g) : N%(S1,601) = N%(Ss,63). Pour
conclure, il suffit de remarquer que I'application z +— gxF(g)~! = (gzg~1)(gF(9)™})
induit bien une bijection N°(Sy,6;) = N°(Sa,62) (resp. N*(S1,01) = N%(Sa,0s))
si gF(g)~! € N°(Sa,02) (resp. gF(g)~! € N%(Ss,65)).

On a alors les liens suivants :

NG:NE:NT:}NOO
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3.5. Caractérisation des systémes de classes de conjugaison 0-cohérents
minimaux dans £,. Nous souhaitons montrer dans cette section que ’application
P — L induit une bijection Py [/~ = S0,

Considérons une paire (S, ) et o € A(S, F"")F. Notons (0,S,0) € F, le triplet
induit par (S, 0). Le groupe des caractéres d’un k-tore est aussi muni d’applications
Trem /F, et celles-ci sont compatibles avec l'identification naturelle X*(S) ~ X*(S).
Nous rappelons que W,(S) est le sous-groupe de W (S) engendré par les réflexions
des murs passant par o, qui s’identifie au groupe de Weyl de G, relatif & S. On notera
WI(S) le stabilisateur de o dans W (S). Soit d un entier tel que ~q=n~4. On note
alors W2(8S, 0) le sous-groupe de W, (S) engendré par les s, tels que s,0(d) = 6(d)
et (o, 0(d)) = 0. Le lemme suivant découle de [Bou81], chapitre V, §3, proposition 1.

3.5.1. Lemme. Soient (S,0) € Py et o € A(S,F"). Alors W*(S,0) N Wi(S) =
w2(S,0).

Rappelons que la classe de G,-conjugaison de la paire (S, ) correspond & une
classe de CZ—conjugaison de paires (S*,t) (proposition . Fixons (S*,¢) un
représentant de la classe associée a (S, 6). Le groupe de Weyl de CZ relatif & S*
s’identifie au groupe de Weyl W, (S) de G, relatif & S.

3.5.2. Lemme. L’isomorphisme entre W,(S) et W(S*, G,

) envoie W2(8S,0) sur
W(S*,ng(t)").

Démonstration. D’aprés [Car93|] théoréme 3.5.4, W (S*, Cg: (1)°) correspond au sous-
groupe de W, (S) engendré par les s, ou « est une racine (pour S*) vérifiant a(t) = 1.

La bijection reliant 0 et t est donnée par la formule 6(Npa/r(a(()) = w(a(t))
(ici ¢ est une racine de l'unité et on a identifié les caractéres de S* avec les co-
caractéres de S, voir annexe |B| pour plus de détails sur la formule et les notations).
Or 0(Nga p(z)) = Trpa/p(0) (). On a alors a(t) = 1 si et seulement si (o, 6(d)) =0
d’ott le résultat. O

Soit (0,8, 6) € J). Nous savons que l'on peut associer a ce triplet une classe de
conjugaison rationnelle semi-simple ¢ € (CZ)SS’ A- On dira alors que deux triplets
(0,S1,01),(0,S2,02) € J) sont rationnellement équivalents si la classe de conjugaison
rationnelle associée est la méme.

3.5.3. Lemme. Soient o € BT et (0,81,61), (0, S2,02) € Tp. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes

(1) (0,81,01) et (0,82,02) sont rationnellement équivalents.

(2) Il eziste g € G, et m € N* tels que g(S; ) = S5, gb1(m) = 02(m) et g~ F(g)
se projette sur W2 (Sy,61).

Démonstration. Notons (S7,t1) et (S5,t2) des paires associées a (S1,01) et (Sa,62).

Supposons 1. Les triplets (0,S1,01) et (0,S2,62) étant rationnellement équi-
valents, on a par définition qu’il existe g* € (G,,)F tel que t; = Ad(g*)ts. Les deux
tores S} et 9° S} contiennent ¢; donc sont conjugués sous CC; (t1)°. 1l existe donc un
h* € G, tel que h* (S, t1) = (S5, t2) et w = (h*)"'F(h*) € W¢ (S1). Rappelons que
l’on peut voir la correspondance entre les paires (S, 6) et les paires (S*,t) en fixant
une paire de tores de référence en dualité sur k (comme rappelé dans le paragraphe
apreés la proposition . Fixons ici, Sy et S}. La paire (S, t2) correspond alors
a (w,t;) ot ty € (S})F». Considérons 6, € X*(S;)/(wF — 1)X*(S;) 'éléement qui
correspond & (w,t1). Prenons également g € G, tel que g~ 'F(g) reléve w. Alors
la paire g(Sq, 01) est une paire en dualité avec (S5, t2) et est donc G-conjuguée a
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(Sq,603). Le lemme nous permet d’identifier w & un élément de W2(Sy, ;).
Enfin, pour un m tel que (wF)™ = F™, en remarquant que 6, et 6, correspondent
tous les deux & t1, on a que 01 (m) = 6 (m), d’oi 2.

Supposons dorénavant 2. Nommons w € W2(Sy,0;) la projection de g~1F(g)
qui s’identifie & w € W (S1) par le lemme ﬂ Posons (S1,61) = g~ (S, 62),
ot 0, € X*(S1)/(wF — 1)X*(Sy). Alors 6;(m) = 6;(m) et donc 0, s’envoie sur
t1 € (S7)"F. Prenons alors g* € Cg- (t1)° tel que (g*) 'F(g*) reléve w. La paire
(S5,t2) est alors G* conjuguée a g* (g?[,tl). Et comme Ad(g*)t; = t1, t1 et ¢o sont
rationnellement conjugués et on a 1. O

3.5.4. Lemme. Soient (S1,601) et (Sa,02) deux éléments de Pp. Supposons qu’il
existe o € BT NA(S1, F"'") N A(S2, F'"). Notons (0, 81,61) et (0, Sa,02) les triplets
induits sur G,. Alors les assertions suivantes sont équivalentes

(1) (0,81,01) et (0,82,02) sont rationnellement équivalents.

(2) 1l existe g, € G2 et m € N* tel que 97 (SY") = S5, g,01(m) = O2(m) et
95 'F(9s) € N(S1,01).

Démonstration. Par le lemme 1. est équivalent & I’existence d’'un g, € G, et
d'un m tels que 97 (ST") = 85", 5,01 (m) = O2(m) et g;'F(g,) € W2(S1,01).
Supposons l'existence d’un tel g,. On peut alors relever celui-ci en un élément g, €
G tel que 97 (SF") = SE™ et g,01(m) = (m) (voir le lemme 2.2.2 de [DeB06)|
pour les tores). Par le lemmewg =g, F(g,) € W2(S1,601) C W(S1,64).
Supposons maintenant 2. Notons g, la réduction de g, dans G,. Alors 9°S; = S,
et g, 01(m) = 02(m). Et par le lemme wg, la projection de g; 'F(g,), vérifie
Wy € W“(Sl,Gl) n W;(Sl) = W;’(Sl,el) d’ou 1. O

3.5.5. Lemme. Soit S un tore maximal non-ramifié de G, alors il existe x €
BTy NA(S, F").

Démonstration. D’aprés [DeB06] Lemme 2.2.1, A(S, F™"")F est non-vide et est
I'union des facettes de BT qui le rencontrent. O

3.5.6. Lemme. Soient (S1,01) et (Sq,62) deuz éléments de Py avec (S1,01) mini-
male. Supposons que (S1,01) et (Sa,6s) définissent le méme systéme de classes de
conjugaison 0-cohérent. Alors, quitte 4 conjuguer l'une des paires par un élément de
G, il existe un sommet x € BT vérifiant :

(1) = € A(S1, F™) N A(Sa, F™7)

(2) (x,81,01) et (x,82,02), les éléments de Tn correspondant respectivement a
(S1,61) et (Sa,02), sont rationnellement équivalents.

Démonstration. Prenons x € BTy NA(S2, F™") par le lemme et considérons
(,S9,603) € Ty correspondant a (Sq,63). Notons ¢ la classe de conjugaison semi-
simple dans (C;)F associée a (x,S2,02). Soit S* un tore maximalement déployé
du centralisateur de ¢ de sorte qu’il existe un triplet minimal (z, S, §) associé a t.
Choisissons (S, 0) € &5 correspondant a (z, S, 0). Les triplets (z,S,0) et (z, Sz, 62)
sont rationnellement équivalents par construction, donc (Sq, 62) et (S, 6) définissent
le méme systéme de classes de conjugaison 0-cohérent. Ainsi, par hypotheése, (S1,61)
et (S, 0) définissent également le méme systéme. Or ces deux paires sont minimales,
donc d’aprés la proposition (S1,01) est G-conjuguée a (S, #) ce qui démontre
le résultat. (|

3.5.7. Lemme. Soient (S1,601),(S2,02) € Pa. Alors si (S1,01) et (Sa, 63) définissent
le méme systéme de classes de conjugaison 0-cohérent, (S1,01) ~¢ (Sa,02).
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Démonstration. Tous les systémes de classes de conjugaison 0-cohérents sont décrits
par une paire minimale par le théoréme [3.3.7} Ainsi on peut supposer, sans perte de
généralité, que (Sy,6071) est minimale. Le résultat découle alors des lemmes m et
13.9.0l O

Sin € N"(8S) alors n induit une action sur X*(S) et on note F, g := ndg o .
Notons que F,, g ne dépend que de I'image de n dans W(S).

3.5.8. Lemme. Soient (S,0) € Py et g € G™ tels que g~'F(g) € N°(8S,0). Alors
il existe (S',0") € Py et m € N* tels que 9(SF") = SF" et gd(m) = 0’ (m).

Démonstration. Posons n := g~ 'F(g) € N°(S,0) et w € W°(S, 6) sa réduction. Soit
m tel que nf(m) = 6(m) et Fg" = F"g. Alors 0(m) € [X*(S)/(F'g — 1)X*(S)]F"’S
et par le lemme il existe € X*(S)/(Fn.s — 1)X*(S) tel que 8(m) = 6(m).
Définissons S’ := 9S et 0 := gf € X*(S')/(Fs — 1)X*(S') de sorte que ¢ (m) =
gh{m). O

3.5.9. Lemme. Dans chaque classe de ~.-équivalence il existe un représentant (S, 6)
tel que l'appartement A(s gy contienne une chambre F-stable.

Démonstration. Soit (S,0) € Zx. Prenons C' une chambre de A(gg). L’automor-
phisme F agit de fagon polysimpliciale sur 'appartement donc F(C) est encore
une chambre. Le groupe W%(S, 6) agit transitivement sur ’ensemble des chambres
([Bou81] Chapitre VI, §2, Proposition 2), donc il existe w € W*(S,0) tel que
wF(C) = C. En particulier w € W* et la proposition montre alors qu’il existe
g € G™ tel que g~'F(g) € N%(S,0) soit un relévement de w. Prenons (S’,0') € P,
comme dans le lemme On a bien, par définition, que (S',0") ~, (S, 0). Posons
¢’ := gC une chambre de A(g/ g). Comme wF(C) = C, c’est a dire g~'F(g)F(C) = C,
on obtient F(C") = C’" d’ou le résultat. O

3.5.10. Lemme. Soient (S,0) € Py et g € G". On suppose que Ag gy contient C
une chambre F-stable et que g~ F(g) € N(S,0). Alors il existe o € BT NA(S, F"")
et h € N%(S,0) tels que h=1g='F(g)F(h) fize o.

Démonstration. Notons w € W4(S,0) la réduction de g~ 'F(g). Posons S’ := 98S.
Par le lemme il existe y un point F-stable de A(S’, F""). Le point 2z := g~ 'y
est alors un point wF-stable de A(g g).

Le groupe W(S, f) agit transitivement sur les chambres de A(g ) donc il existe
u € We(S,0) tel que z := u-z € C. De 'égalité wF(z) = z on déduit que w'F(z) = x
avec w’ = uwF(u)~!. Posons h € N%(S,6) un relévement de u.

Nommons C’ la chambre w’ - C. Ainsi z = w'F(z) € w'F(C) = w'C = C’ et
on a aussi ¢ € C donc il existe v € W2(S,0) tel que v-C' = C (W2(S,0) agit
transitivement sur les chambres de A(s ) qui contiennent z, [Bou81| Chapitre VI,
§2, Proposition 2 et [Bou81| Chapitre V, §3, Proposition 1). Alors vw’ - C = C' et
comme vw’' € W%(S,6), vw’ = 1. De plus © = w'F(x) donc 2 = F(z). On prend
alors o le plus petit polysimplexe de A(S, F™") qui contient z. Comme x = F(z) on
a également o = F(o) et o convient. O

3.5.11. Lemme. Soient (S1,01) et (Sq,02) deux paires telles que (S1,61) ~¢ (Sz,02).
Alors (S1,01) et (Sa,02) définissent le méme systéme de classes de conjugaison 0-
cohérent.

Démonstration. D’aprés le lemme il existe une paire (S,60) telle que As )
contienne une chambre F-stable et (S1,671) ~¢ (S2,02) ~¢ (S, 6). Il nous suffit donc
de montrer par exemple que (Sy1,61) et (S, 0) définissent le méme systéme de classes
de conjugaison 0-cohérent. Prenons g € G™ et m € N* tel que 9(SF") = S'",
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gf(m) = 61(m) et g71F(g) € N%(S,0). Par le lemme précédent on peut
supposer qu'’il existe o € BT NA(S, F"™") tel que g~ 'F(g) fixe o. Par le lemme 2.3.1
de [DR09] nous savons que H!(F,G2"") = 1 donc il existe g, € G2 tel que
g 'F(g) = g;'F(g,) et donc g,¢g~ ' € G. Ainsi, quitte & remplacer (S,6) par un de
ses G-conjugués on peut supposer que g = g,. On conclut par le lemme [3.5.4 O

On déduit alors du lemme et du lemme 3.5.11] le théoréme suivante
3.5.12. Théoréme. L’application P — " induit une bijection
P oo 55 LM,
On obtient donc une décomposition de Repi (G)

Repd(G)=  []  Repi” (G),
[8,0]e € Pp /e

ot Repkq’g]"‘(G) = RepS\S’a)(G), pour (S,0) n’importe quel représentant de la classe
de ~¢-équivalence [S,0]..

Cette décomposition est minimale pour la méthode utilisée.

3.5.13. Remarque. Toute relation d’équivalence ~ sur &, plus faible que ~, (en
particulier ~o, et ~,.) conduit a une décomposition de Rep) (G) :

Repl(G)= ] RepS(G),
CEPp [~

oll Repi(G) =1] Repf’ele (G), le produit étant pris sur les classes de ~.-équivalence
[S, 0] telles que (S,0) € C.

Notons également que par construction les objets simples de Rep&s’a)(G) sont
décrits par : w € Irrp (G) N Repgs’e)(G) si et seulement s’il existe (S',6') € P, et
o € A(S')F tels que

7 (S/7g/) ~e (879)

— ("Rgr (%), 0)s, #0

ou Sy est ' si A = Q, ou le sous-groupe maximal de S’ d’ordre premier & ¢ si
A =17,

4. LA RELATION D’EQUIVALENCE ~,.

On suppose toujours que G se déploie sur une extension non-ramifiée de F'. Le
but de cette section est d’étudier les décompositions produites par ~,. et ~,,, comme
expliqué dans la remarque (on traitera la relation ~, dans la section suivante).

Dans [Lanl8| (théoréme 3.4.5) nous avons obtenu une décomposition de Rep (G)
indexée par @,, (I 1{7\, LG), I'ensemble des paramétres de Langlands inertiels modérés,

Rep} (G) = H Rep} (G).
PEP (I3, L G)
Celle ci est obtenue en identifiant ®,,,(I%,“G) a (G, 4)". Nous procédons de méme

ici en introduisant un ensemble EJm(I A4 LG), et en montrant que I'on a un diagramme
commutatif

yl\/”r( :s,A = &)m(II[},LG)

o |

P ~oe (G p)F === 0 (13,7 G)
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La décomposition donnée par ~, est la méme que celle de [Lanl8| (I’objet principal
de cette section est donc ~,.) et ~,. donne une décomposition plus fine

Rep (G) = [T R
($,0)€D,, (IA,LG)

Haines définit dans [Hail4] définition 5.3.3, une notion d’équivalence inertielle
pour des paramétres \ : Wrp — LG(@Z). Nous étendrons cette derniére en une
notion de ¢-équivalence inertielle. On notera Bf,f, A lensemble des paramétres de
Weil modérés a équivalence inertielle prés (¢-équivalence inertielle si A = Zj).
On construira une bijection Bs! , = %m(lf}, LG), permettant de réinterpréter la
décomposition précédente en ’

Rep} (G) = 11 Rep" (@)= [[ Rep{(@).

(¢.,0)€Pm (IX,LG) [pleBst o

Dans le cas ott G est un groupe classique non-ramifié, A = Q, et p # 2, cette décompo-
sition est compatible & la correspondance de Langlands locale et est la décomposition
de Rep} (@) en "blocs stables" (c’est a dire que ces facteurs correspondent a des
idempotents primitifs du centre de Bernstein stable).

4.1. Interprétation sur G*. Dans cette partie, nous allons expliquer le lien entre
les ~,.-classes (resp. les ~oo-classes, resp. les ~1-classes) et les classes de conjugaison
dans G*. De fagon plus précise, nous introduisons un ensemble Zx = {(S8%,t)}, ou S*
est un k-tore maximal de G* et ¢ € (S*)F est d’ordre inversible dans A ainsi qu'une
application &) — P25 /~g+, oul ~g+ est la conjugaison par G*. Nous montrerons
alors que cette application induit le diagramme commutatif suivant

Pp[r~1 — PN~y — P ~oo

Pi/~a —=Gin —= (G 0"

Si G est de plus quasi-déployé, les injections verticales sont alors des bijections.

4.1.1. Définition. On note & l'ensemble des paires (S*,t) ot S* est un k-tore
maximal de G* et ¢t € (S*)F est d’ordre inversible dans A.

Définissons une application &y — &5 /~g+, ol ~g- désigne la conjugaison par
G".

Soit (S,0) € P,. Prenons S* un k-tore maximal de G* dual de S (la dualité ici
signifie que la donnée radicielle de S munie de 'action du générateur de Gal(F"" /F)
est la duale de celle de S* munie de I’action du générateur de Gal(k/k)). Notons que
ce dernier est bien défini & G*-conjugaison pres. L’identification X*(S) ~ X, (S%)
fournit une bijection X*(S)/(Fs — 1)X*(S) = X.(S*)/(F — 1) X.(S*). Composée
avec la bijection X, (S*)/(F—1)X.(S*) = (S*)F de l’annexe on obtient la bijection

X*(8)/(Fs = 1)X*(8) = ($7) .

A 6 est donc associé un t € (S*)F. La paire (S*,t) est bien définie & G*-conjugaison
prés, et on obtient de la sorte une application

yA — @X/Ng*.
4.1.2. Proposition. L’application Py — P} /~¢- passe au quotient et induit une

injection Pn[r~1 — Px/~ee.
Si G est de plus quasi-déployé, cette injection est alors une bijection.
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Démonstration. Pour traiter la classe de ~i-équivalence, nous allons utiliser les
résultats de [DeB06]. Pour cela nous fixons T un tore non ramifié de G et T* un
k-tore maximal de G* en dualité avec T. On note W le groupe de Weyl fini de T.

Notre groupe G étant déployé sur F™" | nous savons par le lemme 4.3.1 de [DeB06)
qu’il y a une injection entre les classes de ~1-équivalence de tores maximaux non-
ramifiés et les classes de F-conjugaison dans W, c’est a dire H*(F, W) (cette injection
est bijective si on suppose de plus G quasi-déployé) . Cette application fonctionne
de la maniére suivante. Soient S et T deux tores non-ramifiés. Ceux-ci étant non-
ramifiés, ils sont conjugués sous G™". Ainsi, il existe g € G™" tel que S™ = 97T™". Or
F(S™") = S™" donc cela définit un élément n := g~'F(g) € Z1(F, N™) oit N :=
N(G™,T""). On obtient w := nT™ € Z'(F,W) dont la classe [w] € H'(F, W)
est indépendante du choix de g. Notons également que (S™")F = 9((T"")F») ou
Fuw:=Ad(n)oF.

Soit maintenant (S,0) € 5. Comme ci-dessus, choisissons g € G™" tel que
ST = 9T et posons w 'image de g~ 1F(g) dans W et 6, = g~10 € X*(T)/((w?) o
1 — 1)X*(T). Alors la méme preuve que le lemme 4.3.1 de [DeB06| en rajoutant les
caractéres f montre que la classe de ~j-équivalence de (S, 0) est caractérisée par la
classe de F-conjugaison de (w, 6.,).

La bijection X*(T)/((w?) op — 1) X*(T) ~ X.(T*)/(Fyp — D) X (T") ~ (T*)Fw
(rappelée dans Pannexe |[B)) envoie 6,, sur t,, € (T*)Fv. La classe de F-conjugaison de
(w, t,y) est elle méme en correspondance avec la classe de conjugaison d’une paire
(S*,t) (cette correspondance est aussi rappelée dans I’annexe . Notons que S*
est en dualité avec S, et t correspond & @ via la bijection X*(S)/(Fs — 1)X*(S) =
(S*)F, donc cette classe de conjugaison est bien I'image de (S,6) par 'application
P — P [~g-, dou le résultat. O

Nous avons une application bien définie &5 /~g+ — G, 5, (§%,t) = t. Celle-ci
induit donc deux applications &) — G, et Zx — (GL, 4)" (en composant avec

G:s,/\ — ( :S,A)F)‘

4.1.3. Proposition. Les applications précédentes passent au quotient pour les re-
lations d’équivalence ~, et ~, et donnent des injections rendant le diagramme
sutvant commutatif

@A/Nlﬂy/\/“’r%c@A/No@

P/~ ——= Gon — (G 0"
Si G est de plus quasi-déployé, ces injections sont des bijections.

Démonstration. Soit m € N*. Passer de ~1 a ~,, revient a changer F en F™. De
plus Papplication 8 — 6({m) correspond au niveau des groupes finis a ’application
t e (T = t € (TF" (voir par example [DL76] section 5.3). On en déduit
(comme dans [4.1.2)) que 'on a P/~ — P} /~g+rm. En particulier on a que
P[00 > (Gia)" -

Soient (S,8),(S’,0") € P5. Notons (S*,t) et ((S')*,t') des représentants des
images respectives de (S, 0) et (S',0') par Pp — P /~c-. Alors (S,0) et (S,0)
sont ~.-équivalentes si et seulement si elles sont ~,,-équivalentes et que le g reliant
les deux paires vérifie g~'F(g) € N°(S, ). Par ce qui précéde, étre ~.-équivalent
est équivalent & ce que t et t' soient géométriquement conjugués. Notons w la
réduction de g~1F(g) dans W°(S, #). Comme dans le lemme nous savons que
We(S,0) correspond au groupe de Weyl de Cg-~(¢)°. Ainsi (S,0) et (S',6’) sont
~p-équivalentes si et seulement si ¢’ est conjugué a t par un élément g* € G* vérifiant
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w = (g*)"'F(g*) € W°(S,0) (c’est & dire tel que g* € (G*)FCg-(t)°) (une fois le
tore S fixé la dualité fonction comme celle sur les groupes finis rappelée apres la
proposition [B.0.1)), si et seulement si ¢ et ¢’ sont rationnellement conjugués. O

4.2. Classes de conjugaison rationnelles. La proposition [4.1.3| montre que les
classes de ~,-équivalence correspondent & des classes de conjugaison rationnelles.
Dans [Lanl8|, pour relier les classes de conjugaison géométriques semi-simples F-
stables aux paramétres de I'inertie, nous avons interprété (G%,)F comme ((X ®z
EX) /W)F. Nous souhaitons faire de méme ici, mais pour les classes de conjugaison
rationnelles. Nous introduisons donc un ensemble X A muni d’une action de W de
sorte que 'on ait le diagramme commutatif

~

XVA/W G:S,A

| |

(X @2k )a/W)F == (G, »)f
(X ®z EX)A désigne les éléments de (X ®z EX) d’ordre inversible dans A).

Soit s € T" ~ X ®7 EX, on note W le sous-groupe de W formé par les éléments
w tels que w - s = s, qui correspond au groupe de Weyl de Cg~(s) par rapport a T,
et W2 le sous-groupe de W engendré par les s, tels que a(s) = 1, qui correspond
au groupe de Weyl de Cg-(s)° par rapport a T*. Posons

X :={(s,0) € (X ®zk ) x (W\W),s=1w-F(s)}

et X le sous-ensemble de X formé par les (s,w) avec s d’ordre inversible dans A.
Le groupe de Weyl W agit sur X, par

v-(s,w) = (v-s,vwF(v)~1), veWw.

Veérifions que vwF(v)~! a bien un sens. Si w; = we dans W2\W, c’est a dire wy =
uwsy avec u € W2, alors vwiF(v) ™ = (vuv™1)(vwaF(v) 1) et comme vuv=—t € W2,
on a bien le résultat voulu.

On va maintenant relier X, /W aux classes de conjugaison rationnelles semi-
simples dans G* d’ordre inversible dans A.

Soient (s, @) € Xa et n € G* un relévement de @. Comme s = wF(s), on a
s = nF(s)n~!. Ecrivons n sous la forme n = g~ 'F(g) (grace a la surjectivité de
I'application de Lang), alors t := gsg~! vérifie t = F(¢). On associe a (s, w) la classe
de conjugaison rationnelle de t.

4.2.1. Lemme. Ce procédé ne dépend pas des choiz effectués et définit une application
XA — G;S,A .

Démonstration. Prenons un autre relévement n' = (¢')"1F(g’) de w. Alors n'n~! €
Cg+(s)°. Le groupe réductif connexe Cg-(s)° est Fy, := Ad(n)oF stable, donc il existe
h € Cg~(s)° tel que n'n~! = h='F,(h) = h='nF(h)n~!. Donc n’ = h='nF(h) =
(gh)~'F(gh). Ainsi gh(g')™" € (G")F et t' == ¢'s(g") ™" = (gh(g")~")""t(gh(g")™")
est rationnellement conjugué a t. ]

4.2.2. Proposition. Cette application passe au quotient pour fournir une bijection
naturelle X5 /W —= G, 5.
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Démonstration. Montrons d’abord qu’elle passe au quotient. Soient (s, w), (s',w’) €
X et v e W tels que (s, @) = v - (s',w). Soient n = g~ F(g) un relévement de @
et m un relévement de v. Alors n' := m~InF(m) = (gm)~1F(gm) est un relévement
de @’. Notons ¢t la classe de conjugaison semi-simple rationnelle associée a (s, @)
et ¢’ celle associée a (s',w’). Alors t’ est la classe de conjugaison rationnelle de
gms'm~tg7! = gsg~! donc t' =t.

Il reste & vérifier la bijectivité. Construisons la bijection réciproque. Soit ¢t € G:S’ A
alors il existe S* un tore maximal F-stable de G* tel que t € (S*)F. Prenons
g € G* tel que 98" = T*. Alors g~ 'F(g) normalise T* et on peut former le couple
(s,w) = (gtg~', 97 F(g)). Ceci nous définit une application Gj, , — Xa/W (elle
est indépendante des choix effectués) qui est la réciproque de Xa /W — G n. O

Nous avons une application naturelle X5 /W — (X @z %k )a/W)F, (s,w) — s et

il est clair au vu de la définition de I’application X — G:&A que l'on a

)?A/W :S,A

| |

(X @z % )a/W)F —= (G, ,)F

4.3. Réinterprétation de la relation d’équivalence ~,. Dans cet article, nous
obtenons des décompositions de RepUA(G) a partir de relations d’équivalence (~, ~,.
et ~oo) sur Py. Dans [Lanl8], la décomposition de Rep% (G), indexée par des para-
meétres inertiels, ne passe pas par les paires (S, ). Elle est construite a partir d’une
application €5 — (G:,)F (on rappelle que % désigne I'ensemble des couples (o, s) ol
ceBTets e (CZ)S&A, voir déﬁnition‘ La bijection &) [~ = F0 5 G [/~
(théoréme permet de définir sur %, deux relations d’équivalence ~,. et ~,
qui correspondent aux relations éponymes sur &, . Nous montrons dans cette par-
tie que I'application €5 — (G},)" de [LanI8] passe au quotient pour donner une
injection €5 /~oo < (G,)F (on aura donc une compatibilité entre la décomposition
dans [Lanl8]| et celle obtenue ici grace & ~,). Nous souhaitons également trouver
une application plus simple pour les classes de ~,.-équivalence. On construira donc
ér — G, qui passe au quotient pour ~, et donne le diagramme commutatif

CA S ss.A
~ 7
PN ~r
Cn/~ooC (Gon)”
\ /
PN ~oo

Soient o € BT et T un tore maximal maximalement déployé tel que o € A(T, F).
Rappelons que 'on a une bijection canonique X AW =~ G:S, A (proposition
On a également X /W, ~ (CZ)SS, A- L’application W, < W induit une application
Wo /W3 o — W/WS et donc XA/W, — X,/W. On obtient de la sorte notre

S

application (62)557/\ — G:S,A~
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4.3.1. Proposition. L’application précédente est indépendante du choiz du tore T
et définit une application €p — GZS,A. Cette derniére passe au quotient pour ~,. et
rend le diagramme suivant commutatif

%A/Nr = ‘@A/NT‘

~

GZS,A
Démonstration. Soit t € (G, )s..a et notons s son image par (G, )sn — Giga
Prenons S* un k-tore maximal de (C;)SS’A tel que t € (S*)F. Considérons (S, 6) en
dualité avec (S™,t) et que l'on reléve en (S, ) ou S est un tore maximal de G. 11
est alors clair que la classe de ~,.-équivalence de (S, 6) correspond a la classe de
~-équivalence de (o,t) via la bijection €y /~, = £ /~,. Nous souhaitons donc
montrer que s est 'image de (S, 0) par I'application &5/~ — Gg, 4.

L’application (C;) ss,A = Gig a Gtant définie a partir des groupes de Weyl, nous
allons réinterpréter les résultats grace a ces derniers. Notons T le tore induit par
T sur G, et T" en dualité avec T. Notons 2}V /F I'ensemble des classes de F-
conjugaison de paires (w,f) on w € W, 0 € X/((wd o) —1)X et § est d’ordre
inversible dans A. Notons de méme 22,7 /F le méme ensemble mais avec w € W,,.
L’injection W, — W permet de définir une application QZXV“/F — 2V JF. Soit
(wey,0,) € P JF correspondant 4 la classe de G, -conjugaison de la paire (S*,)
(voir annexe [B) et nommons (wy, 6y) € £ /F I'image de (w,,0,) par Iapplication
QZXV" JF — 2}V JF. La classe de F-conjugaison de la paire (wp, fy) correspond 4 la
classe de G*-conjugaison d’une paire (Sg,to) et il est clair que s est la classe de
conjugaison de tg.

En termes de groupes de Weyl, la proposition peut se réinterpréter en une
injection Py /~1 — P)V /F. Grace a la propositio il nous suffit pour conclure
de montrer que la classe de (wp, 0p) est 'image de (S,0) par Py /~1 — P} /F. Le
corollaire 4.3.2 de [DeB06] montre ce résultat mais sans les caractéres §. La méme
preuve s’adapte aisément en rajoutant les caractéres 6, ce qui nous démontre la
proposition.

Notons que comme l'application &Py /~,. — G:& A he dépend pas du choix du tore

T, il en est de méme pour (G, )ssn — Giga O

4.3.2. Proposition. L’application €5 — (G, )7 (de [Lanl8]) passe au quotient

S
pour ~ et rend le diagramme suivant commutatif

Cn/~oo = P/ ~o0

N

G:S,A)F

Démonstration. Le résultat se déduit de la proposition [.3.1] et des diagrammes
commutatifs

*
%A Gss,A

N

( ZS,A)F
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et (proposition 4.1.3))

Cr ——> Cn [~y <> P [~ ——= G 5

~NE b

(gA/Noo <= @A/Noo E—— (G:s,A)F

d

Il est aisé de voir que 'on a bien le diagramme commutatif annoncé dans 'intro-
duction.

4.4. Interprétation en termes duaux. Les classes d’équivalence pour ~, cor-
respondent aux classes de conjugaison semi-simples géométriques F-stables dans G*
par la proposition Nous avons interprété ces derniéres par des paramétres de
Langlands inertielles dans [Lanig8]. On obtient donc une décomposition de Rep? (G)
indéxée par ®,,(I%,“G), I'ensemble des paramétres inertielles, qui est la méme que
celle dans [LanI§| par la section Nous souhaitons obtenir de méme, une inter-
prétation en des termes duaux pour la relation d’équivalence ~,.. Nous introduisons
pour cela un ensemble %m(l 4 LG) rendant commutatif le diagramme suivant

~

(I, Y G) —"— G}, o

| |

(I)m(-[j/r\, LG) — ( :S,A)F

Ainsi, grace a la proposition les classes de ~,-équivalence fourniront une
décomposition de Rep) (G) indexée par ®,,(I%,*G).

Commengons par quelques rappels succincts sur les paramétres inertiels et la
décomposition de [Lan1§].

Soit T un F-tore maximal F-déployé maximalement déployé. On notera Gp =
Gal(F/F) le groupe de Galois absolu de F, et on choisit Frob, un Frobenius inverse
dans Gp, qui induit un automorphisme d’ordre fini sur X,(T) que 'on nomme
9. La dualité entre X.(T) et X*(T) permet d’associer de fagon naturelle a o
un automorphisme 9 € Aut('/I\‘(@e)) (car T(@g) = X"(T)® @ex) Puis, via le
choix d’un épinglage (é, ]§, ’i‘, {Za}aen), on étend ce dernier en un automorphisme
Je Aut(é). On définit alors “G par LG = G x (5)

Soient Wg le groupe de Weil et Wi = Wr x Q, le groupe de Weil-Deligne.
On note ®(“G(Qy)) l'ensemble des morphismes admissibles ¢ : W, — LG(Qy)
modulo les automorphismes intérieurs par des éléments de (A}(@g) Pour simplifier
les notations, on notera généralement “G a la place de “G(Q,) lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguité, par exemple ®(*G(Q,)) devient ®(*G). Soit I un sous-groupe de Wp.
On note alors ®(I, “G) I’ensemble des classes de CA-‘w-conjugaison des morphismes
continus I — 'G(Q,) (ott Q, est muni de la topologie discréte) qui admettent
une extension a un L-morphisme de ®(*G). Si I contient Pp, I'inertie sauvage, on
dit qu'un paramétre ¢ € ®(I,%G) est modéré s'il est trivial sur Pr, et on note

®,,(I,£G) pour I'ensemble des paramétres de I modérés.

Notons I le groupe d’inertie et Il(f) :=ker{Ip — Z;(1)} son sous-groupe fermé

maximal de pro-ordre premier & £. On unifiera les notations en posant I qui vaut
IpsiA=Q, et I;f) siA =7
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4.4.1. Proposition (|[Lanl8] proposition 3.1.4). On a une identification
B (12,7 G) ¢ (X @2k )a /W) e (67, )

S

(X @z & ) désigne les éléments de (X @z k) d’ordre inversible dans A).
Combinée & la proposition nous obtenons une injection
P ~oo = O (I8, LG,
qui fournit (voir remarque une décomposition

Rep(G) =[]  Repi(G).
P, (13,1 G)
De plus, cette derniére est la méme que celle de [Lan18| théoréme 3.4.5 d’aprés la
proposition [£.3.2]

Revenons maintenant a la relation d’équivalence ~,.. Pour cela, reprenons les
notations de [Datl7a]. Etant donné une suite exacte H — H — W de groupes
topologiques, on note X(W, H ) ensemble des sections continues W — H qui
scindent la suite exacte, et (W, H ) Pensemble des classes de H-conjugaison dans
(W, H).

Soit ¢ € ®(I%, “G). On note Cg(¢) le centralisateur de ¢(I) dans G qui est un
groupe réductif, possiblement non connexe. Par définition ¢ peut s’étendre en un
paramétre ¢ : Wr — L'G. Alors d’aprés la section 2.1.1 de [Dat17a] le sous-groupe
5@ (¢) == Cg(¢)p(Wr) de “G est indépendant du choix de ¢. Notons maintenant
mo(¢) = mo(Cg (@) et (@) = (Nj'a (¢)/Cq(#)° qui donne une suite exacte scindée
(IDatl7al section 2.1.4)

~

0 — mo(¢) — To(pp) — (¥) — 0.

4.4.2. Définition. Notons E)(If}, LG) I’ensemble des couples (¢, ) & G-conjugaison
prés, ot ¢ : Ih — LG est un paramétre inertiel et o € X((9),7o(4)). Appelons
également ®,,(I%,G) le sous-ensemble de ®(1%,2G) des (¢, ) avec ¢ modéré.

Nous souhaitons établir une bijection canonique entre ém(Iﬁ,LG) et G,
(puisque G:S, A correspond & l’ensemble des classes de ~,-équivalence par la proposi-

tion [1.1.3).

La section construit une bijection canonique entre G, , et X /W. 1l nous
suffit donc de construite une bijection ®,,(I%,LG) S X, /W.

Prenons (¢,0) € 57,1([97 LG). Quitte a conjuguer (¢, o), on peut supposer que
d(IR) C T. Le groupe I /Pp étant procyclique, ¢ est déterminé par 'image d’un
générateur. Le systéme compatible de racines de 'unité, que 'on a fixé au début,
nous fournit un tel générateur, ainsi ¢ est déterminé par un élément semi-simple
s € T d’ordre inversible dans A. Comme dans [Lan18] section 3.1, on identifie s &

un élément s € X ®z 5 (toujours grace au méme systéme compatible de racines de
Punité).

4.4.3. Lemme. Soit f@" € 5a(¢) Alors il existe c € Cg(9)° tel que cf € N, ol
N := N(T, G) est le normalisateur de T dans G.

Démonstration. On a fo" € N(Cg(9)°,*G) (le normalisateur dans “G de Cg(¢)°)
doEc &f@’l)’i‘(f@")_l est un tore deACQ(¢)°A. Ainsi, il existe ¢ € Cg((b)oAtel que
(fO™)T(f9")~! = ¢ 1Te. Donc (cf¥")T(cfy™)~t = T, et comme T est J-stable
on obtient le résultat. (]
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La section o est déterminée par I'image de 9. Le lemme nous permet de
prendre un relévement de 0(3) de la forme f@ avec f € N. On pose alors w 'image
de f par lapplication N — W — W2\W. Cette application ne dépend pas du choix
du relévement choisi. En effet si f’1/9\ est un autre relévement avec f' € N, alors il
existe ¢ € Cg(9)° tel que ' = cf. Ainsi c € Cg(¢)° N N donc f et f' ont méme
image dans W2\W.

On vient donc d’associer a (¢, o) avec ¢(I4) C T une paire (s, w). Pour arriver
dans X, il reste a vérifier que s = wF(s). Le Frobenius F sur T* correspond & Jo P
sur T. 11 faut donc vérifier que s = Ad(f) o 5(3 ). Prenons ¢ € ®(Wg,XG) un
relevement de ¢. Notons ¢(Frob) = ud. Comme éé (¢) = Cg(d)p(WE), on a que
u et f different d’un élément de Cg (@) et done Ad(f~1)(s) = Ad(u=*)(s). Or pour
un élément z € I/ Pr, Frob™'2Frob = x9, donc ¢(z) = Ad(u) o 3(50(96)‘1) et on a
le résultat souhaité, en prenant pour x le progénérateur de I 1{3 /Pr choisit plus haut.

Montrons que le procédé précédent définit une application ém(I ;3, LG) — X AW

4.4.4. Lemme. Soient (¢,0) et (¢',0') conjugués sous G avec H(IB) C T et
¢'(I¥) C T. Nommons (s,w) et (s',w') les éléments de Xa leur étant associés
respectivement. Alors il existe v € W tel que (s,w) =v - (s, ).

Démonstration. Soit g € G tel que s’ = gsg~! (ici on voit s,s’ comme des éléments
de ’i‘) et o/ = gog~'. Des éléments d’un tore qui sont conjugués le sont sous le
groupe de Weyl, donc il existe v € W tel que s’ = v - s. Appelons n un relévement
de v dans N. Comme s’ = nsn~' = gsg~', n"'g € Cg(s). Notons 120 (resp. f’g)

~ -~

un relévement de o(¥) (resp. o/(9)) avec f € N (resp. f' € N).
On a donc f/ = cgfi(g) " avec ¢ € Cg(¢')°. Soit ¢’ := gn~' € Cg(¢') de telle
sorte que f = cc/nfd(n)~19(c')~L. Par le lemme m il existe h € Cg(¢')° et

m € N tel que ¢/ = hm. On obtient donc
f = chmn f9(n) "0 (m) ]9 (h)~*
que 'on peut réécrire en
hf'9 = chlmnfO(n) 19 (m)~1]0.

Nous obtenons de la sorte que [mnfd(n)~19(m)~1]0 est un autre relévement de o (9)
avec [mnf0(n)~'9(m)~!] € N. Comme @' ne dépend pas du relévement choisi, en
notant v’ la réduction de mn dans W, on obtient que @’ = v'wF(v’)~!. Remarquons
de plus que m € Cg(¢') pour obtenir s’ =v’-s. On a bien (s', ") =" - (s,w). O

4.4.5. Lemme. Le procédé précédent donne une bijection 5,,1([9, ra) = )Z'A/W

Démonstration. On a construit une application &)m(I},\,LG) — X,/W. Don-

nons 'application réciproque. Soit (s,w) € Xa. Nous savons associer & s un
¢ € ®,,(I5 FG) (proposition [4.4.1). Soit f un relévement de w dans N. Mon-

trons que fU € 5@(@ Soit ¢ € ®(Wr,LG) un relévement de ¢ et notons
o(Frob) = ud. Alors (comme dans la preuve du lemme [4.4.3) s = Ad(u) o ﬁ(sq).
Or s = wF(s), donc s = Ad(f) o 5(3‘1). On en déduit que fu™' € Cg(¢), puis
que f9 = (fu=t)(ud) € Ca(@)p(Wr) = 5@(@ On définit alors la section o en

envoyant ¢ sur I'image de f1,9\ dans 7y(¢). Comme précédemment cette application
passe au quotient et fournit ’application recherchée. O

En combinant le lemme et la proposition on obtient :
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4.4.6. Proposition. On a une bijection naturelle
(AI;m(I}/’\7 LG) L) G;S,A

Remarquons que cette bijection est compatible avec la proposition dans le
sens suivant :

4.4.7. Proposition. Le diagramme suivant est commutatif

(AI;m(III}7LG) G:S,A

| |

‘I’m(Iﬁ\vLG) — ( :s,A)F
ot la premiere fleche verticale est la projection sur la premiére coordonnée.
On déduit des propositions [£.1.3] et [£.4.6] la proposition suivante
4.4.8. Proposition. Nous avons une injection Py [~ < ®,,(I5, L Q).

Nous pouvons écrire directement ’application &y — <i>m(l A LG) (construite
pas les propositions et grace a la correspondance de Langlands locale
pour les tores. En effet prenons (S, ) € P, et relevons 6 en un caractére 6 de S(F).
Soit ¢ : Wp — IS le paramétre de Langlands associé a 6 via la correspondance de
Langlands locale pour les tores. Choisissons ¢ un plongement dual (non-canonique,
voir preuve ci-dessous) ¢ : “S < LG qui nous permet d’obtenir un paramétre
de Langlands pour G : 1o : Wr — “G. On pose alors ¢ := (10 @) et

o(9) := (1o ¢)(Frob).

4.4.9. Proposition. Le procédé précédent définit une application Py — <T>m(1f}, L @)
qui est la méme que celle construite par les propositions[{.1.3 et [{.4.6

Démonstration. Rappelons comment est construit le plongement t. A S C G est
associé une classe de G- conjugaison - -équivariante de plongements ¢ : S < G Ainsi
il existe g e G tel que Ad(g) odi =i et on peut définir ¢ : 'S < LG par S G et
L(19 )= gﬂ . Montrons alors que Iapplication &5 — ®,,, (I 4, LG) est indépendante
des choix effectues Le choix de g est non-canonique mais deux g différent par un
¢lément de S donc donnent la méme section o (puisque S C Ca(9)°). Enfin le
procédé est indépendant du choix de 0 puisque deux tels caractéres différent par
un caractére non-ramifié. Et on obtient de la sorte une application bien définie
Py — D, (I8, 1G).

Il reste a vérifier que ’application est bien la méme que celle des propositions
[4.1.3]et Ceci est aisé a faire en utilisant la section 4.3 de [DR0O9] qui reconstruit
la correspondance de Langlands locale pour les tores dans le cas modéré avec une
méthode trés proche de celle de cet article. O

La proposition [£.4.8 combinée avec la remarque [3.5.13] démontre le théoréme
suivant.

4.4.10. Théoréme. Soit ¢ : Iﬁ — LG un parameétre inertiel. La relation d’égquiva-
lence ~,. permet de décomposer Repﬁ(G) de la fagon suivante :

Rept(G) =[]  Rep{7(G)
oEX((9),70(4))



SUR LES ¢-BLOCS DE NIVEAU ZERO DES GROUPES p-ADIQUES II 35

Notons que, si G est quasi-déployé, la proposition donne une bijection, et
donc toutes les categorles Rep(¢ U)(G) sont non nulles. Lorsque G n’est pas quasi-
déployé, nous n’avons qu’'une injection et donc, les éléments qui ne sont pas dans
I'image de cette injection, donnent des catégories nulles. Nous donnerons, dans la

section une condition sur (¢, o) pour déterminer si Rep(¢’g)(G) est nulle ou
non.

4.5. Lien entre Z, et Q,. Nous souhaitons expliciter dans cette section le lien qui
existe entre les catégories construites précédemment sur Q, et sur Z,.

Soit (¢,0) € ®pn(Ir, “G). Définissons alors ¢/ = ¢\Iff) € @m(lg),LG). Alors
Ca(9) C Ca(¢') et donc gé(qs) C Cg(¢'). De plus Cg(4)° € Cg(¢')°, ainsi nous
avons un morphisme X((d), To(¢)) — 2((), To(¢')). Notons ¢’ 'image de o par
ce morphisme. L’application qui a (¢, o) associe (¢',0’) est alors une application
naturelle ®,,(Ip, “G) — &, (1", L G).

Il est aisé de voir que I'on obtient un diagramme commutatif

E)m(IFa LG) — G:s )

o

3,,(IY 1G) —>G*

55,2¢

ot I'application G3, — G 7, revient & prendre la partie (-réguliére d'une classe de
conjugaison semi-simple.

Par construction des catégories Repg\ ’U)(G), nous avons donc la proposition

suivante.
4.5.1. Proposition. Nous avons Rep (¢, )(G) N Repg, (G) =140 Rep (¢, U)(G),

ot le produit est pris sur les (¢,0) € m(IF,LG) s’envoyant sur (¢ ,J) par
b,,(Ip, 2 G) = ,(IY L Q).

4.6. Compatibilité a I’induction et a la restriction parabolique. Le but de
cette section est d’étudier les propriétés de Rep(¢’g)(G) vis & vis des foncteurs
d’induction et de restriction parabolique.

Soit P un F-sous-groupe parabolique de G de quotient de Levi M défini sur
F. Considérons M un dual de M sur Q, muni d’un plongement ¢ : *“M — G
(voir [Bor79] section 3.4), qui induit une application ®,,(I%, M) — @,,(I%,LG).
Soit ¢ppr € @, (I8, L M) et notons ¢ := topys € ®,, (I, LG). Comme 1(Cxz(oar)) €
6’@(@ et «(Cxz(onm))° € Cal(9)°, 1/(\3 plongement ¢ induit un morphisme/f cTo(dnr) —
To(¢). En particulier, si oy € Z((9), To(¢ar)) alors o := toops € T((9), To(¢4)). On
obtient de la sorte une application

o @ (I8, 5M) — &, (12,1 G)
qui & (¢pr, oar) associe (¢, o).
4.6.1. Lemme. Soit t € M* un représentant de la classe de conjugaison rationnelle

semi-simple associée & (P, 00 ), par . Alors la classe de conjugaison associée
a (¢,0) est celle de t vu comme un élément de G*.

Démonstration. Commengons par conjuguer (¢nr, oar) pour que ¢ soit & image

dans T. Prenons fU un relévement de ch(ﬁ) avec f € N(T M) Notons s € T*
Pélément correspondant & ¢y et w € Wi/ Wit s (W étant le groupe de Weyl de
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M relativement & ’i‘) la réduction de f, de sorte que (s, w) soit un représentant de
image de (¢ar,0r) par la bijection @, (I8, EM) 5 X, /W)y Alors L(f)0 est un
relévement de o et o(f) € N(’i‘, é) Donc (s, w), ou 'on voit @w comme un élément
de W/W¢, est le couple correspondant a (¢, 0), d’ou le résultat. O

4.6.2. Théoréme. Soit P un sous-groupe parabolique de G ayant pour facteur de
Levi M.

(1) Soit (¢,0) € (I3, X G). Alors
Tg(RepE\CZ)vU)(G)) - H RGPS?M"UM)(M)

(érr,0nr)
151 (Par,00)=(¢,0)
ol rg désigne la restriction parabolique.
(2) Soit (¢ar,001) € B (IN, L M) et notons (¢,0) := 15, (dar, o0r). Alors
i (Rep™ ™) (M)) € Rep{"”(G)
ot iIGD désigne ’induction parabolique.

Démonstration. Cela découle du lemme [£.6.1] et des propositions 2.4.2) 241 O

4.6.3. Théoréme. Si Cg(p) C L(ﬁ) le foncteur d’induction parabolique i% réalise
une équivalence de catégories entre Repg\ml’gM)(M) et Reps\¢’g)(G).

Démonstration. Cela découle du théoréme et du théoréme 4.4.6 dans [Lanl§)].
]

4.7. Equivalence inertielle sur les paramétres de Weil. Nous avons obtenu
au théoréme une décomposition de Repi(G) en rajoutant & ¢ un parameétre o.
Ici, nous allons paramétrer d’une autre maniére cette décomposition. A la place de
rajouter un paramétre o a ¢, on va considérer les relévements A € ®(Wr, “G) de ¢
et les regrouper grace a une relation d’équivalence. Pour A = Q,, on va retrouver la
relation d’équivalence inertielle introduite par Haines dans [Hail4]. Nous introduirons
également une relation de "/-équivalence inertielle", qui imite celle de Haines, pour
obtenir le cas A = Zj. Cette nouvelle interprétation de la décomposition de Rep) (G),
nous montrera que dans le cas ou G est un groupe classique non-ramifié (p # 2) et
A = Qy (cas oti I'on a la correspondance de Langlands locale), alors la décomposition
du théoréme est la décomposition de Rep? (G) en "blocs stables".

Commengons par remarquer la chose suivante : nous avons identifié les paramétres
de linertie modérés ®,,(Ir, “G(Q,)) aux classes de conjugaison géométriques F-
stables dans G* et @,,L(Ig), LG(Qy)) a celles d’ordre premier & £. Maintenant, si
l’on considére des paramétres inertiels modérés mais & valeur dans le dual sur Fy,
¢ : Ir — YG(F,), l]a méme démonstration montre que I’on peut les identifier aux
classes de conjugaison géométriques F-stables dans G* d’ordre premier a £. On a
une identification naturelle ®,,(Ir, G (Fy)) ~ @m(lg), LG(Qy)).

De méme, notons ®,, (I, “G(F;)) 'ensemble des couples (¢, 7), ot ¢ € Dy, (I, LG (Fy))

eto € E((ﬁ), 7o(9)), & é—conjugaison prés. On a également une bijection Cfm(fp, LG(Fy)) ~
~ p _
S (I}, LG(Q))-

Fixons des données ’i‘o C ]§0 - CA}, composées d’un tore maximal et d’un Borel,
stables sous l'action du groupe de Galois, qui nous permettent de définir la notion
de paraboliques standards et de Levis standards de UG, comme dans [Bor79]
paragraphes 3.3 et 3.4. Pour M un Levi standard de LG, on note {M} I'ensemble
des sous-groupes de Levi standards qui sont (A}-conjugués a M.
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Soit A : Wp — “G un morphisme admissible. Alors A donne lieu & une unique
classe de Levi standards {M,} telle qu'il existe AT dans (A)g, la classe de G-
conjugaison de A, dont 'image est contenue minimalement dans M, pour un M
dans cette classe.

Haines définit dans [Hail4] définition 5.3.3, une notion d’équivalence inertielle
pour des paramétres A : Wr — “G(Q,). Nous rappelons cette derniére et 1’étendons
en une notion de /-équivalence inertielle pour des paramétres A : Wrp — LG(Fy).

4.7.1. Définition. Soient A, Ao : Wr — £G(Q,) (resp. A1, A2 : Wrp — LG(Fy))
deux paramétres admissibles. On dit que Ay et Ay sont inertiellement équivalents
(resp. l-inertiellement équivalents) si

(1) My} ={My,}
(2) il existe M € {My,}, Af € (M)g et AJ € (A2)g dont les images sont
minimalement contenues dans M, et z € H'((9), (Z(M°)1F)°) vérifiant
(Ao = (A me
On définit B** (resi). Bgj)) comme lensemble des paramétres X : Wr — *G(Qy)
(resp. A : Wr — LG(F,)) a équivalence inertielle prés (resp. -équivalence inertielle
prés). A T'usuelle, on unifie les notations en posant B3t qui vaut B si A = Qy et

By, si A = Z,. On défini également By ,, le sous-ensemble de Bi* des éléments
modérés.

Le but de cette section est de construire une bijection naturelle Bj! 3 9,,(Ip, L G(N)),
ot A vaut Q, si A = Q, et Fy si A = Zj.

Commencons par définir une application ®,,(Wpg, L G(R)) = @,,(Ir, “G(A)).
Soit ¢ : Wr — “G(A). Posons ¢ := ¢, : Ip — “G(A) un paramétre modéré. Il
reste & construire une section o € E((@)ﬁo (¢)). L’image de ¢ est contenue dans
5@(@, donc ¢ : Wr — 6@(@ En composant avec la projection éé(qﬁ) — To(¢) on
obtient une application Wr — 7o(¢). Puisque ¢ est modéré, on ¢(Ir) = ¢(Ip) C
Cg(#)° et cette application passe au quotient et nous fournit Wr/Ir — mo(¢), ou

encore une section o : (9) — 7o(¢). Dit autrement, la section o est caractérisée par
a(9) = p(Frob) € 7o(¢). On obtient de la sorte une application ®,,(Wr, LG(A)) —

@ (Ir, "G(A)).
4.7.2. Lemme. L’application ®,,(Wg,~G(R)) = ®,,(Ir, L G(R)) est surjective.
Démonstration. Soit (¢,0) € @ (Ip, “G(A)). Choisissons ¢ € ®(Wp, “G(A)) un

relévement de ¢ arbitraire. Notons ¢(Frob) =: f 3 et considérons u fﬁ, un relévement
de o(J) dans CN'G(QS), avec u € Cg(¢). Pour & € Ir comme ¢ est un morphisme
on a Ad(f)o 5(@5(35)‘1) = ¢(x). Ainsi Ad(uf)o 5(¢(x)q) = ¢(z) et lapplication ¢’ :
Wr = Ip x (Frob) — LG définie par ¢'(z) = ¢(z) pour z € I et ¢ (Frob) = ufd
est également un morphisme. Ainsi ¢’ € ®(Wg, “G(A)) fournit un antécédent de

(¢, 0). O

4.7.3. Proposition. L’application ®,,(Wg,LG(R)) = @, (Ir, L G(R)) passe au
quotient et fournit une bijection Bit y = @, (Ip, “ G(A)).

Démonstration. Commencons par montrer que l’application passe au quotient. Soient
01,02 € ®,,,(Wr,FG(A)) qui sont inertiellement équivalents. Quitte & les conjuguer,
on peut alors supposer qu’il existe un Levi standard M contenant minimalement
Pimage de @y et @y et un z € H((9), Z(M®)°) tel que @1 = zps. Notons (¢1,01)
(resp. (¢2,02)) Vimage de ¢y (resp. p3) par @ (Wp, LG(R)) — @, (I, LG(R)). Les
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parameétres @1 et o ont méme restriction a I'r donc ¢1 = ¢o. Notons ¢ := ¢1 = ¢s.
Pour i € {1,2}, 0; est déterminé par 'image de ¢;(Frob) € 7y(¢). Mais comme
Z(M?°)° C Cg(9)°, on a ¢i(Frob) = ¢y(Frob) dans 7o(¢) et o1 = oo d’ou le
résultat. _

On obtient donc une application Byt \ — @y, (I, LG(A)). Celle-ci est surjective
d’aprés le lemme La preuve de l'injectivité est analogue & la preuve de la
proposition C.0.2 de [Lan18| en remplacant Cg(¢) par Cg(¢)°. O

Cette bijection nous permet de réinterpréter la décomposition du théoréme [1.4.10]:

4.7.4. Proposition. On a la décomposition suivante

Repd(G)= [ Rep¥ (@)
[89]667575,/\

Notons que les facteurs RepEf](G) sont construits sans supposer l'existence de la

correspondance de Langlands. Dans le cas d’un groupe classique, ou la correspon-
dance de Langlands locale est connue, alors ces facteurs sont bien compatibles avec
cette derniére (ceci est démontré dans la section [4.10). On obtient alors :

4.7.5. Théoréme. Soit G un groupe classique non-ramifié, A = Q, et p # 2. Alors
la décomposition

Repj (G) = ][] Repgj(G): 11 Repf@f’)(a)
[pleBst (zb,o)EZI;m(IF,LG)

est la décomposition de Rep?\(G) en "blocs stables”. C’est a dire que ces facteurs
correspondent o des idempotents primitifs du centre de Bernstein stable.

4.8. Condition de relevance. Nous avons vu que lorsque G est quasi-déployé,
les sous-catégories Repk’](G) = Repg\d”o) (G) sont non vides. Ce n’est plus le cas
lorsque ’on retire cette hypothése. Dans cette partie, nous souhaitons montrer que
Repkp] (G) est non vide si et seulement si [p] est relevant (dans un sens précisé en

dessous).

4.8.1. Définition. On dit qu’un paramétre de Langlands ¢’ € ?(L G(A)) est relevant
si, lorsque I'image de ¢’ est contenue dans un Levi de “G(A) alors ce dernier est
relevant (au sens de [Bor79| 3.4). B

On dit que [p] est relevant s'il existe ¢’ € ®(LG(A)) relevant tel que Plwy € el

Les preuves nécéssaires pour démontrer les résultats souhaités de cette partie
sont similaires & celles de la partie 4.3 de [Lanl8]. Nous nous appuierons donc sur
ces derniéres, et on ne se concentrera que sur les légéres modifications.

4.8.2. Lemme. Soit p € ®(Wg, = G(A)). Définissons M, = C'LG(Z(C’@((;S)O)Sa(Wk)’O).
Alors toute extension ¢’ € ®(F G(A)) de ¢ a W} se factorise par M. De plus il
existe un ¢’ € (L' G(A)) ne se factorisant par aucun sous Levi propre de M, et tel
que Py, € [¢].

Démonstration. La premiére partie est montrée dans le lemme 4.3.2 de [Lanl§|. Il
ne reste qu’a modifier légérement la preuve de la deuxiéme partie de ce méme lemme
pour obtenir le résultat souhaité. Le lemme 4.3.2 de [Lanl8| construit a partir de
¢ un parameétre ¢’. Ce dernier ne se factorise par aucun sous Levi propre de M,
et vérifie que QDTIF ~ ¢ = @|1,. Pour vérifier que QDTWF € [¢], il reste & montrer,
d’apreés la section que ¢'(Frob) et (Frob) différent par un élément de Cg(¢)°.
Or par définition de ¢’, ¢'(Frob) et ¢(Frob) différent par un élément dans I'image
du morphisme principal de SLy , SLy — Cg(¢)°, d’ott le résultat. O
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4.8.3. Théoréme. La sous-catégorie Repko](G) est non vide si et seulement si [¢]
est relevant.

Démonstration. Soit t € G;, 5 une classe de conjugaison semi-simple rationnelle

correspondant a [p]. Alors Rep[/f] (G) est non vide si et seulement si ¢ est dans

l'image de l'application &y /~, — G:s,A de la proposition si et seulement s’il
existe S un tore non-ramifi¢ de G' en dualité avec S* tel que t € S*. Le reste de
la preuve est alors quasiment identique a la preuve de la proposition 4.3.5 dans
[Lan1s8], en utilisant le nouveau lemme [1.8.2] O

4.9. Classes de conjugaison rationnelles pour les groupes classiques. Le
but de cette section est de préparer quelques résultats qui seront nécessaires pour
la section qui vise & montrer la compatibilité de la décomposition associée a
~, avec la correspondance de Langlands locale. Par le théoréme 4.5.6 dans [Lanl§],
nous avons déja la compatibilité pour la relation d’équivalence ~.,. La relation
d’équivalence ~, correspond a des classes de conjugaison géométriques dans G*,
alors que ~, correspond & des classes de conjugaison rationnelles. Cette partie
consiste donc & étudier les classes de conjugaison rationnelles dans une classe de
conjugaison géométrique pour un groupe classique non-ramifié. Lorsque G est a
centre connexe, il n’y a aucune différence, on s’intéressera donc aux groupes Sp,,,,
SO,, et SO3,, (groupe spécial orthogonal quasi-déployé, non-déployé, associé a une
extension quadratique non-ramifiée) de duaux respectifs (sur le corps fini) SO, 1,
SO2, et SO;,,. On ne s’intéressera également qu’au cas A = Q,.

Prenons s € (G*,)F une classe de conjugaison géométrique semi-simple F-stable.
Celle-ci contient au plus deux classes de conjugaison rationnelles. De plus, elle en
contient exactement deux si et seulement si le centralisateur de s n’est pas connexe,
ce qui se produit si et seulement si 1 et —1 sont tous les deux valeurs propres de s.

Nous souhaitons identifier les classes de conjugaison rationnelles dans une classe
de conjugaison géométrique. Pour cela, nous allons définir une application X /W —
Z/2Z. Dans le cas ou 'on s’est placé, nous avons X ~ Z" et le groupe de Weyl W
s’identifie & (Z/2Z)"™ x Sy, dans le cas ot G* = SOs,, 11 et au noyau de Papplication
(Z)2Z)" % S,, — ZJ2Z, (€1, ,€4),0) = >, €&, lorsque G* = SOs, ou SO3,.
Nous savons que le Frobenius agit sur X par Jo 1) ol ¢ est I’élévation & la puissance
q. Ici 9 est trivial pour SOsg,, 11 et SOy, et est un élément d’ordre deux pour SO3,..
Pour unifier ces notations on notera vF le Frobenius, ot v € W est trivial pour
SO2p,41 et SOgy, et v = ((0,---,0,1),4d) pour SO3,,.

Soit (s,w) on s € X ®@%k et w € W. On définit f(s,w) = > cr € € ZJ2Z
ous = (s1,",8n), w=((e1, -+ ,€n),0) et Iy ={i € {1,--- ,n},s; = —1}. Pour
simplifier les écritures, on abrégera la notation w = ((e1, -+ ,€,),0) en w = (€;,0).

Rappelons que 'on note W¢ le groupe de Weyl de Cg+(s)° comme dans la section
4.2

4.9.1. Lemme. Soit w' € W2, alors f(s,w) = f(s,w'w).

Démonstration. Ecrivons w = (e;,0) et w’ = (\;, 7). Notons a (resp. a_) le nombre
de 1 (resp. —1) dans s = (51, , $n). Alors Cg+(5)° =~ SO24, 41 X SO24_ X [[ GLy,
si G* = SO2p,41 et Cg+(5)° =~ SO24, X SO2,_ X [[ GL,, si G* = SO2, ou SO3,. En
particulier, on a dans tous les cas Ziels A =0.

Maintenant, w'w = (i, 7)-(€;,0) = (Ai+€,-1(;), 70). Notons que s = w’-s de sorte
que 7 permute [s. Ainsi, Y5, Aiter—1) = D ier NitD i €10 = 04D icr €,
d’ott le résultat. O

4.9.2. Lemme. Soit u € W, alors f(s,w) = f(u-s,uwu=1).
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Démonstration. Notons w = (€;,0) et u = (\;, 7). Nous avons alors que I,.; = 7(1).
Calculons uwu™'. On a wwu™ = (A, 7) - (€,0) - (Ar(i), 7)) = (Ni + €10y +
Ar(o=1(r-1(i))), TOT ). Done fu-s,uwu™") =37, Niter—15)+Aro-1(r-13:))) =
Dier,, Nt Der, 6t 2ier,, AN = 2ier, € = f(s,w). u

Soit (s, @) € X alors avec notre notation (vF) pour le Frobenius nous avons que
pour u € W, u-(s,w) = (u-s,uwou"tv=1). Ainsi les lemmeset montrent
que Pon peut définir une application X /W — Z/27Z, par (s, @) — f(s, wv).

Notons que si le centralisateur de s n’est pas connexe, alors pour w’ € W, \ W¢,
les méme calculs que pour le lemme montrent que f(s,w'w) =1+ f(s,w).
Ainsi, en notant (X /W), la fibre de s par Vapplication X /W — (X ®zk )/W)F,
I’application ()?/W)S = Z/2Z est une bijection. On notera ainsi sy et spy) les
deux classes de conjugaison rationnelles contenues dans la classe de conjugaison
géométrique de s, correspondant respectivement aux images réciproques de 0 et 1.

Nous aurons besoin par la suite d’un représentant d’une des classes rationnelles tel
que les composantes de w sur les £1 soient triviales. Soit w € W tel que s = wvF(s).
Ecrivons w = (¢;,0). Alors o préserve les ensembles I, = {i € {1,--- ,n},s; = —1}
et I ={ie{l,---,n},s;, =1}, ainsi o s’écrit comme un produit de permutations
a supports disjoints ¢ = 01 X -1 X T, ol 07 est & support dans I, et c_1 & support
dans I;. De plus Z/27 agit trivialement sur les 1 et —1 donc si l'on définit v; qui
vaut 0 si i € Iy UI! et ¢ sinon et que 'on pose w' = (v;,7) € W on a toujours
s = w'vF(s). Le couple (s,w’) € X correspond alors & un élément s; € G*. Notons le
fait suivant, comme pour tout i € I, v; = 0 on a que f(s,w'v) =1 si et seulement
si v est non trivial et 7(n) € I, si et seulement si v et non trivial et n € I,. En
particulier, méme si s; dépend du choix de w, sa classe de conjugaison est bien
définie indépendamment des choix effectués.

Soit x € BTy. Dans le cas des groupes classiques nous connaissons la fome des
quotients réductifs des sous-groupes parahoriques maximaux. On obtient dans les
cas qui nous intéressent ici (voir par exemple [LSI16] section 2)

G G, G,

Spa, Sanl X Sanz SO2n, 41 X SO2p541
SO2n SO2n1 X SOQng SOan X SO2n2
SO3, | SO0, x503,. | SOs, X 503,

Dans chaque cas, le groupe G, se décompose en un produit de deux groupes
classiques que 'on nommera G, =~ G, 1 X Gg 2.

Soit ¢t € (G:)SS. La classe de conjugaison t correspond ainsi & (t1,t2) ou t; €
(C:,i)ss. Dans la section nous avons obtenu la classe de ~,.-équivalence de (z, t)

grace & une application (GZ)SS — (G")gs. Cette application est obtenue & partir de
X /W, — X/W et est compatible avec 'application X /W — Z/2Z de sorte que

Pon ait
4.9.3. Lemme. Sit = (tl,[i]th,[j]) alors sa classe de ~.-équivalence est sy j), ot s
correspond a la classe de ~-équivalence de t.

Nous avons besoin d’un dernier résultat concernant les représentations cuspidales
irréductibles dans une série de Deligne-Lusztig.

4.9.4. Lemme. Soit G un groupe réductif conneze défini sur k. Soit s € G.,. Alors
si £(G,s) contient une représentation cuspidale irréductible, £((Cg-(s)°)F,1) en
contient également une.
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Démonstration. 1l suffit d’appliquer la proposition 1.10 (i) de [CE99] avece =1. O

Soit s € G*. Notons a_ la dimension de I’espace propre associé a la valeur propre
—1. Supposons que (G, s) contienne une représentation cuspidale irréductible. Alors
comme éN'(G,s) = (G, s109)) U E(G, 5717), I'une des deux séries £(G, spq)), £(G, s717)
contient une représentation cuspidale irréductible.

Si G # SO5,, ou G = SO3, et n ¢ I, alors la classe de conjugaison de s; est sp). De
plus (Cg+(s¢)°)F = SO,_ (k) x G' ot G’ est un groupe réductif connexe défini sur &, et
si I'on prend s} un représentant de spj alors (Cg-(s;)°)" = SO, (k) x G”. Le lemme
nous dit alors que si £(G, sjg)) (resp. £(G, s[1})) contient une représentation
cuspidale irréductible alors £(SO,_,1) (resp. £(SO; ,1)) en contient également
une. Or nous savons que SO,_ (resp. SO} ) contient une cuspidale irréductible
unipotente si et seulement §’il existe un entier m_ pair (resp. impair) tel que
a_ = 2m?% (JLus84], appendice "Tables of Unipotent Representations").

Maintenant si G = SO5,, et n € I, alors la classe de conjugaison de s; est sy].
Cette fois (Cg+(s¢)°)F = SO (k) x G" et (Cg+(s5})°)F = SO,_ (k) x G”. Et de méme,
l'une des deux séries £(SO,_, 1), £(SO; _,
irréductible. Par conséquent on a encore que a_ = 2m? .

En regroupant les deux discussions précédentes, on vient de démontrer (ou I'on
note [m_] la classe d’équivalence de m_ dans Z/27)

1) contient une représentation cuspidale

4.9.5. Lemme. Si g(G, s) contienne une représentation cuspidale irréductible alors
cette derniere est dans E(G, S[y,_1)-

4.10. Compatibilité a la correspondance de Langlands locale. Nous sup-
posons dans cette partie que G est un groupe classique non-ramifié et A = @e,
de sorte que l'on ait la correspondance de Langlands locale. Nous souhaitons
vérifier la compatibilité a la correspondance de Langlands de la décomposition
Rep%k(G) = HM esy Rep%’e ](G). De fagon plus précise, nous souhaitons montrer
(]
Q
est le paramétre de Langlands associé a 7.

Par le théoréeme 4.5.6 dans [Lani8], nous avons le résultat pour les paramétres
inertiels. Ainsi, le cas ot Cg(¢) est connexe est déja traité. Par conséquent, il ne
reste qu’a traiter le cas ot GG est a centre non connexe. On supposera donc dans
cette partie que G est I'un des groupes Sp,,, (F'), SOa,(F) ou SO3, (F). Dans le
but d’utiliser les résultats de [LS16] pour calculer les paramétres de Langlands, on
supposera également que p # 2.

que si ™ € RepZ (G) est une représentation irréductible alors oy, € [¢], ot pr

Nos groupes classiques viennent avec un plongement ¢ : ©G — £ GLy. Pour Sp,,,
et SOg,, de duaux respectifs SOsg,4+1 et SO3, on plonge le SOy correspondant dans
GLy. Analysons plus précisément G = SO3,,. Son dual est LG = SOg, >4<1§>7 o 9
agit sur SOg, par conjugaison par la matrice w ci-dessous

1

g)
|

i o
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~ -~

On peut alors définir ¢ par «(M,1) = (M, 1) et ¢(1,9) = (@, V). Pour résumer, on a

G LG L'GLy
Sp2n SOQn+1 X <19> GL2n+1 X <’19>
SOQn SOQn X <’L9> GLQn X <19>
SO5, | SO2n (D) | GLay x(0)

Soit 7 une représentation cuspidale irréductible. Notons A(F') 'ensemble des
classes d’équivalence de représentations irréductibles cuspidales auto-duales d’un
certain GL,,(F'). Alors pour p € A(F), il existe au plus un nombre réel positif s, (p)
tel que l'induite parabolique i(p|det(-) ;"(p) ® ) soit réductible. On définit alors
Iensemble de Jordan par Jord(w) = {(p,m) € A(F) x N*,2s.(p) — (m + 1) € 2N}.
Considérons ici la version suivante du groupe de Weil-Deligne : W, ~ Wr x SLy(Q,).
On peut alors retrouver ¢, a partir de I’ensemble de Jordan grace au théoréme
suivant

4.10.1. Théoréme ([Moeld]). On a

Lo Wy = EB ©p ® Sty
(p,ym)€eJord(m)

ol @, est la représentation irréductible de Wr correspondant & p via la corres-
pondance de Langlands locale pour GL,, et st, est la représentation irréductible
m-dimensionnelle de SLa(Qy).

Il existe 2 € BT et t € (G, ), tels que etG% 7G4 = 0. Nous avons vu 4 la section
(22

E que le groupe G, se décompose en un produit de deux groupes G, ~ Cx,l X Cw,g.
Ainsi t correspond via cet isomorphisme a (t1,t2) o t; € (C;i)ss. Nous avons

1) (2

également défini des entiers a>"’ et a~’ correspondant respectivement a la dimension

de l'espace propre associé & la valeur propre —1 pour ¢; et to. Comme £(G, i, t;)
(1) (2)
et m

contient une représentation irréductible cuspidale, il existe des entiers m
tels que a'? = Q(m(_z))z.

Soit s la classe de conjugaison géométrique associée & ¢ = @ ;,.. Supposons que
Cg-(s) n’est pas connexe, alors s contient, d’apreés la section deux classes de
conjugaison rationnelles sy et sj;j. La bijection entre G, et Bg permet de faire

2

correspondre a s et sj1; deux classes d’équivalence de Bgz L P[] et e

4.10.2. Lemme. On a OrWp € Pln® @1

Démonstration. Prenons [p;] € B%f correspondant a s;. Nous allons examiner quand
£

est-ce que @r w, € [¢¢]. Par construction, nous avons que si ¢ € [p;] alors 7, ~ @.
Or @1, = ¢ donc il ne nous reste qu’a examiner 'image de ¢, (Frob) dans 7o(¢).
On a construit ] & partir d’une paire (s, @), ot w = (¢;,0) € W vérifie que ¢; = 0 si
s; = £1. Notons 1 le caractére trivial de GL1(F), wp le caractére non-ramifié d’ordre
deux et wy,ws les caractéres ramifiés d’ordre deux (wp = wiwp). Ainsi @ jw,. € [¢]
si et seulement s’il existe n € Ca((b)o tel que Ny, ait une composante triviale
sur 1, wo,wi,wz. Or Cg(¢)° = SOq, x SO4_ X Hle GL,,,, donc ¢ w, € [p] si et
seulement si la composante de ¢, w, pour p = 1,wy est dans SO, et celle pour
p = wi,wz est dans SO,_. En remarquant que @y, est a valeur dans SO,,, on
obtient que ¢, € [¢;] si et seulement si la composante de @, pour p = wi,ws
est dans SO,_.
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Nous savons que ¢ o p, = @(p’m)ehrd(w) ®p ® sty donc

LO QrjWyp = @ 0, ® (V(l—m)/2 @...@V(m—l)h)
(p,m)eJord(m)

ou v est trivial sur I et v/(Frob) = ¢ (lorsque I'on écrit or = @D (,, 1) s0rd(x) Pr@Stm;

la version du groupe de Weil-Deligne considérée est W, = Wr x SL2(Q,) et
donc la restriction & W devient maintenant o w,(w) = @ (w,dy) ot dy, =
diag(|w|*/?, |w|~1/2)). Maintenant {+s, (w), s, (w2)} = {:l:(m(_l)+m(_2)+1), :I:(m(_l)f
m(_2))} d’aprés [LS16] section 8, et donc s;(w1) et s;(w2) sont de méme parité. En

particulier on obtient que la composante de ¢ o @q v, pour p = wi,ws est dans

SO,_ si et seulement si s, (wq) est pair si et seulement si m(f) + m(f) est pair.

Si G # 805, ou G = S03,, et n ¢ I, alors [¢;] = o) et ¢ ne change pas la
composante de ¢, en p = wy,wz. Donc v w, € g si et seulement si m(j) + m(f)
est pair, d’oul le résultat.

Si G = S0;, et n € I, alors [p;] = ¢p et ¢+ multiplie la composante de ¢y

en p = wiy,ws par W (de déterminant —1). Donc @ w, € wp si et seulement si
m(j) + m(f) est impair, d’ou le résultat. O

4.10.3. Proposition. Soit m € Repg
£

Alors @rjw, € [¢].

(G) une représentation cuspidale irréductible.

Démonstration. On peut supposer le centralisateur non connexe, le cas connexe est

traité dans [LanI8| théoréme 4.5.6.
Soit m € Repg ]
£

et t € (GZ)SS tels que eff@ G # 0. La classe t s’écrit (t1,t2). Comme &(Gy ,t;)
el

contient une représentation irréductible cuspidale, le lemme [£.9.5 nous dit que
t; = t[m(i)]. Notons s la classe de conjugaison rationnelle correspondant & [p], alors

(G) une représentation cuspidale irréductible. Il existe x € BTy

le lemme nous dit alors que s = Sm® 4m ) On conclut alors par le lemme
IZT_TZI qui nous dit que ¢y, € Pl L @7 O

4.10.4. Théoréme. Soit G un groupe classique non-ramifié, A = Q, et p # 2. Alors

la décomposition Rep% (G) = IIjpjen Rep[f](G) est compatible a la correspon-
0 #I€Pg, Q.

(¢l

Qq

irréductible, alors pqjw, € [¢], ot v est le paramétre de Langlands associé a .

dance de Langlands locale. C’est-a-dire que si w € Rep=" (G) est une représentation

Démonstration. 1l existe un Levi M et une représentation irréductible cuspidale 7
telle que 7 soit une sous-représentation de i% (7). La proposition nous donne
le résultat pour 7. Mais comme la correspondance de Langlands locale pour les
groupes classiques est compatible a l'induction parabolique (pour les parameétres de

Weil) et qu’il en est de méme pour la décomposition Rep%[ (G) =11 en: Repg] (G)
4 Tp ¢
par le théoreme [£.6.2], on obtient le résultat pour . O

5. LA RELATION D’EQUIVALENCE ~,

Nous venons d’étudier les relations d’équivalence ~ ., et ~,. qui nous ont fourni des
décompositions de Rep{ (G). Passons maintenant a 1’étude de la derniére relation :
~.. Nous savons que cette relation permet de construire les systémes cohérents

.. s . . s 0 s .
minimaux et donc d’obtenir la décomposition de Repj (G) la plus fine que 'on puisse
obtenir avec notre méthode. Pour paramétrer les classes de ~.-équivalence, nous
allons avoir besoin de rajouter aux paires (¢, o) une certaine donnée cohomologique
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«. On pourra résumer ’ensemble des correspondances de cet article par le diagramme
suivant

~e ~p ~oo

P

(¢’ O” a) (d)’ O-) d)

On suppose toujours que G se déploie sur une extension non-ramifiée de F.
Cependant, a partir de la section les résultats ne s’appliqueront qu’aux formes
intérieures pures des groupes non-ramifiés. On supposera donc, a partir de ce moment,
que G est non-ramifié et on prendra w € H*(F, G), qui correspond & G,,, une forme
intérieure pure de G. A (¢,0) € Cfm(lﬁ, LG) on associera G, un groupe réductif

connexe non-ramifi¢ sur F, ainsi qu’une application hy , : H'(F,Gg ,) = H'(F, G).
La décomposition associée & ~, s’écrira alors

Repi”(Gu) = [ Rep{""(Gu)

aEh;)la(w)

5.1. Paramétrisation des classes de ~.-équivalence dans une classe de ~,.-
équivalence. Nous avons décrit dans la section[d]les classes de ~,-équivalence. Pour
paramétrer les classes de ~-équivalence nous cherchons donc a décrire [S, 6],./~., ou
[S, 0], est la classe de ~,. équivalence d’une paire (S, 0) € ). De fagons plus précise,
nous allons construire une bijection [S, 6],./~. — ker[H'(F,W°(S, )/ W(S,0)) —
HY(F,W/W®)] (on rappelle la définition de H' dans I'annexe [A)).

Prenons donc (S, 0) € &5 et notons [S, ], sa classe de ~,-équivalence. Définissons
H'(F,N°(S,0)) 'image de H'(F, N°(S,0)) dans H'(F, N(S,#)). Remarquons que
H'(F,N°(S,0)) n’est autre que Z'(F, N°(S,6))/~, ot n ~ n’ §il existe g € N (S, 6)
tel que n = gn'F(g)~L.

5.1.1. Proposition. On a une bijection
(S, 6],/~c — ker[H'(F,N°(S,0)) — H*(F,G"")].

Démonstration. Soit (S',0") € [S,6],. Alors il existe g € G™ et m € N* tels que
9(SF™) = 8" gO(m) = 0'(m) et g~'F(g) € N°(S,0). L’élément g~'F(g) définit
un élément de ker[H'(F, N°(S,6)) — H'(F,G"")]. Montrons que cette construction
est indépendante du choix de g. Soit ¢’ un autre élément de G™" vérifiant les
mémes conditions que g. Alors g~1g’ € N(S,0) et donc [g~F(g)] = [¢'"'F(¢)]
dans H'(F,N°(S,0)). La construction précédente ne dépend pas de la classe de
G-conjugaison choisie et on obtient une application

[S,6],/~c — ker[H'(F,N°(S,0)) — H*(F,G™)].

Cette application est injective. Prenons (S1,61) et (Sa, 62) deux éléments de [S, 6],..
Soient g1,g2 € G™ associés a (Sy,01) et (Sa,6s) et vérifiant que [g; 'F(g1)] =
[95 'F(g2)] dans H'(F,N°(S,9)). Il existe alors h € N(S,8) tel que g; 'F(g1) =
hgy 'F(g2)F(h)~'. L’élément g hgy ' est donc dans G. Ainsi, quitte a4 conjuguer
(S1,61) par un élément de G, on peut supposer que g» = g1h. Comme h € N(S,6),
S1 =Sy et 01(m) = 02(m). Mais comme Iapplication Trgm /¢ est injective, 01 = 0.

Elle est également surjective par le lemme [3.5.8] d’ou le résultat. O

5.1.2. Lemme. L’application N™" — W induit un isomorphisme H'(F, N"") 5
Igl(F, W) (et de méme en remplagant respectivement N™" par N(S,6), N°(S,0) et
W par W(8S,0), W°(S,0)).

Démonstration. La preuve est analogue a celle du lemme 2.3.4 de [DR09). O
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Notons H'(F,W°(S,6)) 'image de H'(F,W°(S,#)) dans H'(F, W (S,9)).
5.1.3. Corollaire. On a une bijection
[S,6],/~c —= ker[H(F,W°(8,0)) — H'(F,W/W?)].

Démonstration. D’aprés la proposition [A.0.3] on a le diagramme commutatif

HY(F,N°(S,0)) —— H*(F,N(S,0)) — H'(F,N"") —— H!(F,Q)

H(F, WJ;O(S, 0)) —— H(F, V'Ilﬂ/’(S, 0)) —— HI(IJ:/, W) —— H'(F, I£//W“)
d’ot le résultat par la proposition [5.1.1 O

On définit de méme A (F, W°(S,0)/W*(S, 6)) comme I'image de H' (F, W°(S, 6)/W (S, 6))
dans H(F,W(S,0)/W2(S,0)).
5.1.4. Proposition. On a une bijection

[S,6],/~e == ker[HY(F,W°(S,60)/W*(S,0)) — H*(F,W/W?).
Et Uapplication, qui a un élément d~e [S, 917“ associe sa glasse gle ~e-Equivalence, est
donnée par Uapplication naturelle H'(F,W°(S,0)) — H*(F,W°(S,0)/W(8S,0)).
Démonstration. Commencons par montrer que I’application
HY(F,W°(S,0)) — H*(F,W°(S,0)/W(S,0))

est surjective. Notons que si (S',6') est ~,-équivalente a (S,0) (les deux paires
étant reliées par un g vérifiant g~ 1F(g) € N°(S,0)), alors comme dans I’annexe
I'application = — gxF(g)~! induit des bijections faisant commuter le diagramme

(*) HY(F,W°(S,6)) — H'(F,W°(S,0)/W*(S,0))

H'(F,W°(S',0')) — H'(F,W°(S',6")/W*(S',0))
Il nous suffit donc de montrer la surjectivité de
HYF,W°(S,0)) — H'(F,We°(S,0')/Ww(S',0)).
D’aprés le lemme il existe une paire (S',6) ~,-équivalente a (S,0) telle
que A(ss ¢y contienne C(g gy une chambre F-stable. Notons s/ gy = {w €
We(s',0),w - Cs'.0) = C(s' ¢ }- L’isomorphisme Qg o) = We(s’,0)/wes’,¢)
nous fournit alors une section F-équivariante a la suite exacte
1— WS, 0") - WS, 0) - We(s,0)/Wws',0') — 1.

En particulier 'application voulue est bien surjective.

En utilisant le corollaire [5.1.3] on obtient une surjection

[S,6],/~c — ker[H'(F,W°(S,0)/W(S,0)) — H'(F,W/W%)].

Il nous reste & montrer que cette application passe au quotient pour la ~.-équivalence
et que 'application quotientée est injective. C’est & dire, il faut montrer que si
(S1,61),(S2,02) € [S,0], alors (S1,601) ~c (S2,02) si et seulement si (Sq,60) et
(S3,60;) ont méme image dans H'(F,W°(S,0)/W4(S,0)). Or le diagramme com-
mutatif @ (appliqué avec (S1,61) a la place de (S’,6’)) permet de nous ramener
au cas ou (Sy,61) = (S, 0). Supposons donc que (Sz,02) ~. (S, 0), il existe alors g
reliant les deux paires tel que g~1F(g) € N%(S,0) et donc I'image de (Sz,0s) est
triviale dans H'(F, WO(S, 0)/Wa(S,0)). Réciproquement, supposons que I'image
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de (Sz,6) est triviale dans H'(F,W°(S,0)/W*(S,0)) cest a dire que si g relie
(Sa,0:) et (S,0), et que @ est Pimage de g~ 'F(g) dans W°(S,0)/W*(S,0) alors
[@] = [1] dans H'(F,W°(S,8)/W%(S,0)). Ainsi quitte & multiplier g par un élément
de N(S,0) on peut supposer que w = 1, c’est & dire que g~ *F(g) € N%(S, ) et donc
que (Sq,02) ~ (S,0), ce qui achéve la preuve de la proposition. O

Notons que cette proposition dépend du choix d’un point base (S, ). Cependant ;
si (S',0") € P, est une autre paire telle que (S,0) ~. (S',¢'). Prenons g € G™"
reliant (S, 0) et (S',¢’) tel que g~'F(g) € N%(S, ), nous avons alors le diagramme
commutatif suivant

[S, 6], /~e ——ker[H'(F, W°(S,0)/W*(S,0)) — H'(F, W(S)/WS))]
izl—)ng(g)_l
[S',0'],/~e —— ker[H'(F,W°(8',0")/W*(S',0')) — H(F,W(S')/W(8"))]

5.2. Les groupes G, ,. Dans le but de décrire les classes de ~.-équivalence
en des termes duaux, nous avons besoin d’introduire quelques notations. Dans
[Dat17a) section 2.1.4, Dat construit un groupe G4, pour chaque ¢ : It — LG et

o€ X( <?§>, To(¢)). Nous rappelons ici cette construction.

Soit ¢ : I — LG un paramétre inertiel. La conjugaison par n’importe quelle
section ensembliste de la suite exacte Cg(¢)° — Cg(¢) — To(¢) donne une action
"extérieure" bien définie

7o(¢) — Out(Cg(¢)°).
Appelons alors G;p Hihe un groupe réductif sur I dual de Cg(¢)°. Le choix d'un
épinglage de G;pm’o nous donne une section Out(G;pl“’o) — Aut(GZp”t’o), et
donc un morphisme
To(¢) — Out(Cg(9)°) = Out(GF'"°) — Aut(GF°).
On peut alors former un F-groupe réductif (non-connexe)
G;plit — Giplit,o « 7TO(¢)
muni d’une action de 7y(¢) donnée par
0 : 7o(p) — Aut(GF'™)

(ou To(¢@) agit sur m(¢) par conjugaison). Alors n’'importe quelle section continue

-~

o : (¥) — (@) nous donne une F-forme Gy, de Gfbp”t telle que l'action de () sur

Gyo(F") = Gj)pm(F’") soit ’action naturelle twistée par 6 o 0. La composante
neutre sz de G4, est alors un groupe réductif connexe non-ramifié et I'on a

Gyo(F) = G5, (F) x m0(6)" .

Notons également que si ¢ € my(¢), la conjugaison par (1, ¢) dans Gzplit(F) induit
un F-isomorphisme Gy, — Gy oc, de sorte que la classe d’isomorphisme de G

sur F' ne dépend que de l'image de o dans f((@% 7o(¢)). Nous pouvons remarquer
que par construction de G;’U nous avons le lemme suivant

5.2.1. Lemme. Soitt € G:&A Uimage de (¢, o) par Uapplication de la proposition
. Alors la donnée radicielle de (G, ,)* munie de laction du Frobenius est égale
a celle de Cg+(t)° également munie de laction du Frobenius.
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On définit I’ensemble f{l(F,GZ’yZT) = Im[Hl(F,G:;”ZT) — H(F, Gy',)]. Alors
H(F, G;ZT) n’est autre que H*(F, G;ZT) quotienté par I'action de mo(4)??). Nous
avons besoin d’une application

heo: H'(F,G30) — H'(F,G™).
Pour cela, rappelons que 'on a l’isomorphisme de Kottwitz :
HY(F,G") 5 Irefmo (2(G)7)] et HY(F,G5"7) 5 Innfmo(Z(C (6)°)7 D).
L'inclusion Z(G)? C Z(Cg(g)°)™@) C Z(C@(QS)O)"(@) nous fournit alors une
application H*(F, G, — H'(F,G™). Pour obtenir I'application voulue, il reste &

vérifier que cette application est compatible avec 'action de g ((b)”(g) ce qui est le
cas car

(6)°)70@) C Z(Cg(¢)°)7 D@ C 7(Cg(9)°) D).

z(C N

el

Définissons également, comme dans [Dat17al section 2.1.4, ensemble

B(9) =3 ((0), G (F™7) » Fol@)) -

La projection ¥(¢p) — % )

S(0) =% (), G0 (F™) x 7ol@))

- U (6. m)
T€S((9),7o(¢))

= H'(F,GJ7).

)70 (9))

On munit (¢) d’une application Y(¢) — HY(F,G"™") définie comme le co-produit
des applications H*(F, G;’ZT) — H(F,G"") précédentes.

7((3}, 7o(¢)) permet alors d’obtenir une partition

)

gex({

5.3. Le cas quasi-déployé. On suppose dans cette partie que G est non-ramifié
(c’est-a-dire que l'on suppose en plus que G est quasi-déployé). Utilisons les groupes
G4.o que 'on vient de définir pour réinterpréter les groupes de cohomologies apparus
dans la section dans le cas ou le groupe est non-ramifié.

Prenons une classe de ~,-équivalence déterminée par un couple (¢, o) ou, de
fagon équivalente, par une classe de conjugaison rationnelle de ¢ dans G*. Prenons
S* un tore maximalement déployé dans Cg-(¢)°.

Fixons un sommet hyperspécial o dans BT ainsi qu’un isomorphisme entre CZ et
G*. Ainsi §* devient un tore maximal F-stable de C: et nous pouvons choisir S un
tore maximal F-stable de G, en dualité avec S* sur k. Ce dernier se reléve en un
tore non-ramifi¢ S de G. La bijection ($*)F = X*(S)/(Fs — 1) X*(S) (voir section
envoie t sur un élément que I’on nomme #. Nous obtenons de la sorte une paire
(S,0) € Z5. Notons que cette paire est bien définie & ~.-équivalence prés (une fois
le sommet hyperspecial o fixé) puisque toutes les paires obtenues par le procédé
précédent induisent un systéme cohérent minimal qui contient le couple (o,t) (ces
systémes sont donc tous égaux) et sont donc ~.-équivalentes. Notons également que
par construction, (S,#) est un représentant de la ~,.-classe que I’on avait choisie.

5.3.1. Lemme. Il existe un plongement de S dans Gg , qui identifie We(8,0)
a WGZ.U(S) (le groupe de Weyl étendu de G
we(Ss,0) a Wg; (9), en tant que sous-groupe du groupe des transformations affines

relativement a S dans F™") et

e
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de X, (S)®zR. Ces identifications sont également compatibles a laction du Frobenius
F.

Démonstration. Choisissons o' un sommet hyperspécial de BT(Gy ,) et un isomor-

phisme entre ( ;’J)Z, et Cg=(t)° (cet isomorphisme existe par le lemme . De
méme que précédemment, grace & o’ nous pouvons obtenir a partir de S* un tore maxi-
mal non-ramifi¢ 8" de G ,. L’identification naturelle X, (S") = X*(S") = X.(S)
nous fournit un isomorphisme ¢ : S = S’.

Le sommet o’ étant hyperspécial, nous avons un isomorphisme

o+ Was_(U(S)) = Was o (1(8)) x X.(S) S Wag _(u(S)) x X.(S).

,o

De plus, par définition de 'appartement non-étendu, il existe une unique surjection
o+ Xi(S) @z R — Ags _ («(8)) telle que

— Ny est compatible aux actions de X.(«(S)ND(Gy,,)) ®z R (par translation)

— 1o est compatible aux actions de Was (4(S)) x X.(S) ~ VNVG%U(L(S))

— 1, envoie 0 sur o
Alors uol(Wé; ) (¢(S))) est le sous-groupe de Wag _(¢(S)) x X.(S) engendré par les
réflexions des murs du systéme de racine de 1(S) dans G , et leurs translatés par
X.(S).

De facon analogue sur G, le sommet o étant hyperspécial, nous obtenons un
isomorphisme

fo s WO(S,0) = W2(S,0) x X.(S) 3 W°(S, ) x X.(S)

et une unique surjection 7, : X.(S) ®z R — A(g,9) qui soit compatible aux actions
de X, (SND(G)) @z R, de W°(S, 0) x X, (S) ~ W°(S,0) et envoie 0 sur 0. De méme,
1o(W4(S, 6)) est le sous-groupe de W°(S, 0) x X,.(S) engendré par les réflexions des
murs du systéme de racine de S dans G vérifiant («, 6(d)) = 0 et leurs translatés
par X, (S).

Le lemme construit un isomorphisme entre W3 (S,0) et W(S*, Cg= (t)°) ~
W(;; U(S') et sa preuve montre qu’il préserve également les systémes de racines.
Nous obtenons donc

we (S7 49) = WG;,U (L(S))
Et la discussion précédente montre que cet isomorphisme préserve les groupes de Weyl
affines. De plus le lemme m nous indique que I'isomorphisme W (S*, Cg= (t)°) ~
Wag _(8’) est F-équivariant et donc I'isomorphisme We(S,0) ~ Wc;; _(¢(8)) Test
aussi. Y O

Les résultats de I’annexe [A| nous montrent que I'on a des bijections H!(F, G"") ~
HY(F,W/We) et H'(F,Gg") ~ HY(F,W°(S,0)/W(S,0)). Notons X = X, (8) et
X(S,0) == X/X%(S,0) ot X%(S,0) := X NW(S,H). Alors on a la commutativité
du diagramme (voir ’annexe [A| pour la définition des fleches verticales)

T
[ (S 0 S 0)]tor [X/(l - ﬁ)X]tor

i -

H'(F,W°(S,0)/W%S,0)) — H' (F,W/W%)

Irr[mo(Z
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(notons que les fleches verticales de gauche utilisent les identifications du lemme
5.3.1)).

On vient de montrer la commutativité de
H(F, G;ﬁr) —= HYF,G™)
HY(F,W°(S,0)/W*S,0)) — H'(F,W/W%)
En remarquant de plus que W (S, 9)/VT/°(S7 0) ~W(S,0)/W°(S,0) ~ m(Cg-(t)),

et que les fleches verticales de gauches des précédents diagrammes sont compatibles
avec Paction de 7o(¢)??) on obtient

5.3.2. Proposition. Le diagramme suivant commute

h¢Yg

H'(F, G

H'(F, WO(s,ie)/Wa(& 0)) — H'(F, Ii/T//W“)
Les propositions [5.3.2] et démontrent la proposition suivante
5.3.3. Proposition. Nous avons une bijection
C7(6,0)~ve <> ker[H'(F,G317) — H'(F,G™)],

ot C" (¢, 0) est la classe de ~,-équivalence image réciproque de (¢, ) par Uinjection
f@A/NT — @m(Iﬁ,LG).

On déduit de la proposition [5.3.3| et du théoréme [3.5.12] le théoréme suivant

5.3.4. Théoréme. Soient G un groupe réductif connexe non-ramifié.
Soient ¢ : It — L' G un paramétre inertiel et o € S((9),7o(¢)). Nous avons la
décomposition suivante de la catégorie Repgx ’0)(G)

Repyy” () = [ Rep{"" (@)

ot le produit est pris sur les a € ker[ﬁl(F,G;’T) — HYF,G"")]. Toutes ces
catégories sont construites a partir de systémes de classes de conjugaison 0-cohérents
MINIMaUL.

5.3.5. Remarque. La bijection C"(¢,0)/~e — ker[ﬁl(F,G;’ZT) — HY(F,G")]
(de la proposition [5.3.3) semble canonique, mais ne I’est pas (par conséquent la
décomposition du théoréme ne lest pas non plus). Elle dépend du choix du
sommet hyperspécial o qui permet de sélectionner un représentant (S, 0) de C" (¢, o).

De plus, il n’est pas possible de la rendre canonique. En effet, prenons I’exemple de
SLs et de la classe de conjugaison rationnelle [’01 (1)] dans PGLy (k). Cette derniére,
plus le choix d’un sommet hyperspécial donne un systéme de classes de conjugaison
cohérent minimal (en mettant des systémes de conjugaison vide sur les sommets non-
conjugués a ce sommet). Comme il y a deux ensembles de sommets hyperspéciaux,
non-conjugués entre eux, on obtient deux systémes minimaux, et il est impossible
de les différencier.

Nous nous attendons également a une compatibilité du théoréme [5.3:4] a la
correspondance de Langlands locale enrichie (a4 un paramétre de Langlands enrichi
(¢,m) oty € Irr(mo(Cg())), on associe un a en restreignant n a mo(Z(Cg(¢)°)7 ).
Cette derniére n’est pas non plus canonique mais dépend du choix d’une donnée de
Whittaker.
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5.4. Décomposition pour une forme intérieure pure. En suivant les idées de
Vogan, supposons toujours que G est non-ramifié et nous allons traiter toutes ses
formes intérieures pures.

Soit u € Z*(F,G""). Ce dernier permet de définir un Frobenius twisté F, :=
Ad(u) o F donnant lieu & une forme intérieure pure (G"")F+ de G. Pour g € G, la
conjugaison par ¢ induit un isomorphisme

Ad(g) : (G™)Fv — (GT)Fon

ol g xu = guF(g)~!. Ainsi les formes intérieures pures sont paramétrées par les
w € HY(F,G™"), mais & un w fixé nous n’avons pas de Frobenius twisté canonique
associé. Pour remédier & cela nous allons considérer dans cette partie non pas des
paires (S, ) mais des triplets (S, 0,u) avec u € Z*(F, G"").

Considérons les triplets (S,6,n) ot n € N(S) donne un cocyle dans Z(F, G""),
S est un F™"-tore déployé maximal F,,-stable de G (on rappelle que F,, = Ad(n)oF)
et 0 € X*(S)/(Fns —1)X*(S), avec Fp, g := wls 09, ot w est I'image de n dans
W (S). Alors dans ce cas, la paire (S, ) est un élément de &2, comme dans la section
mais pour le groupe (G™")F». Notons cet ensemble 2 ((G™")F»).

Deux triplets (S1, 61,n1) et (Sz, 02, n2) sont dit G™ -conjugués s’il existe g € G™"
tel que 951 = Sq, gb1 = 02 et g x ny = ny. Prenons (S,0,n) un triplet. La paire
(S, 0) appartient alors & 22, ((G"")F»). Nommons w l'image de n par Z!(F,G"") —
HY(F,G").Sim € Z1(F, G") est un autre cocycle d’image w, alors il existe g € G™"
tel que g * n = m. Alors la paire (98, gf) appartient & 2 ((G"")Fn). Si ¢’ € G""
est un autre élément tel que ¢’ * n = m, alors g(¢’')~! = F,,(g(¢9') 1), de sorte que
(S, 0,n) définit une paire (S,,,0,) € £r(G.,) bien définie & G,-conjugaison prés, ou
G, est une forme intérieure pure de G associée a w. Cette application induit une
bijection

{(S7evn)}/NG"r = {(W’ (Sw,ew)),w € Hl(F7Gnr)a (Sw)ew) € '@A(Gw)/NGW}'

On peut étendre, de la méme fagon, la relation d’équivalence ~, aux triplets de la
maniére suivante

5.4.1. Définition. Deux triplets (S1,61,n1) et (Sa,02,mn2) sont dit ~,.-équivalents
(resp. ~c-équivalents) si et seulement s'il existe m € N* | g € G™ et h € G"" tels
que

1) gxng =mny
m m
2 hSFnl gSFnQ

3
4

hé1(m) = g0a(m)

)
)
)
) h™'Fn,(h) € N°(S1,6:1) (resp. h='F,, (h) € N%(Sy,61))

(
(
(
(

Notons que dans la définition précédente, 61 (m) est relatif a F,,, et O2(m) a F,,.

Solent (S1, 01, mn1) et (S, 02, ng) deux triplets et notons respectivement (Si o, ,01,4,) €
PNGuy)/~a,, et (S2wy,02.0,) € Pa(Gu,)/~a,, les paires associées par I'appli-
cation précédente. Alors (S1,01,m1) ~, (Sz2,02,n2) si et seulement si w; = wy et
(S1,01501,01) ~r (S2,0s,02.,) (et de méme pour ~.). En effet, fixons par exemple nq

et prenons G, = (G")F1. Alors w; = wy si et seulement sil existe g € G™"
tel que g * ng = ny. Dans ce cas on peut prendre (Sg.,,02.,) = (?S2,g62)
et (S1w;,01,0,) = (S1,01) et la condition pour que ces deux paires soient ~,.-

équivalentes (resp. ~.-équivalentes) est exactement la définition On obtient
donc en particulier une bijection

{(8’9771)}/'\’6 = {(W7 (Swaew))’w € Hl(FaGnr)a (Soﬂew) € '@A(Gw)/Ne}'
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Une classe de ~.-équivalence de triplets (S,6,n) correspond donc & un systéme
d’idempotents cohérent minimal de G.,.

Considérons un triplet (S, 6, e) (e désigne ’élément neutre de G™") et n € N°(S, 0)
donnant un cocyle dans Z!(F,G™"). Le tore S est F-stable et comme n € N(S)
il est également F,-stable. La preuve du lemme [3.5.8| montre qu’il existe 6,, €
X*(S)/(Fns — 1)X*(S) tel que (m) = 6,,(m) pour un certain m € N*. Notons
que ce 6, est unique. En effet, ¢l existe 6/, € X*(S)/(F,.s — 1)X*(S) tel que
0(m’) = 0,,(m'), alors 0,,(mm’) = 6 (mm/) et 0,, = 0;, par injectivité de Tremm /¢
(lemme . On vient donc de construire une application qui a (S, 6, ) associe le
triplet (S, 6,,,n).

Comme 6(m) = 6,(m), on a en particulier que WO(S,H) = W°(S,6,) et
WS, 0) = WS, 6,). On obtient de la sorte

5.4.2. Corollaire. La multiplication par n=! (a droite) nous donne le diagramme
commutatif suivant

HY(F,W°(8,0)/W*(8,0)) — H' (F,W /W) .

\anl ixnl

HY(F,,W°(8,0,)/W*S,0,)) — H'(F,, W/W?%)

Revenons a nos classes d’équivalence pour ~.. Rappelons que hg4 » est 'application
heo: H(F, G;’f:) — HY(F,G"").

5.4.3. Proposition. Soient w € H'(F, G). Nous avons alors une bijection
CT((ba g, Gw)/NE L> h;}:(w%

ot C"(¢,0,G,,) est la classe de ~,.-équivalence image réciproque de (¢, o) par lin-
jection Pp(Gy,)/~r = (I, FG).

De plus, cette bijection ne dépend que du choix du sommet hyperspécial o fait en
2. 3.

Démonstration. Considérons (S,#) une paire construite a partir de (¢,0) et o
comme dans la section La proposition [5.3.2] montre que 'on peut identifier
hgo & lapplication H'(F,W°(S,0)/W4(S,6)) — H'(F,W/W%). On voit donc w
comme un élément de H'(F, W /W®) dans 'image de H'(F,W°(S,0)/W*(S,0)). Le
lemme [5.1.2] ainsi que la preuve de la proposition [5.1.4 montrent que Papplication
HY(F,N°(S,0)) — H'(F,W°(S,0) /WS, 0)) est surjective. En particulier, il existe
n € N°(S,0) donnant un cocycle de Z*(F, N°(S,0)) et ayant pour image w par
application Z'(F, N°(S,8)) — H'(F,W°(S,0)/W(S,0)) — H'(F, W /W®).

Nous savons alors construire un triplet (S, 6,,,n) tel que C"(¢,0,G,,) =[S, 0., n],
(ou [S, 0y, n], désigne la classe de ~,-équivalence de (S, 6,,n)). La proposition [5.1.4]
nous donne une bijection entre [S, 6,,, n],./~. et ker[H'(F,,, W°(S, 6,,)/W*(S, 6,)) —
HY(F,,,W/W®)] et donc par le corollaire une bijection

[S, 0, nly/~e =5 hy ().

Il nous reste & vérifier que cette bijection est indépendante du choix de n. Prenons
m € Z*(F,N°(S,6)) un autre relévement de w. Nous allons montrer que I'image de
(S, 6,,,m) par la bijection précédente est 'image de m dans H'(F, W°(S, 8)/W*(S, §))
ce qui achévera la preuve. Comme les triplets (S,6,,n) et (S,60,,,m) sont ~,.-
équivalents, il existe k € N* | g € G et h € G™" tels que gxm = n, h(SFﬁ) = gSF’:n,
ho, (k) = g0m(k) et h='F,(h) € N°(S,0,). Alors par construction de la bi-
jection [S,0,,n],/~. h;jﬁ(w), l'image de (S,6,,,m) est 'image de h~'nF(h)
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dans H'(F,W°(S,0)/W%(S,0)). Nous savons qu’il existe ky,,k, € N* tels que
O (k) = 0(kn) €t O (k) = (k). Ainsi, il existe & € N* tel que F¥' = FE = FF'
h(SFk/) = 987 ot RO(K') = gO(K'), de sorte que g~'h € N(S,0). Nous pou-
vons alors conclure que h~'nF(h) = (h='g)mF(g~'h) et m ont méme image dans
H'(F,W°(S,0)/W(S,0)). O

On déduit de la proposition précédente et du théoréme [3.5.12| le théoréme
suivant.

5.4.4. Théoréme. Soient G un groupe réductif connexe non-ramifié etw € H'(F, G).
A w correspond G, une forme intérieure pure de G.
Soient ¢ : It — L' G un parameétre inertiel et o € S((9), 7o(¢)). Nous avons la

décomposition suivante de la catégorie Repxb’g)(Gw)

Rerﬁ,a) (G,) = H Rep&(b,a,a) (G.)
aeh;}d (w)
On peut également réinterpréter ce résultat grace a la section[5.3, en une décomposi-
tion de Rep%(G.,) en un produit de sous-catégories indexées par w;l(w), ol Py est
Uapplication 14 : (¢) — HY(F, G).
De plus toutes ces catégories sont construites a partir de systémes de classes de
conjugaison 0-cohérents minimaux.

Notons que cette décomposition n’est pas canonique mais dépend du choix d’un
sommet hyperspécial (voir remarque [5.3.5]).

5.5. Lien entre Z, et Q,. Explicitons le lien entre les catégories sur Q, et sur Z,.

Soit (¢,0) € Bp(Ip,LG) et (¢/,0") € Cim(Il(f),LG) I'image de (¢, o) par lap-
plication ®,,(Ir, “G) — &)m(lg), LG) de la section ﬁ Alors Z(C’é(gb’)o)"/(ﬁ) C
Z(O@(qﬁ)o)"(ﬁ) et l'on obtient une application

Irr[mo(Z(C(9)°)7 )] — Ixlmo(2(Cg (6))” 7))

induisant une application naturelle H'(F, Gg,) — H(F, G o)
Il est alors aisé d’obtenir la proposition suivante.

5.5.1. Proposition. Soitw € H*(F, G). Nous avons Rep%/’a/’al)(Gw)ﬂRep@e(Gw) =

is0,0 Repg’a’a) (G.), ot le produit est pris sur les (¢,0) € ®p(Ip, X Q) s’en-
7 ¢

voyant sur (¢, ") par ®,,(Ip, L G) — E)m(ll(f), L@) etac h;}r (w) s’envoyant sur
o par H'(F, G,,) — HY(F, Gy o)

5.6. Compatibilité a ’induction et a la restriction parabolique. Vérifions
ici la compatibilité de la décomposition du théoreme [5.4.4) aux foncteurs d’induction
et de restriction parabolique.

Soit P un F-sous-groupe parabolique de G de quotient de Levi M défini sur F.
Considérons M un dual de M sur Q, muni d’un plongement ¢ : “M < “G. Soient
rr € Dy (I, EM) et oy € E((@),%o(ng)). Nous avons vu & la section M que
nous pouvions associer & ¢y et oy le paramétre ¢ := 1o ¢y € CIDm(If;\,LG) et
og:=tL00) € E((ﬁ},%o(gb)).

Nous avons que ¢(Z(Cg;(én)°) 2 Z(Cg(#)°) donc ¢ induit une application

Irr[ﬂ'o(Z(Cﬁ(ng)O)aM(@))] N Irr[ﬂ'O(Z(Cé((b)o)o(@))}-
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L’isomorphisme de Kottwitz nous définit alors une application

Hl(F MO ,nr ) (F GO nr)

¢J\/{ oM

qui rend le diagramme suivant commutatif

HY(F,MS"™ ) —— H(F, Gy .

47]\4,0']%

| |

HY(F, M"™) HY(F,G™)

Soit wy € HY(F,M™) et w € H'(F,G"") son image par H(F,M"") —
HY(F,G™). Ainsi ayps € 1/1 (bar, UM)(wM) est envoyé sur « € hg}f(w) On notera
par la suite +§ %, comme dans la section Papplication qui & (dar, oar, aepr) associe

(¢, 0, ). Notons que comme w est 'image de wyy, alors M,,,, est un Levi de G,, et
l’on a un plongement de BT®(M,,,,) dans BT*(G,).

Réinterprétons 'application aj; — « en terme de groupes de Weyl. Nommons
t € M, 5 la classe de conjugaison semi-simple associ¢e a (¢nr, ). Fixons o un
sommet hyperspécial de BT*(M) donnant un sommet hyperspécial de BT*(G) (que
I’on nomme encore o). La section construit alors & partir de (¢as, opr) une paire
(S,6) ou S est un tore maximal non-ramifié de M. Ce dernier permet de définir
les groupes I/i/JC\}(S7 0),W¢.(8S,0), W, W, (on rajoute des indices M pour signifier
que ces groupes sont définis vis a vis de M). Le tore S peut également étre vu
comme un tore maximal non-ramifié de G et donc définit également les groupes
W°(S,0),W*(S,0), W, We Les inclusions W§,(S,0) € W°(S,0) et W (S,6) C
We(S, 0) permettent de définir une application

HY(F, W5, (S,0)/W&(S,0)) — HY(F,W°(S,0)/W*(S,0)).

Cette application correspond a H'(F, M o) T H(F, Gy,') via la proposition
0.9.2)

5.6.1. Lemme. Notons N une forme intérieure pure de M associée & wyy. Soient x
un sommet dans limmeuble de Bruhat-Tits étendu de N et s € (N;)SS,A. Nommons
(¢nr,0m, anr) les données associées & s. Notons également (p,0,a) les données
associées a s vu comme un €élément de (EZ)SS’A (0w x est vu ici comme un élément

de BT(G,,)). Alors (¢,0,a) = 1§, (dar, oar, anr)-

Démonstration. Cela découle aisément de la définition de I"application ¢, V> buisque &
s on associe une paire (S’,6’), avec S’ un tore maximal non-ramifié de N, et lorsque

s est vu comme un élément de (G )ss,A, on peut lui associer la méme pair (S',0")
mais en voyant cette fois-ci S’ comme un tore maximal non-ramifi¢ de G.,. U

5.6.2. Théoréme. Soit P un sous-groupe parabolique de G ayant pour facteur de
Levi M.

(1)
ri(Rep" " (G)) 11 Repg™ ) (M)

(én 00 ,0000)
S (oar o ,an)=(¢,0,a)

(2)

(<15M,<7M,aM)(M

WM

G
i%(Rep )) C RepLM(¢M,UM,aM)(Gw)

Démonstration. Cela découle du lemme [5.6.1] et des propositions 2.4.2) 241 O
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5.6.3. Théoréme. Si Cx(¢) C L(% le foncteur d’induction parabolique i réalise
G
une équivalence de catégories entre RepE{bM’aM’aM)(MwM) et Repi\M((ﬁM’UM’aM)(GW).

Démonstration. Cela découle du théoréme et du théoréme 4.4.6 dans [Lanli8|.
O

5.7. Compatibilité a la construction de DeBacker-Reeder. Soit ¢ un para-
meétre de Langlands modéré elliptique et en position général comme dans [DR0O9]
(elliptique signifie que l'image de ¢ n’est pas contenue dans un sous-groupe de
Levi propre de G et en position générale que le centralisateur de ¢(Ir) dans G
est un tore). Soit w € H!(F,G). L’isomorhisme de Kottwitz permet de définir,
comme dans la section une application Irr(Cg () — H'(F, G) et 'on note
Irr(Cg (), w) la fibre sur w de cette application. DeBacker et Reeder construisent
alors dans [DR09| un L-paquet II(¢, w) pour G,,, paramétré par Irr(Cg (¢),w). Nous
souhaitons vérifier dans cette partie, que cette construction est compatible a la
décomposition du théoreme [5.4.4]

Fixons o un sommet hyperspécial que ’on choisira identique pour la construction
de DeBacker-Reeder et la notre, ainsi que T un tore maximalement déployé de G.

Rappelons briévement la construction de DeBacker et Reeder. Quitte & conjuguer
©, on peut supposer que ¢(Ip) C T et que p(Frob) = f@, avec f € N(’f‘) Notons
w, 'image de f dans W. On peut former & partir de ce ¢ ([DR09] section 4.3) un
caractére y de niveau zéro de TF. Soit A € X,,, ou X, est la préimage dans X
de [X/(1 — w?) XJor. L’évaluation sur une uniformisante o, identifie X a ty € W,
lopérateur de translation par A. DeBacker et Reeder construisent alors, dans la
section 2.7, € N,y € N et uy € Z*(F, N) tels que u reléve w, wy = pglFA(pA) et
taw = wyuy, ot Fy = Ad(uy)oF. On pose Ty =P*T et x» = pax € Irr(Ti*). Grace
a la théorie de Deligne-Lusztig, ils forment & partir de (T, x») une représentation
7y de (Gnr)F*.

5.7.1. Théoréme. La construction de DeBacker-Reeder (IDR0O9)]) est compatible au

théoreme|5.4.4. C’est a dire que wy appartient & Repg’a’a)(Gw) ol ¢ = Q|1,., o) =
£

©(Frob) et a correspond & X\ via la bijection [X/(1 — w) X]tor — HY(Fy, T™)

(voir lemme .

Démonstration. Dans cet article, & partir de ¢ nous construisons non pas (T, x)
mais une paire (S, 6), ot 6 € Irr(°(SF)/(SF)1). Le lien entre les deux est le suivant.
Ecrivons, comme dans [DR09] section 2.6, @ = py 'F(po), avec py € GS. Alors
S =T, Comme poy € Irr(SF) est de niveau zéro, on le voit comme un caractére
de SF/(SF)*, et on a 6 = (pox)jo(sF)-

Notons qu’avec les hypotheéses faites sur ¢, on a que C@(qb) = ’f‘, de sorte que
G5, = S En particulier W (S,0) = W°(S,0) = X,(S), W(S,0) = L et N°(S,0) =
S. L’élément poApy ' nous donne bien un élément de H'(F,W°(S,0)/W*(S,9)), et
on peut appliquer le théoréme [5.4.4] pour obtenir un systéme cohérent. Posons
n = pOtApal € N°(S,0) qui releve pg)\pal. La preuve du théoréme construit
alors le triplet (S,60,,n). Mais comme n € S, F = F,, sur S et donc 6,, = 6. On
obtient un triplet (S, 6,n) qui donne un systéme cohérent. Posons g := pap, L Alors

g*n=gnF(g)~" = (ppy ") (potapy ") (F(popy "))
= patrwF(py) ™t = patinuaF(py) ™

=papy Far)uaF(px) ™! = papy 'unF(pa)uy funF(pa) ™!
= ’U/A
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La définition montre (avec h = 1) que (S,6,n) ~. (9S,¢6,u). Or 9S =

PAPo'§ = PAT = Ty et de méme gl = (XA)lO(TFA)
A

compatibles. O

. Les deux constructions sont donc

ANNEXE A. COHOMOLOGIE DES GROUPES p-ADIQUES

Rappelons dans cette annexe, quelques éléments sur la cohomologie des groupes
p-adiques dont nous avons besoin dans cet article.

Soit U un groupe muni d’un endomorphisme F tel que tout élément est fixé par
une puissance de F. Munissons U de la topologie discréte. Alors le groupe Z des
entiers profinis, de générateur topologique F, agit continiment sur U et on note

H(F,U) := H'(Z,U)

la cohomologie continue de U.

Pour un entier d > 1 et un g € U on note N4(g) := gF(g)---F4~!(g) € U. On
peut alors voir les cocycles continus comme les éléments de

ZYF,U) := {u € U|N4(u) = 1 pour un certain d > 1}.

Alors HY(F,U) est le quotient de Z!(F,U) sous la U-action : g x u = guF(g)~!.

Dans le cas qui nous intéresse d’un groupe réductif connexe G non-ramifié nous
retrouvons la cohomologie Galoisienne. Notons F I’automorphisme de G™" donné

par Paction d’un Frobenius inverse. Alors la surjection naturelle Gal(F/F) —
Gal(F/F)/Ir induit un isomorphisme

HY'(F,G"") ~ H'(F,G)
(voir par exemple [DR0O9| section 2.2).
Prenons T un tore maximal F™"-déployé défini sur F' et maximalement déployé
dans G. L’appartement A contient une chambre C' F-stable car T est maximalement
déployé. Notons alors N&" :={n e N"|n-C =C} et Q¢ :={we Wlw-C=C}.

Notons que Q¢ est I'image de N&" dans W et que comme W agit simplement
transitivement sur ’ensemble des chambres on a un isomorphisme Q¢ = W /W@,

A.0.1. Proposition ([DR09] Corollaire 2.4.3). Les applications N2 — Q¢ et
NE&T — G induisent des isomorphismes sur les H(F,-) et donc un isomorphisme

HY'(F,G"") ~ H'(F,Q¢).

L’isomorphisme Q¢ = W /W nous donne donc un isomorphisme H'(F, G") ~
H(F,W /W?), valable pour I'instant pour un tore maximalement déployé T.

A.0.2. Lemme. Le diagramme suivant est commutatif

HY(F,N"") —— H'(F,G"")
HY(F,W/W%)

ot les fleches provenant de HY(F, N™) correspondent auz applications N™ — G™"
et N"" — W /We.
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Démonstration. Soit [n] € HY(F, N™), notons w I'image de n dans W et @ son
image dans W /W . Montrons que I’application H'(F, G"") — H'(F, W /W) envoie
[n] sur [w].

1. Il existe n’ € N™ et z € C tel que [n] = [n'] € H'(F,N"), @ = @' € W/W*
et w'F(x) = x, ot w’ 'image de n/ dans W et @' son image dans W /W,

L’élément w € Z'(F,W), donc il existe un entier d tel que Ny(w) = 1. L’au-
tomorphisme F étant également d’ordre fini, wF € Wx < F > est d’ordre fini. 11
posséde donc un point fixe y dans A : wF(y) = y. Ce point y est contenu dans
I’adhérence d’une chambre C’ de A. Le groupe W% agissant transitivement sur
I’ensemble des chambres, il existe v € W tel que vC’ = C. Notons z = v -y € C.
Comme wF(y) = y on a wF(v~lz) = v~ 1z, c’est a dire vwF(v) ~'F(z) = x. Posons
alors w' = vwF(v)~! et n’ = onF(9) !, ot ¥ est un relévement de v dans N™", qui
satisfont alors les conditions souhaitées.

2. 1l existe un polysimplexe o < C' et un v € W, tels que w'F(o) = o et vw’ € Q¢.

L’action de w’F sur A préserve la structure simpliciale, donc il existe une unique
facette 0 < C' contenant y tel que w'F(0) = 0. L’adhérence de la chambre w'C =
w'F(C) contient o tout comme C' donc il existe v € W, tel que v(w'C) = C (W,
agit transitivement sur ’ensemble des chambres dont I’adhérence contient o).

3. Conclusion

Le groupe W, x F,,/ (ot F,y = Ad(n’) o F) étant fini, on a que v € Z(F,,, W,).
En particulier on a un relévement © de v dans N tel que v € Z'(F,,,GZ"™) (un
tel relévement existe car d’aprés la proposition 3 de [Tit66] il existe W, € N
un sous-groupe fini de N se projetant sur W,). Or d’aprés [DR09] Lemme 2.3.1,
H(F,,G2™)) = 1 et donc il existe g € G2™" tel que © = g~ 1F,/(g). Ainsi on’ =
g In'F(g)n’~In' = g7n'F(g) de sorte que [n] = [n'] = [on'] € H*(F,G™"). Mainte-
nant on sait que on’ € N&" et par construction de H'(F,G"") — H'(F, W /W*) on
sait qu'un co-cycle & valeur dans NZ" est envoyé sur son image dans W /We. Or
©n’ a pour image @ dans W /W ce qui achéve la preuve. O

Nous souhaitons étendre les résultats précédents & n’importe quel tore non-ramifié.

Soit donc T un tore maximal F""-déployé défini sur F et N', W’ ,W'® définis
comme avant pour T’. Il existe un g € G™ tel que T'™" = 9T™" et on a alors
gF(g)~! € N'™". Notons que si n € N alors gnF(g)~! = (gng~1)(gF(g)~!) € N .
De plus cette application, n — gnF(g)~!, induit une application sur les Z!(F,-) et
envoie des cocycles cohomologues sur des cocycles cohomologues, donc induit une
bijection H*(F, N"") = H'(F, N'"") de sorte que

Hl(F,NnT) ~ Hl(F7Nlnr)

\/

H'(F,G™)

commute.

Notons w’ € W’ I'image de gF(g)~! par N — W’. Alors n — gnF(g)~! induit
une application W — W', v — guF(g)~" = (qug~")w. Cette application passe au
quotient et induit une bijection W/W“ =5 W /W', en effet si v; = vy0° avec
vi,va € Wet 00 € WO, (guig~Dw = (guan’g Hw = [(guag™Hw](w g g w)

et comme gvg~! € W’® qui est normal dans W/, (w™tgug~tw) € W'e. Cette
application passe aux cocycles continus et induit une bijection

HY(F,W/W*) 5 H'(F,W' /W)
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qui est indépendante du choix de g, et on a par construction le diagramme commutatif
suivant

Hl(F,Nnr) ~ Hl(F,N/mA)

l i

H'(F,W/W*®) —== H'(F,W' /W)

On vient donc de construire un isomorphisme, valable pour tout tore maximal
non-ramifié¢ T/,
H'(F,G"") ~ H'(F,W'/w")
qui vérifie grace au lemme [A20.2] la proposition suivante

A.0.3. Proposition. On a une bijection H'(F,G"") 5 HY(F, W' /W'®) rendant le
diagramme commutatif suivant

Hl(F,NmT) HI(F,GnT)

\iw

HY(F,W' /W)

Le résultat précédent étant valable pour tout tore non-ramifié, et pour éviter la
multiplication des ’ dans les formules, on ne suppose plus que T est maximalement
déployé. Expliquons le lien entre I'isomorphisme H'(F,G"") ~ H'(F,W /W) et
lisomorphisme de Kottwitz. Notons X = X, (T). L’évaluation en w, un élément de
F de valuation 1, permet d’identifier A € X avec 'opérateur ty € W de translation
par \. Notons X% := X N W et X := X/X®. Alors I'application X — W, Xty
induit un isomorphisme X = W /W¢.

A.0.4. Lemme ([DR0O9] Corollaire 2.4.2). On a un isomorphisme
[X/(1 = 0)X]por — H'(F,W/W*)
ot la notation [|or désigne les éléments de torsion.
D’aprés la section 2.5 de [DR09], on peut identifier X = Hom(Z(G),C*) par

restriction des caractéres. De plus X /(1 —9)X = Hom(Z((AS‘r)g7 C*) et les éléments

de X /(1 —9)X s’annulant sur la composante identité de Z(G)? sont exactement
les éléments de torsion. D’ot1 une identification

[X/(1 = 9) X]por = Iiemo (Z(G)7)].

Nous retrouvons la forme usuelle de 'isomorphisme de Kottwitz.

ANNEXE B. QUELQUES ISOMORPHISMES SUR LES TORES ET LEURS DUAUX

Dans cette section tous les groupes sont définis sur k. Nous rappelons quelques
isomorphismes sur les tores sur k& qui nous sont utiles dans cet article. Nous suivons
pour cela [CE04] section 8.2.

Soit T un tore sur k et notons X (T) ses caractéres et Y (T) ses co-caractéres.

On fixe un systéme compatible de racines de l'unité : ¢ : (Q/Z), — ket
1 (Q/Z2)y — Q, et I'on note

_ X —X
k=101t kT Q.
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Posons également D = (Q/Z),,. L’application ¢ permet de définir un isomorphisme
Y(M&z,D — T
n@a = 1))

Via cet isomorphisme TF peut étre décrit comme le noyau de ’endomorphisme F — 1
de Y(T) X7, D

(1) 1—T —Y(Me,D 3 yv(TMe,D — 1.
Le lemme du serpent appliqué a
1
TF
0 Y(T) Y(T)®zQy —Y(T)®z D ——0
F—1 F—1 iFl
0 Y(T) Y(T)®2,Qy —=Y(T)®z D ——=0

donne un isomorphisme entre T' et le conoyau de (F —1) sur Y(T). De fagon plus
explicite, si d est un entier tel que F? se déploie, alors en posant ¢ = ¢(1/(g? — 1))
on a
1—yMm S ym STt
ot Ni(n) = Neae(n(¢))-
En appliquant le foncteur Hom(-, D) a on obtient également la suite exacte

1— X(T) = X(T) 23 r(TF) — 1

ol Res est la restriction de T a TF (composée avec k).

Prenons maintenant G un groupe réductif connexe sur k et T un k-tore maximal
de G. Nous pouvons alors leur associer une donnée radicielle (X,Y, ¢, ¢"). L’endo-
morphisme de Frobenius F agit sur 'ensemble des sous-groupes connexes unipotents
1-dimensionnels de G qui sont normalisés par T et donc induit une permutation f
de ¢ définie par F'(X,) = X, pour o € X. Nous avons également une action de F
sur X et sa transposé, notée FY, agit sur Y. On obtient alors des données

F:X =X, F:Y =Y, q:0—{p"}nen, f:100— &

F(fo) = g(@)a, F(a") =q(a)(fa)’, a €
Réciproquement, si G définit une donnée radicielle (X, Y, ¢, ¢") alors n’importe quel
quadruplet (F,FY, f, q) vérifiant les conditions précédentes peut étre réalisé par une
isogénie F: G — G.
Prenons maintenant G* un dual de G (autour des tores T* et T). Alors (FV,F, f~1, go
f71) définit un quadruplet qui est réalisé par une isogénie F* : G* — G*. Nous
dirons alors que (G, F) et (G*,F*) sont en dualités sur k.
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La discussion précédente montre que ’on a un isomorphisme

(THF 5 I(TH)
5 — 0
ou 6 et s sont reliés par la relation (quel que soit n € Y(T) = X(T%))

O(Nease(n(¢))) = r(n(s)).
Cette bijection est donnée & partir d’'un choix des tores T et T* mais peut devenir
indépendant du choix du tore de la fagon suivante

B.0.1. Proposition ([CE04] Proposition 8.21). L’application précédente fournit une
bijection entre les classes de G -conjugaison de paires (T,0), ou 6 € Irr(TF), et les
classes de (G*)F -conjugaison de paires (T, s), ot s € (T*)"".

Notons que 'on peut réinterpréter cette bijection de la fagon suivante. Fixons S
et S* deux tores maximaux F-stables en dualités sur k, qui serviront de tores de
référence. Prenons une paire (T, ). Il existe alors g € G tel que T =9S. Comme T
et S sont F-stables, I’élément g~ 'Fg normalise S et I'on note w son image dans W.
Définissons également 6, := g~ 0 € Trr(S“F). La paire (w, 6,,) est bien définie a F-
conjugaison prés et sa classe de F-conjugaison caractérise la classe de GF—conjugaison
de (T,6).

Soit t, € (S*)“F" image de 6,, par la bijection Irr(S“F) = (§*)*“F". Identifions
W au groupe de Weyl de G* relatif & S*. Prenons maintenant g* € G* tel que
(g*)~'F(g*) soit un relévement de w (g* existe bien par surjectivité de 'application
de Lang). Définissons (T*,s) par (T*,s) := (9" S*, Ad(g*)(tw)). Alors la classe de
conjugaison de la paire (T™,s) est celle en dualité avec la classe de (T,0) comme
dans la proposition [B.0.1]
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