MMO022 Mathématiques 2011-12

Géométrie différentielle — Corrigé de la feuille 7 : produit
extérieur, formes différentielles.

Exercice 1 (Premiers pas). Soit un espace vectoriel E* de dimension 1, 2 ou 3, muni d’une
base (e;). Donner la dimension de A¥E* et sa base déduite de la base (e;). Expliquer comment
on calcule le produit extérieur dans ces bases.

Corrigé. Notons n la dimension de E et (f;) la base duale de (e;). Une base de A¥E* est alors

donnée par la famille (f;) indexée par les parties I a k éléments dans {1,...,n} données par
Jr="Fia Nfia Ao A figs
ott I = {iy,...,ix} et iy < ... <. L’espace vectoriel A¥E* a donc pour dimension le coefficient

binomial (7). En particulier, pour k > n, A¥E* = {0}. On déduit facilement les cas particuliers
suivants.

SidimE =1, AE* =R et A'E* = E* est de dimension 1 et engendré par fi.

Si dimE = 2, A"E* = R, A'E* = E* est de dimension 2 engendré par (f1, f2) et A2E* est
de dimension 1 engendré par fi A fa.

SidimE = 3, A"E* = R, A'E* = E* est de dimension 3 engendré par (f1, f2, f3), A2E* est
de dimension 3 engendré par (fi A fa, f2 A f3, f1 A f3) et ASE* est de dimension 1 engendré par
JinNfa A fs.

Pour calculer des produits extérieurs dans ces bases, il suffit (par linéarité) de savoir calculer
les produits extérieurs des éléments des bases, ce qui est immédiat si I’on se souvient du fait que
si I, I’ sont des formes linéaires, [ Al' = —I’ Al et en particulier [ Al = 0.

Ainsi par exemple, fo A (fi A f3) = —fi A fa A fs.

Exercice 2 (Famille libre et produit extérieur). Montrer qu'une famille de formes linéaires

(I1,...,1) est libre si et seulement si I3 A ... Al # 0. Montrer que z1,. ..,z sont linéairement
dépendants si et seulement si a(z1,...,z;) = 0 pour toute forme alternée o de degré k.
Corrigé. Rappelons le fait suivant : si wi,...w, sont des formes linéaires et wuy,...,u, des

vecteurs, alors
w1 A AN wp(u, e up) = det((wiwy)) jeqa,...p))-
Soient (e1,...,ey,) une base et (fi,..., f,) sa base duale.

La famille (I1,--- ,lg) est libre si et seulement si la matrice k x n dont les lignes représentent
les [; dans la base (e;) est de rang k, c’est a dire si et seulement si cette matrice admet un mineur
d’ordre k£ non nul, autrement dit ss’il existe une partie I de {1,...,n} de cardinal k telle que
det((li(ej)ieq1,..k},jer)) # 0. Le rappel fait plus haut montre que cette condition est équivalente
aly A Nl #0.

De maniere analogue, la famille (x1,...,x%) est liée ssi tous les mineurs d’ordre k de la
matrice représentant les x; en colonne sont nuls. Par le fait rappelé plus haut, cela signifie que
pour toute partie I de {1,...,n}, de cardinal k, on a f;(z1,...,z;) = 0. Comme les f; forment
une base de AFE*, c’est équivalent & dire que a(zy,...,x) = 0 pour tout a € NEE*.

Exercice 3. Soient «, 5 des 2-formes alternées sur un espace vectoriel F et X1, Xo, X3, X4 € E.
Exprimer oA 5(X1, X2, X3, X4) en fonction des valeurs de « et § sur chaque couple de vecteurs.

Corrigé. D’apres le cours,
aAB(X1, Xy, X3, Xa) = > (o)l Xoq1), Xo@)B(Xo(m), Xo)-
0e6(2,2)

On dénombre les (2'52) = 6 éléments de &(2,2) puis on calcule leur signatures. En utilisant
I’antisymétrie de o et 3, on peut regrouper certains termes. On trouve

a A B(X1, Xo, X3, Xy) = a(X1, X2)B(X3, X4) — 4a(X1, X3) (X2, X4) + a( X3, X4) (X1, X2)



Exercice 4 (Formes décomposables). Une forme de A¥ E* est dite décomposable si elle est produit
de k formes de degré 1. On note n la dimension de E.

a) Constater que les formes de degré 1 et n sont décomposables.

b) Montrer que les formes de degré n — 1 sont décomposables (étant donné oo € A" 1E* on
pourra considérer une base du noyau de l’application R, de E* dans A" E* qui a £ associe { A «).

c) Si 41,0, 03,04 sont des formes linéaires de degré 1 linéairement indépendantes, montrer
que o = {1 A lg + 3 A\ £y n’est pas décomposable (considérer a A «).

d) L’annulateur d’une forme oo € AE* est le sous-espace {¢ € E*/ { A a = 0}. Montrer que
si a est non-nulle la dimension de son annulateur est inférieure au degré de k avec égalité si et
seulement si « est décomposable.

Corrigé. (a) Les formes de degré 1 sont évidemment décomposables. Les formes de degré n
sont toutes des multiples de fi A ... A f, et sont donc également décomposables.

(b) Soit o une n — 1-forme alternée. Comme suggéré par I’énoncé, on considere 'application
linéaire R, : E* — A"E* £ — £ A\ a. Comme A"E* est de dimension 1, R, est soit nulle, soit
de rang 1, son noyau est donc de dimension n ou n — 1. Soit (hq,...,h,—1) une famille libre &
n — 1 éléments appartenant au noyau de R,. Complétons-la en une base de F en y ajoutant un
élément h,, € E.

Ecrivons maintenant « dans la base constituée des (hr) ou I est une partie de {1,...,n} a
n — 1 éléments :
o = Z Oé]h[.
|[I|=n—1

Remarquons que si i € I, h; A hy =0, ce qui implique que pour tout : <n —1:

0= Ruy(hi) = Z arh; AN hy = ia{lw,n}\{i}hl A oA hy.
|[I|=n—1

Par conséquent tous les coefficients ay; . 1\ (5} s’annulent pour ¢ < n — 1. On en déduit que «
est un multiple (éventuellement nul) de hy A ... A h,—1 et donc que « est décomposable.
(¢) On vérifie aisément que

aNa=20 Ny Nl3 N\ Ly

Comme les formes linéaires sont linéairement indépendantes, ’exercice 2 nous donne a A o # 0.
Or si « était décomposable, on aurait nécessairement a A a = 0.

(d) On raisonne comme dans la question (b) : on se donne une base (hy,...,h;) de 'annu-
lateur de a, que l'on compléte en une base (hi, ..., h,) de E, puis on décompose o dans la base
de AFE* associée : a = Z|I|=k arhr. Pour tout i € {1,...,p},

0="h; A\« Z arhi Nhy = Z arhi A hy.
|T|=k |T|=k,i¢I

Les coefficients o ne faisant pas apparaitre ¢ sont donc nuls. Autrement dit tous les termes
composants o font apparaitre i, ceci pour tout ¢ € {1,...,p}. On peut donc mettre by A...Ah,
en facteur dans 'écriture de o qui s’écrit donc : « = hy A... Ahy A3, 00 8 € NE—PE*,

En particulier, on remarque que k > p et que 1’égalité est atteinte seulement lorsque « est
décomposable.

Exercice 5 (Formes de degré 2). Etant donné une base ¢ = (¢;);=1..., de E* et un entier k tel
que 2k < n, on définit wy g = 1 ANlo + ... + log_1 N Loy

a) Soit (e;) la base duale de (¢;). Donner la matrice de wy ¢ dans la base (e;).

b) Calculer les puissances extérieures k-ieme et (k + 1)-ieme de wy, 4.

Soit une forme w de degré 2. On se propose de montrer qu’il existe un unique entier k et une
base (¢;) tels que w = wy ¢. Soit B, I'application £ — E* qui a x associe w(z,-).



c) Quel est le rang de B, , 7

On dit qu’'un sous-espace F' de E est w-symplectique si la restriction de w a F' est non-
dégénérée, c’est a dire que pour tout x € F non nul il existe y € F' tel que w(z,y) # 0.

d) Montrer qu’un supplémentaire du noyau de B, est symplectique.

e) On suppose w non-dégénérée. Montrer que si F' C E est symplectique, alors
Flte = {z c E/ w(z,y) =0, Yy € F}

est symplectique et est en somme directe avec F'.
f) Montrer que w = wy, ¢ avec k et (¢;) convenablement choisis.
g) Montrer que w est décomposable ssi k = 1.

Corrigé. (a) Il est facile de vérifier que lo5_1 A lai(e;,€;) vaut 1 si (4,5) = (2k — 1,2k), —1 si
(,7) = (2k,2k —1) et 0 sinon. Par conséquent, la matrice de wy, ¢, qui rappelons-le est la matrice
Ao = (wre(ei, €5))ij, est la matrice dont tous les coefficients sont nuls exceptés k blocs 2 x 2
diagonaux comme suit :

0 1
-1 0 0
0 1
A = -1 0
0
0

0

(b) Cette question généralise le calcul fait dans la question (c) de l’exercice 4. On obtient de
maniere analogue
Wil = KL A LA Ly

et donc wg(fﬂ) =0.

(c) Par définition la matrice de B,, dans les bases (e;) et (£;) est exactement la matrice de w
dans la base (e;). Le rang de Bwk’ , est donc celui de sa matrice Ay, ¢ soit 2k.

(d) Soit V' un supplémentaire du noyau de w. Soit € V, x non nul. Comme x n’est pas
dans le noyau de B,, il existe un élément y € E tel que w(x,y) # 0. Un tel y s’écrit de maniére
unique y = u + v, olt u € ker(b,) et v € V. Alors

w(z,v) = w(z,y) - wz,u) = wz,y) # 0,

et on a bien prouvé que la restriction de w a V' est non dégénérée.

(e) Commencons par prouver que la somme est directe. Si € F N F+¥  alors w(x,y) = 0
pour tout y dans F. Comme F est symplectique, un tel z doit étre nul. La somme est donc
directe.

Montrons mieux : F et F“ sont supplémentaires. Pour cela, montrons que la somme de leur
dimensions vaut n. Considérons 'application C : E — F*, telle que C(z) est la forme linéaire
y — w(x,y) (remarquer que C ne differe de B,, que par son espace d’arrivée). Le noyau de C est
clairement F. Par ailleurs, le fait que F' soit symplectique implique que la restriction de C &
F' est injective. La restriction de C' a F' est donc isomorphisme (car dim(F') = dim(F™)) et en
particulier C est surjective. Le théoreme de rang appliqué a C nous donne dim ker C+dimim C' =
n et donc dim(F*¥) + dim(F) = n.

Il reste & montrer que F+ est symplectique. Soit z € F¥, non nul. Comme w est non
dégénérée, il existe un vecteur y € E pour lequel w(x,y) # 0. Par ailleurs, y se décompose sous
la forme y = u+v, u € F, v € F. On a alors,

w(z,v) =w(x,y) —w(z,u) =w(z,y) #0.



La restriction de w & F1“ est donc non dégénérée.

(f) Etudions d’abord le cas ot w est non dégénérée E. On peut alors construire un sous-
espace symplectique de dimension 2 de la fagon suivante. Soit e; un vecteur non nul. Alors, il
existe un vecteur es tel que w(eq,es) # 0. Quitte & multiplier e par un scalaire, on peut méme
supposer que w(eg,e2) = 1. Comme w est antisymétrique, e; et ez ne sont pas colinéaires et la
matrice de w restreint & Vect(ey, e2), dans la base (e, e2) est

(o)

Le sous espace Vect(ep,e2) est donc symplectique et il en est de méme de son orthogonal
Vect(el, eg)l“’.

On peut donc effectuer a nouveau cette construction et construire un nouveau sous-espace
analogue Vect(es,es) inclus dans Vect(eg,e2)™®. En itérant le procédé on construit ainsi une
base (e;) dans laquelle la matrice de w est

0 1
-1 0 0
0 0 1

-1 0

Traitons enfin le cas général. On fixe un supplémentaire V' du noyau de B,,. La restriction
de w & V est non dégénérée et on peut appliquer la construction précédente et obtenir une base
(e1,...,e9;) de V. En la complétant avec une base de ker B,,, on obtient une base de E dans
laquelle la matrice de w est Ay ¢. Autrement dit, dans cette base, w = wy .

(g) Si k=1, il est clair que w est décomposable. Sinon, d’apres la question (b), w"¥ # 0, ce
qui ne peut pas arriver si w est décomposable.

Exercice 6 (Sur la sphére). Rappelons que 'on définit sur la sphére par projection stéréogra-
phique deux systémes de coordonnées (Uy = S?\ {N},zn,yn) et (Us = S?\ {S},zs,ys). L'on

a

(N, YN)

(xs,ys) = avec pn = % + Y-

a) Exprimer dzg, dys, dxs A dys en fonction de dxy, dyy et dey A dyn.

b) Décrire les formes différentielles de la sphere a I’aide des reperes (1,dzg,dys, dzs A dys)
et (1, dxn,dyn,dzy N dyN) de AT*S?

c¢) Vérifier que la deux-forme w donnée sur Ug et Uy par

dry N dyn
(1+pn)?"

. dxgs A dys

wloy = — wlug = T+ p9)?

est bien définie sur la sphere.

Corrigé. (a) Rappelons que par définition des coordonnées x1,...,x, sur un ouvert U d’une
variété différentiable M sont des fonctions définies sur U et a valeurs dans R telles que l'appli-
cation  — (x1(x),...,x,(x)), U — R™ est un difféfomorphisme sur son image (autrement dit
une carte). Alors, en tout point x € U, la famille des différentielles (dx;(x),...,dz,(z)) forme
une base de ’espace cotangent T M.
Calculer dxg revient a appliquer les formules de différentiation de fonctions composées. On
x

axrs = p—x donc

drs = —5(pndry —2NdpyN)
PN

= pT((yJQV — 2%)dzy — 2zNyndyy).
N



De maniere analogue,
1
dys = pT((fL’%V - ?JJQV)d$N —2zNyndrN).
N
Pour calculer dxg Adyg, on remplace dzg et dyg par les formules ci-dessus puis on développe.
On utilise ensuite les identités dxy ANdzy = 0, dyn Adyy = 0 et dey Adyy = —dyny ANdxy. On
obtient

-1 2 2

drs Ndys = pT((l"N —y%)? + dayyn)dzy A dyn
N
-1
PN

(b) Les 0-formes sont simplement les fonctions (lisses bien-sir) sur la sphere.
Une 1-forme « de la sphére est la donnée de fonctions fg,gs : Us — R et fy,gn : Uy = R
telle que

alyg = fsdrs + gsdys,
alyy = fnden + gndyn

et telle que sur l'intersection Ug N U,, on ait, d’apres les formules obtenues en (a),

2

{ fs(x — o) — 29szNyn = fnpy
gs(xx — yx) — 2fsTNyN = gNpR

De manieére similaire, se donner une 2-forme  sur la sphere revient a se donner deux fonctions
hg :Us = R et hy — R telles que

Blus = hsdxs A dys et Bluy = hydry A dyn
et telles que sur 'intersection Ug N Uy, on ait
hs = —pihn.

(c) D’apres la description donnée dans la question précédente, il suffit de prouver que

4 , -4

T+ps)? N+ pw?

ce qui se vérifie aisément, étant donné que pg = [%N.

Exercice 7 (Formes invariantes sur la sphére). Déterminer la dimension du sous-espace de
AFT*S? composé des formes invariantes par rotation. En degré 2, on pourra considérer la forme
définie par

(Y, Z) = det(z,Y, Z)

pour tout x € S? et Y, Z € T,S?.

Corrigé. Rappelons que I’ensemble des rotations de R? agit de maniere transitive sur la sphere :
pour tout couple de points (x,y) de la sphere, il existe une rotation envoyant x sur y. Ainsi,
une fonction sur la spheére invariante par rotation est nécessairement constante. L’espace des
O-formes (i.e., '’espace des fonctions) invariantes est donc de dimension 1.

Considérons a présent I'espace des 1-formes invariantes par rotations, autrement dit I’espace
des 1-formes « telles que pour toute rotation R de R?, on ait R*a = a. Nous allons montrer
qu'une telle forme est forcément nulle. Soit P un point de la spheére. Considérons la projection
stéréographique ¢ : S?\{—P} — R? construite & partir du point —P antipode de P, de sorte que
¢(P) = 0. Considérons la rotation particuliere R d’angle 7 et d’axe dirigé par P. L’hypothese
R*a = « transportée par ¢ donne (¢ 1)*R*a = (¢~1)*a. En notant 8 = (¢~ !)*a et g =



¢ o Ro¢™ !, on obtient ¢g*3 = B. Remarquons que g n’est rien d’autre que Iapplication x —
—x,R? — R2. Par conséquent, —3(—2z) = B(x) et en particulier, 3(0) = 0. Ceci implique par
construction a(P) = 0.

Considérons enfin le cas des 2-formes invariantes par rotations. L’énoncé suggere de considérer
dans un premier temps la forme o donnée par

(Y, Z) = det(z,Y, Z).

Il s’agit bien d’une 2-forme puisque que pour tout x, ., est alternée et que o dépend de maniere
lisse de z. De plus, « est invariante par rotation : si R est une rotation de R3, son application
linéaire tangente en tout point z est T, R = R donc

(Rra).(Y, Z) = ap)(Te R(Y), T, R(Z)) = det(R(z), R(Y'), R(Z))
= det(R) det(z,Y, Z) = o, (Y, Z).

Comme « ne s’annule en aucun point de la sphere, tout 2-forme 3 de la sphere s’écrit comme
le produit de v par une fonction f (qui est lisse mais c’est inutile ici). Si § est invariante par
rotation, on peut écrire

(foeR)a=(feR)R'a= RS =0= fa,

ce qui montre que f est invariante par rotation donc constante. L’ensemble des deux formes
invariantes par rotation n’est donc constitué que des multiples de « et est donc de dimension 1.

Exercice 8 (Forme angulaire). Vérifier que la forme o de R? \ {0}
xdy — ydz
O=""35__2
T4 +y
est fermée. Déterminer I'image réciproque p*a ot ¢ est 'application de R dans R?
6 € R — (cosf,sinf) € R?
Montrer que « n’est pas exacte.

Corrigé. Vérifions que « est fermée :
x Y
doo=d <x2 +y2> ANdy —d <x2 +y2) Adzx.

T 1 9 9
d<$2+y2> = (x2+y2)2((y —x%)dz — 2zy dy),

La formule

donne ensuite ) ) ) )
—x°+y -y +z

dr Ndy — ———
gdr N\ ady (22 + 42)2

do = — 9
T @ty

dy ANdz =0,

et a est donc bien fermée.
Calculons maintenant le pull back de a par ¢. Pour cela, remarquons que

(¢*dx)o(§) = dry(g) (dpe(£)) = — sin(0)¢.

Autrement dit, en écrivant df pour la forme linéaire canonique sur R donnée par £ +— &, on a
¢*dr = —sin(f) df. De méme, ¢*dy = cos(6) df. Nous pouvons a présent effectuer notre calcul :

5 a(0) = cos 0(cos 6?)d29 — sir.l (92(— sin 0)do _
cos® § + sin” 6
Raisonnons par ’absurde et supposons « exacte. Alors, il existe une fonction lisse f :
R2\{0} — R telle que o = df. Alors, df = ¢*a = ¢*(df) = d(¢*f) = d(f o ¢). Autrement
dit, application, f o ¢ est de dérivée partout 1. Mais par ailleurs, comme ¢ est 2w-périodique,
il doit en étre de méme de f o ¢. Il y a donc une contradiction : une fonction de R strictement
croissante ne peut pas étre périodique.

de.



Exercice 9 (Forme volume de la sphére). On note X = x0, + y0y + 20, le champ d’Euler de
R3, w la forme volume dx A dy A dz de R? et i le plongement de S? dans R3.

a) Montrer que X, w et § = txw sont invariants par rotation.

b) Vérifier que la restriction & S? de 3 est une forme volume.

¢) Comparer i*f3 avec la forme w de I'exercice B. On rappelle que

2vs  2ys 1—ps>

. —1
70 xg, — (X,Y,2) = ’ ’
ps +(xs,ys) = (2,9, 2) (1+ps L+ps 1+ps

ou (Us,ps,R?) est la carte de S? obtenue par projection stéréographique par rapport au pole
sud.

Corrigé. (a) Une rotation R étant linéaire, son application linéaire tangente vérifie en tout
point T, R = R, ot l'on a identifié R? avec T,R3. Sous la méme identification, X (r) = x. Par
conséquent, R, X (z) = R(X(R'(z)) = R(R"(z)) =z = X(x).

Rappelons que la 3-forme dx Ady Adz n’est rien d’autre que 'application déterminant. Ainsi,

R*(dx Ndy N dz)(u,v,w) = det(R(u), R(v), R(w)) = det Rdet(u,v,w) = dx A dy A dz(u,v,w),

car det(R) = 1.

Enfin, on vérifie aisément en revenant aux définitions que R*(txw) = tp-1y(R*w). Comme
X et w sont R-invariants, on en déduit que S 'est également.

(b) La forme 8 n’est rien d’autre que la forme « de 'exercice 7 dont il est clair qu’elle ne
s’annule pas et est donc une forme volume.

(c) La difficulté principale de cette question consiste a se débarasser de la confusion in-
duite par les abus de notation! (abus néanmoins courants et auquels il est donc nécessaire de
s’habituer). En effet, ici, zg et yg sont tout simplement des réels auquels on applique I’appli-
cation 7 o pgl. En revanche, dans ’exercice 6, ce sont des applications Ug — R. Pour éviter les
confusions, le mieux est de noter ¢ o pgl plutot sous la forme

2u 2v 1— (u®+ 112)>

-
: -
tops i (wv) (1+u2—|—02’1+u2—|—v2’ 1+ u? + v?

Ainsi par exemple zg o pg' (u,v) = u donc du = (pg')*drs.

- _ gdzsNdys . . NERT] . —1\xg __ du/Ndv
On veut montrer que i*3|y, = (Tipg)s Ce qui revient a dire (i opg”)*f = 4m

Il ne reste alors qu’un calcul un peu fastidieux mais facile : en posant g = iopgl, on commence

par calculer I'application linéaire tangente 7{, g, puis on évalue g* a I'aide du fait que 3 est
la forme a de ’exercice 7.

Exercice 10 (Formes homogénes). Soit U = R™ \ {0} et H; I'homothétie de rapport ¢ de R™.
Une forme a € QF(U) est dite homogene de degré p si

Hia=t’a

pour tout ¢t > 0.
a) Exprimer I’homogénéité de a € QF(U) en fonction de ses coefficients dans la base des
(dzr)rep((1,.n))-
b) Soit X = > x'0,: le champ de vecteurs d’Euler. Montrer qu'une forme « est homogene
de degré p ssi
Lxa = pa.

Corrigé. (a) On vérifie facilement que si I est de cardinal k, dz; est homogene de degré k. Si
I’on décompose « sous la forme
a= Z ardzy,

\1|=k



on peut alors écrire pour tout ¢ > 0,

Hia=1t" " (or o Hy)dx;.
|I|=k

La forme « sera donc homogene de degré p si toutes les fonctions coeffcients oy sont homogenes
de degré p — k.

(b) Rappelons que le flot du champ de Liouville au temps ¢ est H.:. Par conséquent,
4 (HYa) = HYLxa.

Or, si a est homogene de degré p alors %(H:ta) = %(etpa) = pePla. A t = 0, on obtient la
formule voulue.

Réciproquement, si la formule d’Euler est vérifiée on voit que H}, v est solution du probleme
de Cauchy

A=pA, A0)=a,

défini sur I'espace des k-formes. On en déduit I'expression H;or = exp(pt)ca, comme souhaité.

Exercice 11 (Coordonnées polaires). Considérons I'application ¢ de RT x R dans R? définie
par p(p,t) = (pcost, psint).

a) Soit I un intervalle ouvert de longueur plus petite que 2w. Montrer que ¢ induit un
difféomorphisme ¢; de R* x I sur p(R* x I).

b) Soit le systéme de coordonnées (r,0) sur o(R* x I) tel que ¢, = (r,6). Montrer que les
formes dr et df s’étendent & R? \ {Og2} en des formes indépendantes de 1.

Corrigé. (a) L’application ¢y est un difféomorphisme sur son image car d’une part, elle est
injective (I est de longueur plus petite que 27) et d’autre part, sa différentielle est en tout point
inversible, de sorte que le théoreme d’inversion locale peut étre appliqué.

(b) Pour chaque I, on note ag, 51 les formes dr et df obtenues a partir de ;. On souhaite
définir des formes «,3 sur R?\{0} qui coincide avec ay, 3 sur chaque o(RT x I). Pour cela il
suffit de vérifier que les ag, 8 coincident avec ary, 8 sur toute intersection o(R* x I)Np(RT x J).

En notant (p,t) les coordonnées sur RT x R, on a dp = pjda; = ¢hday et dt = p}dfr =
©4dBy. Comme @g o (ps)~! =1d, on en déduit bien que a; et oy coincident. De méme pour 37
et 8.

Exercice 12 (Formes différentielles et quotient). Soit M le quotient d’une variété N par l’action
propre et libre d’'un groupe discret. On note p la projection de N sur M. Montrer que

p* Q% (M) — Q*(N)
est injective et décrire son image. En application décrire les formes différentielles du tore.

Corrigé. Rappelons que p* est linéaire et qu’il est donc suffisant de montrer que son noyau est
trivial. Par ailleurs, on sait que p* préserve le degré et qu’il suffit donc d’étudier pour chaque
degré k, application p* : QF(M) — QF(N).

L’injectivité de p* va résulter du fait que p est une submersion surjective. Supposons p*a = 0
et solent y € M, hi,..., hy € T,M. Montrons que a(y)(h1,...,h;) = 0. Comme p est surjective,
il existe un point € N tel que p(z) = y. Comme p est une submersion, il existe des vecteurs
&1, ..., & tels que pour tout indice i, h; = Typ(&;). Alors,

a(y)(h, ..., ) = a(p(z))(Tep(h1), . .., Tup(hy)) = p*a(z) (&1, ..., ) = 0.

Montrons a présent que l'image de p* est constituée des formes invariantes par l'action du
groupe G (Remarquer que dans le cas des O-formes, c’est a dire des fonctions, ce fait est bien
connu). Pour tout g € G, on note f, le difféomorphisme z — ¢ - x.



Soit ar une k-forme sur M. Montrons que p*« est invariante. Soit donc g € G. Rappelons que
po fg = p (un point et son image par f, sont dans la méme classe d’équivalence). Par conséquent,

fy(p*a) = (po fy)'a=p"a,

et p*a est bien invariante.

Soit B une forme invariante par G, c’est a dire telle que pour tout g € G, f;8 = 3. Construi-
sons lui un antécédent par p*. Soient y € M, hy,...,h; € T, M. Choisissons un antécédent x
de y par p et des antécédents &1,...,&; de hy,..., hy par T,p (ceux-ci sont uniques car T,p est
bijective). On pose alors

a(y)(he,....hy) = B(@) (- &) = B@)(Top™ ' (m), ..., Tup™ " ()

Cette définition ne dépend pas du choix de x : en effet, si 2’ est un autre antécédent de y, il
existe un élément g € G tel que 2’ = g - = et 1'égalité

BN (Twp™ (M), ..., Twp™ (i) = B(x)(Tep™ (ha), .., Tep ™ (hi))

résulte alors de I'invariance de (3. Il est clair que la forme « ainsi définie vérifie p*a = .
On déduit des résultats précédents que les formes différentielles du tore s’identifient aux
formes différentielles de R™ invariantes par translation entiere.

Exercice 13 (Formes différentielles de l’espace projectif). Soit p la projection de R™*1\ {0}

sur 'espace projectif P"(R). Montrer que p* est injective et que son image est 'ensemble des
formes o de R\ {0} telle que

txa =0, p e =a, VA € R*
ol X est le champ d’Euler et @) 'homothétie de rapport A.

Corrigé. L’injectivité de p* se prouve comme dans ’exercice précédent, en remarquant que p
est une submersion surjective. Pour vérifier que p est une submersion, il suffit de I’exprimer dans
les cartes usuelles du projectif.

Vérifions que si § est une k-forme sur le projectif, alors p*3 satisfait aux deux conditions de
I'énoncé. D’abord, comme p o ¢y = p, on a, @} (p*B) = (po ¢a)*S = p*B. Ensuite, remarquons
que

ex (p*B) (@) (&2 - -5 &) = B(p(2))(Tep(X (2)), Tap(&o, - -, Tup(&k))-

Or, comme le flot de X au temps t est donnée par ¢.t, on a

Lp(X (2)) = (0o 0ur())lemo = o (pla))]ico = 0.

dt
Donc vx(p*) = 0.

FEtudions a présent la réciproque : on suppose qu’'une k-forme « sur R" vérifie les deux condi-
tions et on construit un antécédent 5 comme suit. Soient y un point du projectif et hq,..., hy
des vecteurs tangents en y. Choisissons un antécédent x de y par p et des antécédents &1, ..., &
de hi,...,hg par Typ. On pose alors S(y)(hi,...,hi) = a(z)(&,...,&). Cette définition de
dépend pas du choix des vecteurs tangents ;. En effet, si £ est un autre choix, alors & —¢; €
ker T,;p = Vect(X (x)) et il existe donc des réels ay, ..., aj tels que

a(z) (€, &) = @) (b1 + e X (@), .., & + ap X (2)) = )&, - - -, &)

La derniere égalité est obtenue en développant (k-linéarité de «) et en utilisant la condition
txa = 0 qui élimine tous les termes sauf un. Enfin, cette définition de dépend pas du choix de
2 : un autre choix 2’ serait colinéaire & x et cela résulterait de I'invariance de a par homothétie.



