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Géométrie différentielle – Corrigé de la feuille 7 : produit
extérieur, formes différentielles.

Exercice 1 (Premiers pas). Soit un espace vectoriel E∗ de dimension 1, 2 ou 3, muni d’une
base (ei). Donner la dimension de ∧kE∗ et sa base déduite de la base (ei). Expliquer comment
on calcule le produit extérieur dans ces bases.

Corrigé. Notons n la dimension de E et (fi) la base duale de (ei). Une base de ∧kE∗ est alors
donnée par la famille (fI) indexée par les parties I à k éléments dans {1, . . . , n} données par

fI = fi1 ∧ fi2 ∧ . . . ∧ fik ,

où I = {i1, . . . , ik} et i1 < . . . < ik. L’espace vectoriel ∧kE∗ a donc pour dimension le coefficient
binomial

(
n
k

)
. En particulier, pour k > n, ∧kE∗ = {0}. On déduit facilement les cas particuliers

suivants.
Si dimE = 1, ∧0E∗ = R et ∧1E∗ = E∗ est de dimension 1 et engendré par f1.
Si dimE = 2, ∧0E∗ = R, ∧1E∗ = E∗ est de dimension 2 engendré par (f1, f2) et ∧2E∗ est

de dimension 1 engendré par f1 ∧ f2.
Si dimE = 3, ∧0E∗ = R, ∧1E∗ = E∗ est de dimension 3 engendré par (f1, f2, f3), ∧2E∗ est

de dimension 3 engendré par (f1 ∧ f2, f2 ∧ f3, f1 ∧ f3) et ∧3E∗ est de dimension 1 engendré par
f1 ∧ f2 ∧ f3.

Pour calculer des produits extérieurs dans ces bases, il suffit (par linéarité) de savoir calculer
les produits extérieurs des éléments des bases, ce qui est immédiat si l’on se souvient du fait que
si l, l′ sont des formes linéaires, l ∧ l′ = −l′ ∧ l et en particulier l ∧ l = 0.

Ainsi par exemple, f2 ∧ (f1 ∧ f3) = −f1 ∧ f2 ∧ f3.

Exercice 2 (Famille libre et produit extérieur). Montrer qu’une famille de formes linéaires
(l1, . . . , lk) est libre si et seulement si l1 ∧ . . . ∧ lk 6= 0. Montrer que x1, . . . , xk sont linéairement
dépendants si et seulement si α(x1, . . . , xk) = 0 pour toute forme alternée α de degré k.

Corrigé. Rappelons le fait suivant : si w1, . . . wp sont des formes linéaires et u1, . . . , up des
vecteurs, alors

w1 ∧ . . . ∧ wp(u1, . . . , up) = det((wi(uj))i,j∈{1,...,p}).

Soient (e1, . . . , en) une base et (f1, . . . , fn) sa base duale.
La famille (l1, · · · , lk) est libre si et seulement si la matrice k×n dont les lignes représentent

les li dans la base (ei) est de rang k, c’est à dire si et seulement si cette matrice admet un mineur
d’ordre k non nul, autrement dit ss’il existe une partie I de {1, . . . , n} de cardinal k telle que
det((li(ej)i∈{1,...k},j∈I)) 6= 0. Le rappel fait plus haut montre que cette condition est équivalente
à l1 ∧ . . . ∧ lk 6= 0.

De manière analogue, la famille (x1, . . . , xk) est liée ssi tous les mineurs d’ordre k de la
matrice représentant les xi en colonne sont nuls. Par le fait rappelé plus haut, cela signifie que
pour toute partie I de {1, . . . , n}, de cardinal k, on a fI(x1, . . . , xk) = 0. Comme les fI forment
une base de ∧kE∗, c’est équivalent à dire que α(x1, . . . , xk) = 0 pour tout α ∈ ∧kE∗.

Exercice 3. Soient α, β des 2-formes alternées sur un espace vectoriel E et X1, X2, X3, X4 ∈ E.
Exprimer α∧β(X1, X2, X3, X4) en fonction des valeurs de α et β sur chaque couple de vecteurs.

Corrigé. D’après le cours,

α ∧ β(X1, X2, X3, X4) =
∑

σ∈S(2,2)

ε(σ)α(Xσ(1), Xσ(2))β(Xσ(3), Xσ(4)).

On dénombre les
(
2+2
2

)
= 6 éléments de S(2, 2) puis on calcule leur signatures. En utilisant

l’antisymétrie de α et β, on peut regrouper certains termes. On trouve

α ∧ β(X1, X2, X3, X4) = α(X1, X2)β(X3, X4)− 4α(X1, X3)β(X2, X4) + α(X3, X4)β(X1, X2)



Exercice 4 (Formes décomposables). Une forme de ∧kE∗ est dite décomposable si elle est produit
de k formes de degré 1. On note n la dimension de E.

a) Constater que les formes de degré 1 et n sont décomposables.
b) Montrer que les formes de degré n− 1 sont décomposables (étant donné α ∈ ∧n−1E∗, on

pourra considérer une base du noyau de l’application Rα de E∗ dans ∧nE∗ qui à ` associe `∧α).
c) Si `1, `2, `3, `4 sont des formes linéaires de degré 1 linéairement indépendantes, montrer

que α = `1 ∧ `2 + `3 ∧ `4 n’est pas décomposable (considérer α ∧ α).
d) L’annulateur d’une forme α ∈ ∧E∗ est le sous-espace {` ∈ E∗/ ` ∧ α = 0}. Montrer que

si α est non-nulle la dimension de son annulateur est inférieure au degré de k avec égalité si et
seulement si α est décomposable.

Corrigé. (a) Les formes de degré 1 sont évidemment décomposables. Les formes de degré n
sont toutes des multiples de f1 ∧ . . . ∧ fn et sont donc également décomposables.

(b) Soit α une n− 1-forme alternée. Comme suggéré par l’énoncé, on considère l’application
linéaire Rα : E∗ → ∧nE∗, ` 7→ ` ∧ α. Comme ∧nE∗ est de dimension 1, Rα est soit nulle, soit
de rang 1, son noyau est donc de dimension n ou n − 1. Soit (h1, . . . , hn−1) une famille libre à
n− 1 éléments appartenant au noyau de Rα. Complétons-la en une base de E en y ajoutant un
élément hn ∈ E.

Ecrivons maintenant α dans la base constituée des (hI) où I est une partie de {1, . . . , n} à
n− 1 éléments :

α =
∑

|I|=n−1

αIhI .

Remarquons que si i ∈ I, hi ∧ hI = 0, ce qui implique que pour tout i ≤ n− 1 :

0 = Rα(hi) =
∑

|I|=n−1

αIhi ∧ hI = ±α{1,...,n}\{i}h1 ∧ . . . ∧ hn.

Par conséquent tous les coefficients α{1,...,n}\{i} s’annulent pour i ≤ n − 1. On en déduit que α
est un multiple (éventuellement nul) de h1 ∧ . . . ∧ hn−1 et donc que α est décomposable.

(c) On vérifie aisément que

α ∧ α = 2`1 ∧ `2 ∧ `3 ∧ `4.

Comme les formes linéaires sont linéairement indépendantes, l’exercice 2 nous donne α∧α 6= 0.
Or si α était décomposable, on aurait nécessairement α ∧ α = 0.

(d) On raisonne comme dans la question (b) : on se donne une base (h1, . . . , hp) de l’annu-
lateur de α, que l’on complète en une base (h1, . . . , hn) de E, puis on décompose α dans la base
de ∧kE∗ associée : α =

∑
|I|=k αIhI . Pour tout i ∈ {1, . . . , p},

0 = hi ∧ α
∑
|I|=k

αIhi ∧ hI =
∑

|I|=k,i/∈I

αIhi ∧ hI .

Les coefficients αI ne faisant pas apparâıtre i sont donc nuls. Autrement dit tous les termes
composants α font apparâıtre i, ceci pour tout i ∈ {1, . . . , p}. On peut donc mettre h1 ∧ . . .∧hp
en facteur dans l’écriture de α qui s’écrit donc : α = h1 ∧ . . . ∧ hp ∧ β, où β ∈ ∧k−pE∗.

En particulier, on remarque que k ≥ p et que l’égalité est atteinte seulement lorsque α est
décomposable.

Exercice 5 (Formes de degré 2). Etant donné une base ` = (`i)i=1,...,n de E∗ et un entier k tel
que 2k 6 n, on définit ωk,` = `1 ∧ `2 + . . .+ `2k−1 ∧ `2k.

a) Soit (ei) la base duale de (`i). Donner la matrice de ωk,` dans la base (ei).
b) Calculer les puissances extérieures k-ième et (k + 1)-ième de ωk,`.
Soit une forme ω de degré 2. On se propose de montrer qu’il existe un unique entier k et une

base (`i) tels que ω = ωk,`. Soit Bω l’application E → E∗ qui à x associe ω(x, ·).



c) Quel est le rang de Bωk,`
?

On dit qu’un sous-espace F de E est ω-symplectique si la restriction de ω à F est non-
dégénérée, c’est à dire que pour tout x ∈ F non nul il existe y ∈ F tel que ω(x, y) 6= 0.

d) Montrer qu’un supplémentaire du noyau de Bω est symplectique.
e) On suppose ω non-dégénérée. Montrer que si F ⊂ E est symplectique, alors

F⊥ω = {x ∈ E/ ω(x, y) = 0, ∀y ∈ F}

est symplectique et est en somme directe avec F .
f) Montrer que ω = ωk,` avec k et (`i) convenablement choisis.
g) Montrer que ω est décomposable ssi k = 1.

Corrigé. (a) Il est facile de vérifier que `2k−1 ∧ `2k(ei, ej) vaut 1 si (i, j) = (2k − 1, 2k), −1 si
(i, j) = (2k, 2k−1) et 0 sinon. Par conséquent, la matrice de ωk,`, qui rappelons-le est la matrice
Ak,` = (ωk,`(ei, ej))i,j , est la matrice dont tous les coefficients sont nuls exceptés k blocs 2 × 2
diagonaux comme suit :

Ak,` =



0 1
−1 0 0

. . .

0 1
−1 0

0

0
. . .

0


.

(b) Cette question généralise le calcul fait dans la question (c) de l’exercice 4. On obtient de
manière analogue

ω∧k
k,` = k! `1 ∧ . . . ∧ `2k

et donc ω
∧(k+1)
k,` = 0.

(c) Par définition la matrice de Bω dans les bases (ei) et (`i) est exactement la matrice de ω
dans la base (ei). Le rang de Bωk,`

est donc celui de sa matrice Ak,` soit 2k.
(d) Soit V un supplémentaire du noyau de ω. Soit x ∈ V , x non nul. Comme x n’est pas

dans le noyau de Bω, il existe un élément y ∈ E tel que ω(x, y) 6= 0. Un tel y s’écrit de manière
unique y = u+ v, où u ∈ ker(bω) et v ∈ V . Alors

ω(x, v) = ω(x, y)− ω(x, u) = ω(x, y) 6= 0,

et on a bien prouvé que la restriction de ω à V est non dégénérée.
(e) Commençons par prouver que la somme est directe. Si x ∈ F ∩ F⊥ω, alors ω(x, y) = 0

pour tout y dans F . Comme F est symplectique, un tel x doit être nul. La somme est donc
directe.

Montrons mieux : F et F⊥ω sont supplémentaires. Pour cela, montrons que la somme de leur
dimensions vaut n. Considérons l’application C : E 7→ F ∗, telle que C(x) est la forme linéaire
y 7→ ω(x, y) (remarquer que C ne diffère de Bω que par son espace d’arrivée). Le noyau de C est
clairement F⊥ω. Par ailleurs, le fait que F soit symplectique implique que la restriction de C à
F est injective. La restriction de C à F est donc isomorphisme (car dim(F ) = dim(F ∗)) et en
particulier C est surjective. Le théorème de rang appliqué à C nous donne dimkerC+dim imC =
n et donc dim(F⊥ω) + dim(F ) = n.

Il reste à montrer que F⊥ω est symplectique. Soit x ∈ F⊥ω, non nul. Comme ω est non
dégénérée, il existe un vecteur y ∈ E pour lequel ω(x, y) 6= 0. Par ailleurs, y se décompose sous
la forme y = u+ v, u ∈ F , v ∈ F⊥ω. On a alors,

ω(x, v) = ω(x, y)− ω(x, u) = ω(x, y) 6= 0.



La restriction de ω à F⊥ω est donc non dégénérée.
(f) Etudions d’abord le cas où ω est non dégénérée E. On peut alors construire un sous-

espace symplectique de dimension 2 de la façon suivante. Soit e1 un vecteur non nul. Alors, il
existe un vecteur e2 tel que ω(e1, e2) 6= 0. Quitte à multiplier e2 par un scalaire, on peut même
supposer que ω(e1, e2) = 1. Comme ω est antisymétrique, e1 et e2 ne sont pas colinéaires et la
matrice de ω restreint à Vect(e1, e2), dans la base (e1, e2) est(

0 1
−1 0

)
.

Le sous espace Vect(e1, e2) est donc symplectique et il en est de même de son orthogonal
Vect(e1, e2)

⊥ω.
On peut donc effectuer à nouveau cette construction et construire un nouveau sous-espace

analogue Vect(e3, e4) inclus dans Vect(e1, e2)
⊥ω. En itérant le procédé on construit ainsi une

base (ei) dans laquelle la matrice de ω est
0 1
−1 0 0

. . .

0 0 1
−1 0

 .

Traitons enfin le cas général. On fixe un supplémentaire V du noyau de Bω. La restriction
de ω à V est non dégénérée et on peut appliquer la construction précédente et obtenir une base
(e1, . . . , e2k) de V . En la complétant avec une base de kerBω, on obtient une base de E dans
laquelle la matrice de ω est Ak,`. Autrement dit, dans cette base, ω = ωk,`.

(g) Si k = 1, il est clair que ω est décomposable. Sinon, d’après la question (b), w∧k 6= 0, ce
qui ne peut pas arriver si ω est décomposable.

Exercice 6 (Sur la sphère). Rappelons que l’on définit sur la sphère par projection stéréogra-
phique deux systèmes de coordonnées (UN = S2 \ {N}, xN , yN ) et (US = S2 \ {S}, xS , yS). L’on
a

(xS , yS) =
(xN , yN )

ρN
avec ρN = x2N + y2N .

a) Exprimer dxS , dyS , dxS ∧ dyS en fonction de dxN , dyN et dxN ∧ dyN .
b) Décrire les formes différentielles de la sphère à l’aide des repères (1, dxS , dyS , dxS ∧ dyS)

et (1, dxN , dyN , dxN ∧ dyN ) de ∧T ∗S2
c) Vérifier que la deux-forme ω donnée sur US et UN par

ω|UN
= −4

dxN ∧ dyN
(1 + ρN )2

, ω|US
= 4

dxS ∧ dyS
(1 + ρS)2

est bien définie sur la sphère.

Corrigé. (a) Rappelons que par définition des coordonnées x1, . . . , xn sur un ouvert U d’une
variété différentiable M sont des fonctions définies sur U et à valeurs dans R telles que l’appli-
cation x 7→ (x1(x), . . . , xn(x)), U → Rn est un difféomorphisme sur son image (autrement dit
une carte). Alors, en tout point x ∈ U , la famille des différentielles (dx1(x), . . . , dxn(x)) forme
une base de l’espace cotangent T ∗

xM .
Calculer dxS revient à appliquer les formules de différentiation de fonctions composées. On

a xS = xN
ρN

donc

dxS =
1

ρ2N
(ρNdxN − xNdρN )

=
1

ρ2N
((y2N − x2N )dxN − 2xNyNdyN ).



De manière analogue,

dyS =
1

ρ2N
((x2N − y2N )dxN − 2xNyNdxN ).

Pour calculer dxS∧dyS , on remplace dxS et dyS par les formules ci-dessus puis on développe.
On utilise ensuite les identités dxN ∧ dxN = 0, dyN ∧ dyN = 0 et dxN ∧ dyN = −dyN ∧ dxN . On
obtient

dxS ∧ dyS =
−1

ρ4N
((x2N − y2N )2 + 4xNyN )dxN ∧ dyN

=
−1

ρ2N
dxN ∧ dyN .

(b) Les 0-formes sont simplement les fonctions (lisses bien-sûr) sur la sphère.
Une 1-forme α de la sphère est la donnée de fonctions fS , gS : US → R et fN , gN : UN → R

telle que
α|US

= fSdxS + gSdyS ,

α|UN
= fNdxN + gNdyN

et telle que sur l’intersection US ∩ Un on ait, d’après les formules obtenues en (a),{
fS(y

2
N − x2N )− 2gSxNyN = fNρ2N

gS(x
2
N − y2N )− 2fSxNyN = gNρ2N

De manière similaire, se donner une 2-forme β sur la sphère revient à se donner deux fonctions
hS : Us → R et hN → R telles que

β|US
= hSdxS ∧ dyS et β|UN

= hNdxN ∧ dyN

et telles que sur l’intersection US ∩ UN , on ait

hS = −ρ2NhN .

(c) D’après la description donnée dans la question précédente, il suffit de prouver que

4

(1 + ρS)2
= −ρ2N

−4

(1 + ρN )2
,

ce qui se vérifie aisément, étant donné que ρS = 1
ρN

.

Exercice 7 (Formes invariantes sur la sphère). Déterminer la dimension du sous-espace de
∧kT ∗S2 composé des formes invariantes par rotation. En degré 2, on pourra considérer la forme
définie par

αx(Y, Z) = det(x, Y, Z)

pour tout x ∈ S2 et Y,Z ∈ TxS2.

Corrigé. Rappelons que l’ensemble des rotations de R3 agit de manière transitive sur la sphère :
pour tout couple de points (x, y) de la sphère, il existe une rotation envoyant x sur y. Ainsi,
une fonction sur la sphère invariante par rotation est nécessairement constante. L’espace des
0-formes (i.e., l’espace des fonctions) invariantes est donc de dimension 1.

Considérons à présent l’espace des 1-formes invariantes par rotations, autrement dit l’espace
des 1-formes α telles que pour toute rotation R de R3, on ait R∗α = α. Nous allons montrer
qu’une telle forme est forcément nulle. Soit P un point de la sphère. Considérons la projection
stéréographique φ : S2\{−P} → R2 construite à partir du point −P antipode de P , de sorte que
φ(P ) = 0. Considérons la rotation particulière R d’angle π et d’axe dirigé par P . L’hypothèse
R∗α = α transportée par φ donne (φ−1)∗R∗α = (φ−1)∗α. En notant β = (φ−1)∗α et g =



φ ◦ R ◦ φ−1, on obtient g∗β = β. Remarquons que g n’est rien d’autre que l’application x 7→
−x,R2 → R2. Par conséquent, −β(−x) = β(x) et en particulier, β(0) = 0. Ceci implique par
construction α(P ) = 0.

Considérons enfin le cas des 2-formes invariantes par rotations. L’énoncé suggère de considérer
dans un premier temps la forme α donnée par

αx(Y,Z) = det(x, Y, Z).

Il s’agit bien d’une 2-forme puisque que pour tout x, αx est alternée et que α dépend de manière
lisse de x. De plus, α est invariante par rotation : si R est une rotation de R3, son application
linéaire tangente en tout point x est TxR = R donc

(R∗α)x(Y, Z) = αR(x)(TxR(Y ), TxR(Z)) = det(R(x), R(Y ), R(Z))

= det(R) det(x, Y, Z) = αx(Y,Z).

Comme α ne s’annule en aucun point de la sphère, tout 2-forme β de la sphère s’écrit comme
le produit de α par une fonction f (qui est lisse mais c’est inutile ici). Si β est invariante par
rotation, on peut écrire

(f ◦R)α = (f ◦R)R∗α = R∗β = β = fα,

ce qui montre que f est invariante par rotation donc constante. L’ensemble des deux formes
invariantes par rotation n’est donc constitué que des multiples de α et est donc de dimension 1.

Exercice 8 (Forme angulaire). Vérifier que la forme α de R2 \ {0}

α =
xdy − ydx

x2 + y2

est fermée. Déterminer l’image réciproque ϕ∗α où ϕ est l’application de R dans R2

θ ∈ R → (cos θ, sin θ) ∈ R2

Montrer que α n’est pas exacte.

Corrigé. Vérifions que α est fermée :

dα = d

(
x

x2 + y2

)
∧ dy − d

(
y

x2 + y2

)
∧ dx.

La formule

d

(
x

x2 + y2

)
=

1

(x2 + y2)2
((y2 − x2)dx− 2xy dy),

donne ensuite

dα =
−x2 + y2

(x2 + y2)2
dx ∧ dy − −y2 + x2

(x2 + y2)2
dy ∧ dx = 0,

et α est donc bien fermée.
Calculons maintenant le pull back de α par φ. Pour cela, remarquons que

(φ∗dx)θ(ξ) = dxφ(θ)(dφθ(ξ)) = − sin(θ)ξ.

Autrement dit, en écrivant dθ pour la forme linéaire canonique sur R donnée par ξ 7→ ξ, on a
φ∗dx = − sin(θ) dθ. De même, φ∗dy = cos(θ) dθ. Nous pouvons à présent effectuer notre calcul :

φ∗α(θ) =
cos θ(cos θ)dθ − sin θ(− sin θ)dθ

cos2 θ + sin2 θ
= dθ.

Raisonnons par l’absurde et supposons α exacte. Alors, il existe une fonction lisse f :
R2\{0} → R telle que α = df . Alors, dθ = φ∗α = φ∗(df) = d(φ∗f) = d(f ◦ φ). Autrement
dit, l’application, f ◦ φ est de dérivée partout 1. Mais par ailleurs, comme φ est 2π-périodique,
il doit en être de même de f ◦ φ. Il y a donc une contradiction : une fonction de R strictement
croissante ne peut pas être périodique.



Exercice 9 (Forme volume de la sphère). On note X = x∂x + y∂y + z∂z le champ d’Euler de
R3, ω la forme volume dx ∧ dy ∧ dz de R3 et i le plongement de S2 dans R3.

a) Montrer que X, ω et β = ιXω sont invariants par rotation.
b) Vérifier que la restriction à S2 de β est une forme volume.
c) Comparer i∗β avec la forme ω de l’exercice 6. On rappelle que

i ◦ p−1
S : (xS , yS) → (x, y, z) =

( 2xS
1 + ρS

,
2yS

1 + ρS
,
1− ρS
1 + ρS

)
ou (US , pS ,R2) est la carte de S2 obtenue par projection stéréographique par rapport au pôle
sud.

Corrigé. (a) Une rotation R étant linéaire, son application linéaire tangente vérifie en tout
point TxR = R, où l’on a identifié R3 avec TxR3. Sous la même identification, X(x) = x. Par
conséquent, R∗X(x) = R(X(R−1(x)) = R(R−1(x)) = x = X(x).

Rappelons que la 3-forme dx∧dy∧dz n’est rien d’autre que l’application déterminant. Ainsi,

R∗(dx ∧ dy ∧ dz)(u, v, w) = det(R(u), R(v), R(w)) = detR det(u, v, w) = dx ∧ dy ∧ dz(u, v, w),

car det(R) = 1.
Enfin, on vérifie aisément en revenant aux définitions que R∗(ιXω) = ιR−1

∗ X(R∗ω). Comme
X et ω sont R-invariants, on en déduit que β l’est également.

(b) La forme β n’est rien d’autre que la forme α de l’exercice 7 dont il est clair qu’elle ne
s’annule pas et est donc une forme volume.

(c) La difficulté principale de cette question consiste à se débarasser de la confusion in-
duite par les abus de notation ! (abus néanmoins courants et auquels il est donc nécessaire de
s’habituer). En effet, ici, xS et yS sont tout simplement des réels auquels on applique l’appli-
cation i ◦ p−1

S . En revanche, dans l’exercice 6, ce sont des applications US → R. Pour éviter les
confusions, le mieux est de noter i ◦ p−1

S plutôt sous la forme

i ◦ p−1
S : (u, v) 7→

( 2u

1 + u2 + v2
,

2v

1 + u2 + v2
,
1− (u2 + v2)

1 + u2 + v2

)
.

Ainsi par exemple xS ◦ p−1
S (u, v) = u donc du = (p−1

S )∗dxS .

On veut montrer que i∗β|US
= 4dxS∧dyS

(1+ρS)2
, ce qui revient à dire (i ◦ p−1

S )∗β = 4 du∧dv
(1+u2+v2)2

Il ne reste alors qu’un calcul un peu fastidieux mais facile : en posant g = i◦p−1
S , on commence

par calculer l’application linéaire tangente T(u,v)g, puis on évalue g∗β à l’aide du fait que β est
la forme α de l’exercice 7.

Exercice 10 (Formes homogènes). Soit U = Rn \ {0} et Ht l’homothétie de rapport t de Rn.
Une forme α ∈ Ωk(U) est dite homogène de degré p si

H∗
t α = tpα

pour tout t > 0.
a) Exprimer l’homogénéité de α ∈ Ωk(U) en fonction de ses coefficients dans la base des

(dxI)I∈P({1,...,n}).
b) Soit X =

∑
xi∂xi le champ de vecteurs d’Euler. Montrer qu’une forme α est homogène

de degré p ssi
LXα = pα.

Corrigé. (a) On vérifie facilement que si I est de cardinal k, dxI est homogène de degré k. Si
l’on décompose α sous la forme

α =
∑
|I|=k

αIdxI ,



on peut alors écrire pour tout t > 0,

H∗
t α = tk

∑
|I|=k

(αI ◦Ht)dxI .

La forme α sera donc homogène de degré p si toutes les fonctions coeffcients αI sont homogènes
de degré p− k.

(b) Rappelons que le flot du champ de Liouville au temps t est Het . Par conséquent,
d
dt(H

∗
etα) = H∗

etLXα.

Or, si α est homogène de degré p alors d
dt(H

∗
etα) =

d
dt(e

tpα) = peptα. A t = 0, on obtient la
formule voulue.

Réciproquement, si la formule d’Euler est vérifiée on voit que H∗
etα est solution du problème

de Cauchy
Ȧ = pA, A(0) = α,

défini sur l’espace des k-formes. On en déduit l’expression H∗
etα = exp(pt)α, comme souhaité.

Exercice 11 (Coordonnées polaires). Considérons l’application ϕ de R+ × R dans R2 définie
par ϕ(ρ, t) = (ρ cos t, ρ sin t).

a) Soit I un intervalle ouvert de longueur plus petite que 2π. Montrer que ϕ induit un
difféomorphisme ϕI de R+ × I sur ϕ(R+ × I).

b) Soit le système de coordonnées (r, θ) sur ϕ(R+ × I) tel que ϕ−1
I = (r, θ). Montrer que les

formes dr et dθ s’étendent à R2 \ {0R2} en des formes indépendantes de I.

Corrigé. (a) L’application ϕI est un difféomorphisme sur son image car d’une part, elle est
injective (I est de longueur plus petite que 2π) et d’autre part, sa différentielle est en tout point
inversible, de sorte que le théorème d’inversion locale peut être appliqué.

(b) Pour chaque I, on note αI , βI les formes dr et dθ obtenues à partir de ϕI . On souhaite
définir des formes α,β sur R2\{0} qui cöıncide avec αI , βI sur chaque ϕ(R+ × I). Pour cela il
suffit de vérifier que les αI , βI cöıncident avec αJ , βJ sur toute intersection ϕ(R+×I)∩ϕ(R+×J).

En notant (ρ, t) les coordonnées sur R+ × R, on a dρ = ϕ∗
IdαI = ϕ∗

JdαJ et dt = ϕ∗
IdβI =

ϕ∗
JdβJ . Comme ϕI ◦ (ϕJ)

−1 = Id, on en déduit bien que αI et αJ cöıncident. De même pour βI
et βJ .

Exercice 12 (Formes différentielles et quotient). SoitM le quotient d’une variété N par l’action
propre et libre d’un groupe discret. On note p la projection de N sur M . Montrer que

p∗ : Ω•(M) → Ω•(N)

est injective et décrire son image. En application décrire les formes différentielles du tore.

Corrigé. Rappelons que p∗ est linéaire et qu’il est donc suffisant de montrer que son noyau est
trivial. Par ailleurs, on sait que p∗ préserve le degré et qu’il suffit donc d’étudier pour chaque
degré k, l’application p∗ : Ωk(M) → Ωk(N).

L’injectivité de p∗ va résulter du fait que p est une submersion surjective. Supposons p∗α = 0
et soient y ∈ M , h1, . . . , hk ∈ TyM . Montrons que α(y)(h1, . . . , hk) = 0. Comme p est surjective,
il existe un point x ∈ N tel que p(x) = y. Comme p est une submersion, il existe des vecteurs
ξ1, . . . , ξk tels que pour tout indice i, hi = Txp(ξi). Alors,

α(y)(h1, . . . , hk) = α(p(x))(Txp(h1), . . . , Txp(hk)) = p∗α(x)(ξ1, . . . , ξk) = 0.

Montrons à présent que l’image de p∗ est constituée des formes invariantes par l’action du
groupe G (Remarquer que dans le cas des 0-formes, c’est à dire des fonctions, ce fait est bien
connu). Pour tout g ∈ G, on note fg le difféomorphisme x 7→ g · x.



Soit α une k-forme sur M . Montrons que p∗α est invariante. Soit donc g ∈ G. Rappelons que
p◦fg = p (un point et son image par fg sont dans la même classe d’équivalence). Par conséquent,

f∗
g (p

∗α) = (p ◦ fg)∗α = p∗α,

et p∗α est bien invariante.
Soit β une forme invariante par G, c’est à dire telle que pour tout g ∈ G, f∗

g β = β. Construi-
sons lui un antécédent par p∗. Soient y ∈ M , h1, . . . , hk ∈ TyM . Choisissons un antécédent x
de y par p et des antécédents ξ1, . . . , ξk de h1, . . . , hk par Txp (ceux-ci sont uniques car Txp est
bijective). On pose alors

α(y)(h1, . . . , hk) = β(x)(ξ1, . . . , ξk) = β(x)(Txp
−1(h1), . . . , Txp

−1(hk)).

Cette définition ne dépend pas du choix de x : en effet, si x′ est un autre antécédent de y, il
existe un élément g ∈ G tel que x′ = g · x et l’égalité

β(x′)(Tx′p−1(h1), . . . , Tx′p−1(hk)) = β(x)(Txp
−1(h1), . . . , Txp

−1(hk))

résulte alors de l’invariance de β. Il est clair que la forme α ainsi définie vérifie p∗α = β.
On déduit des résultats précédents que les formes différentielles du tore s’identifient aux

formes différentielles de Rn invariantes par translation entière.

Exercice 13 (Formes différentielles de l’espace projectif). Soit p la projection de Rn+1 \ {0}
sur l’espace projectif Pn(R). Montrer que p∗ est injective et que son image est l’ensemble des
formes α de Rn+1 \ {0} telle que

ιXα = 0, ϕ∗
λα = α, ∀λ ∈ R∗

où X est le champ d’Euler et ϕλ l’homothétie de rapport λ.

Corrigé. L’injectivité de p∗ se prouve comme dans l’exercice précédent, en remarquant que p
est une submersion surjective. Pour vérifier que p est une submersion, il suffit de l’exprimer dans
les cartes usuelles du projectif.

Vérifions que si β est une k-forme sur le projectif, alors p∗β satisfait aux deux conditions de
l’énoncé. D’abord, comme p ◦ ϕλ = p, on a, ϕ∗

λ(p
∗β) = (p ◦ ϕλ)

∗β = p∗β. Ensuite, remarquons
que

ιX(p∗β)(x)(ξ2, . . . , ξk) = β(p(x))(Txp(X(x)), Txp(ξ2, . . . , Txp(ξk)).

Or, comme le flot de X au temps t est donnée par ϕet , on a

Txp(X(x)) =
d

dt
(p ◦ ϕet(x))|t=0 =

d

dt
(p(x))|t=0 = 0.

Donc ιX(p∗β) = 0.
Etudions à présent la réciproque : on suppose qu’une k-forme α sur Rn vérifie les deux condi-

tions et on construit un antécédent β comme suit. Soient y un point du projectif et h1, . . . , hk
des vecteurs tangents en y. Choisissons un antécédent x de y par p et des antécédents ξ1, . . . , ξk
de h1, . . . , hk par Txp. On pose alors β(y)(h1, . . . , hk) = α(x)(ξ1, . . . , ξk). Cette définition de
dépend pas du choix des vecteurs tangents ξi. En effet, si ξ′i est un autre choix, alors ξ′i − ξi ∈
kerTxp = Vect(X(x)) et il existe donc des réels a1, . . . , ak tels que

α(x)(ξ′1, . . . , ξ
′
k) = α(x)(ξ1 + a1X(x), . . . , ξk + akX(x)) = α(x)(ξ1, . . . , ξk).

La dernière égalité est obtenue en développant (k-linéarité de α) et en utilisant la condition
ιXα = 0 qui élimine tous les termes sauf un. Enfin, cette définition de dépend pas du choix de
x : un autre choix x′ serait colinéaire à x et cela résulterait de l’invariance de α par homothétie.


