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Résumé

Cet article propose un procédé de reconstruction d’une surface de Riemann a bord
couplé & un tenseur de conductivité a partir de son bord et de 'opérateur de Dirichlet-
Neumann associé a cette conductivité. Lorsque la donnée de départ provient d’une surface
riemannienne réelle de dimension deux équipée d’un tenseur de conductivité, ce procédé
restitue l'intégralité de la structure de conductivité.

Abstact
In this article, we introduce a process to reconstruct a Riemann surface with boundary equipped
with a linked conductivity tensor from its boundary and the Dirichlet-Neumann operator associa-
ted to this conductivity. When initial data comes from a two dimensional real Riemannian surface
equipped with a conductivity tensor, this process recovers its conductivity structure.
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Cet article est organisé de la maniére suivante. La section [I| propose un historique bref et non
exhaustif du sujet te la section [2] contient certains de nos principaux résultats. La section [3] a
pour but de préciser des définitions et des notations concernant les structures de conductivité
mais aussi d’énoncer des résultats qui, bien que pas nouveaux, ne sont pas vraiment explici-
tés dans la littérature. Les surfaces nodales apparaissent naturellement dans ce probléme. La
section énonce ce que nous avons besoin d’en savoir. Les sections et [5| sont dévolues a
la preuve des théorémes [ et [3] La section [f] traite de la reconstruction effective d’une surface
de Riemann & bord & partir de son opérateur de Dirichlet-Neumann. Il s’agit d'un cas clé pour
le probléme inverse de reconstruction d’une conductivité. La méthode proposée est a notre
connaissance entierement nouvelle et repose sur I'analyse a priori de la décomposition d’une
fonction holomorphe de deux variables en somme d’onde de chocs, c’est a dire de solutions de
I’équation différentielle ‘g—Z = h%.

1 Introduction

Nous définissons une structure de conductivité (de dimension deux) comme un couple
(M,o) ou M est une surface réelle a bord connexe orientée munie d'une conductivité o :

1On considére qu'une surface a bord M est un ouvert dense d’une variété réelle orientée a bord de dimension
deux M dont toutes les composantes connexes sont bordées par des variétés réelles de dimension pure 1; ainsi,



T*M — T*M, c’est-a-dire d’un tenseur tel que pour tout p € M,

_ aAoy,(b)

X, T;M X T;M > 0, (a,b)
Hp

est une forme bilinéaire définie positive, y étant une forme volume p pour M fixée une fois pour

toute; pour simplifier les écritures dans la suite, on note ow pour o (w) : M > p — o, (M) .

Cette définition, peut étre inhabituelle, n’est qu’une reformulation intrinseque de celle donnée

par [28] et [33]. Pour toute fonction continue u : bM — R, on note E,u l'unique solution du
probléme de Dirichlet suivant

dodU =0 & U|,,, = . (1)

Certains auteurs préférent considérer une métrique Riemannienne g sur M et construire
I'opérateur de Dirichlet-Neumann & partir de la solution du probléme de Dirichlet (A, U =0 & U|,,, = u)
ot A, est 'opérateur de Laplace-Beltrami associé a g. En écrivant les équations dodU = 0 et
A,U = 0 en coordonnées, on constante que ces deux formulations ne sont équivalentes que dans
le cas particulier ot det o, = 1 pour tout p € M.

La fonction positive s, = v/det o joue un roéle spécial réle dans notre sujet. Nous ’appelons
le coefficient de . Dans la section [3, on établit que o se laisse factoriser de fagon unique sous
la forme o = s,¢, ol ¢, est une conductivité de coefficient 1 et aussi 'opérateur de conjugaison
agissant sur 7*M d’une structure complexe C, déterminée par o. Ainsi, la condition que det o
est constant signifie que (M, o) n’est rien de plus que la surface de Riemann (M, C,).

Le probléme de conductivité inverse que nous considérons ressort du probleme d’Impédance
Tomographique Electrique inverse; dans le langage de la physique U devrait étre considéré
comme un potentiel électrique, o (dU) comme le courant électrique généré par U et dodU = 0
comme ’équation de divergence de Maxwell quand il n’y a pas de variation temporelle. Le
probléme ITE est généralement compris comme celui de la reconstruction de (M, o) a partir de

OM, le bord bM de M orienté M, Ty, M = L_gMT *M, o 1y, 7 €t de Vopérateur de Dirichlet-
EIS

Neumann associé o. Cette formulation est quelque peu ambigué car elle ne dit pas si M doit
étre déterminée comme une variété abstraite, une variété plongée ou encore plus précisément
comme une sous-variété d’un espace standard. Le succes de I'entreprise dépend de la position
adoptée. Avant d’expliquer ce peut étre récupéré et comment, nous devons clarifier ce qu’est
un opérateur de Dirichlet-Neumann.

Pour ce faire, on peut utiliser une métrique (voir la section [3) mais nous préférons utiliser
l'opérateur de Dirichlet-Neumann «différentiel» NJ dont ’action sur une fonction w : bM — R
suffisamment réguliére est définie par

Nju = [od (Eyu)],, (2)

le bord bM de M est M\M ; OM désigne bM muni de I'orientation naturellement induite par M. Une surface

de Riemann a bord est une variété complexe connexe de dimension 1 qui est aussi une surface a bord réelle.
2Si on fixe un point p dans M, des coordonnées (z,y) au voisinage de p et qu’on pose comme dans [28]

(&,m) = (dy, —dz) puis o (dzx) = r§ +tn et o (dy) = u€ + sn, pour a = azdz + aydy et b = bydxr + bydy dans

T, M, o, (b) = (byr + byu) & + (byt + bys)n et

aNo,(b) = (agdz+ aydy) A [(ber + byu) dy — (byt + bys) dx]
= (ragby + uazby + tayb, + sbyby) dx A dy



Ainsi, dans le langage de la physique, Nju est la mesure le long de b/ du courant généré par
le potentiel électrique E,u.

Lorsque M est un domaine de R?, la conductivité est souvent assimilée a la matrice (0;;) =
M atgjif:gxgl) (o) qui en chaque point p représente 'endomorphisme o, de Ty M avec (dz1, dxs)
comme base de départ et (dry, —dx1) comme base d’arrivée, (x1,x2) étant le couple des coor-
données standards de R?; s’écrit alors sous la forme
0 ou
—|op=—)=0 & Ul|,,, =u. 3
axj ( Jkaxk) |bM ( )

J:k=1,2

et les conditions imposées & o pour étre une conductivité se traduisent par le fait que (o) est
symétrique et définie positive.

Si le probléme posé est compris comme celui de reconstruire (0j;) & partir (OM, NJ), il est
sans solution naturelle car d’apres une remarque de Tartar citée par [25], lorsque ¢ € C* (M, M)
est un difféeomorphisme coincidant avec 'identité sur bM et ® est la matrice jacobienne de ¢,
(0'%) = 725'® (0j%) ® définit une conductivité o' telle que Ng' = Ng. Cependant, la section
précédente indique que ¢ est alors un biholomorphisme entre les surfaces de Riemann (M, C,)
et (M,C,) ouC, (resp. C,/) est la structure complexe telle que o = sc (resp. 0’ = s'¢’) ou s (resp.
s') est une fonction strictement positive sur M et ¢ (resp. ') est 'opérateur de conjugaison
sur T*M associé a C, (resp. C,r). Bien qu'elles aient le méme ensemble sous-jacent, il est plus
indiqué de voir (M,C,/) et (M,C,) comme deux plongement différents de la méme surface de
Riemann abstraite.

Cet exemple invite a considérer le probléme de conductivité inverse comme étant celui de la
reconstruction d’une surface de Riemann & bord abstraite M et d’une fonction s : M — R7 a
partir de la donnée de bM, de la restriction de s.c & Tyy M oil ¢ est I'opérateur de conjugaison
de T*M et de 'opérateur

N*: F (M) 3 u — d°Escul,,,

ou F (M) est n’'importe quel espace raisonnable de fonctions comme C° (bM), C* (bM) ou
HY2(bM), d° =i (0 —0), 0 =d— 0 et J est Popérateur de Cauchy-Riemann de M. En parti-
culier, méme si les données proviennent d’une variété Riemannienne (M, g) équipée d’un tenseur
de conductivité o, nous considérons que notre probléme inverse comme celui de la reconstruc-
tion d’une surface de Riemann (M, C,) et du coefficient de o. Cette formulation ne mentionne
pas la forme volume auxiliaire p car comme expliqué dans la section (3, la connaissance de la
structure complexe de M le long de bM permet de s’en affranchir.

Lorsque (M, o) est une structure de conductivité plongée dans un espace affine réel ou
complexe, M peut étre aussi muni de la structure complexe C induite par restriction de la
métrique de I'espace ambiant. Si ¢ désigne 'opérateur de conjugaison de C agissant sur 7*M,
o est dite isotrope (relativement & c ou C) s’il existe une fonction s : M — R telle que o = sc.
Autrement dit, dire que o est isotrope (relativement a la métrique ambiante), c’est dire que la
structure complexe C, associée a o est déja connue. Dans une telle situation, le probléme inverse
dont nous parlons consiste a récupérer la fonction strictement positive s, = o/c = Vdet o.

A ce stade, on peut se demander ce qui peut arriver lorsque le point de départ est une
surface de Riemann X connue plongée dans R? dont la structure complexe C est induite par la
structure euclidienne standard de R? et o est une conductivité arbitraire de X. Si o est isotrope
relativement & C, C, = C et le travail de reconstruction est fait par le théoréme [I| de Henkin-
Novikov ci-dessous. Pour une conductivité non isotrope, un atlas pour la surface Riemann
abstraite (X,C,) ayant été récupéré a partir de NJ, tout plongement métrique constructif X’



qui en serait fait dans R?® pourrait étre considéré comme récupéré a partir de NJ. Bien str X et
X' seraient homéomorphes mais (X,C) et X’ seraient des surfaces de Riemann différentes. En
outre, dans la pratique, seulement le bord de X pourrait étre connu. Il n’est donc pas forcément
pertinent de considérer que X est déja plongée dans un espace standard auquel C, ne serait
pas relié. Par ailleurs, théoréme principal de [23] cité par le théoreme [2, (M, o) est donnée
comme plongée dans R? mais est considérée pour la preuve comme plongée dans C3 avec une
conductivité anisotrope tandis que dans [21], M est pensée comme plongée dans CPs.

Pour un domaine borné M muni d’une conductivité isotrope o, on sait que o est entiérement
déterminée par son opérateur de Dirichlet-Neumann. Cette unicité est établie pour une conduc-
tivité réelle analytique par Kohn and Vogelius dan [24]. Pour une conductivité isotrope lisse, un
procédé de reconstruction effective a été donné par Novikov dans [30] et pour une conductivité
avec une borne inférieure strictement positive et de classe W%?, p > 1, par Nachman dans [29).
Une autre preuve de ce résultat a été écrite par Gutarts dans [I1] pour une conductivité lisse.
Lorsque M est une surface de Riemann connexe dont le genre est connu, Henkin et Novikov
généralisent et corrigent dans [21], th. 1.2] les résultats de reconstruction d’une conductivité
isotrope de [17]. L’aspect nécessairement technique du principal résultat de [21], th. 1.2] ne nous
permet de n’en citer ici qu’un résumeé.

Théoréme 1 (Henkin-Novikov, 2011) Soit M une surface de Riemann de genre g muni
d’une conductivité isotrope 0 = sc ot s € C3 (M, ]R*Jr) and ¢ est l'opérateur de conjugai-
son de M agissant sur les 1-formes. Alors s peut étre reconstruite & partir de 'opérateur de
Dirichlet-Neumann NJ en résolvant g équations de type Fredholm associées a g données gé-
nériques de NJ puis en résolvant g systemes explicites qui, dans le cas ou M est un domaine
de {z € C% P(2)=0}, P € Cy[X], sont des systéemes linéaires de N (N — 1) équations a
N (N — 1) inconnues.

Lorsque la conductivité n’est pas isotrope, les auteurs se sont concentrés sur l'injectivité a
difféomorphisme pres de o — N7, c’est-a-dire & la réciproque de la remarque de Tartar. Cette
injectivité est prouvée par Nachman [29] pour une conductivité de classe C? et un domaine
de R? de classe C® aprés que Sylvester [33] ait établi avec des hypotheéses supplémentaires.
Dans [4], elle est établie pour une conductivité de classe L> mais pour un domaine simplement
connexe de R

Dans le cas spécial ou le coefficient de conductivité est constant, la question est de savoir si
deux structures conformes sur M sont identiques lorsqu’elles partagent le méme opérateur de
Dirichlet & Neumann. Une réponse positive est affirmée par Lassas et Uhlmann [26] quand M
est connexe et Belishev la corrobore dans [5] en montrant que M peut étre retrouvée comme
le spectre de 'algébre des restrictions & bM des fonctions holomorphes sur M se prolongeant
contintiment & M.

Dans [26] et [5], 1a connaissance compléte de 'opérateur de Dirichlet-Neumann est nécessaire
pour obtenir I'unicité de la structure conforme. Dans [16], il est dit que celle-ci est déterminée
par 'action de 'opérateur de Dirichlet-Neumann sur trois fonctions génériques mais la preuve
donnée de ce résultat n’est correcte qu’en renforcant un peu les conditions génériques imposées a
ces trois fonctions, ce qui est fait dans [I§]. Cette unicité peut étre aussi obtenue en augmentant
le nombre de fonctions génériques comme dans [20]. Le théoréeme |3| de cet article en donne
une preuve avec les hypotheses de [16] et a la fin de cette section, on propose une nouvelle
reconstruction de la surface de Riemann (M, C,).

Dans [22] pour un domaine de R?, puis dans [23] pour le cas général d'une variété réelle
connexe M de dimension 2, Henkin et Santacesaria ont fait une avancée majeure dans la théorie



en prouvant que 'opérateur de Dirichlet-Neumann détermine la structure complexe de (M, o)
sous la forme d’une surface de Riemann nodale & bord plongée dans C?. Les définitions et
notations concernant les surfaces nodales sont données dans la section [4.1]

Théoréme 2 (Henkin-Santacesaria, 2012) Soit (M, o) une structure de conductivité, o
étant de classe C3. Il existe alors dans C* une surface de Riemann nodale & bord M et une
C3-normalisation F : M — M telle que F.o = tcy ot t € CP (/\/l, Ri) et cp est la structure
compleze induite par C? sur M. En outre si F : M — M’ est une autre C3-normalisation du
méme type, M et M’ sont approximativement isomorphes. Enfin, les valeurs au bord de F' et

en particulier bM sont déterminées par bM, o |1,,,m et Uopérateur de Dirichlet-Neumann NJ
de (M, o).

Notons que grace au lemme 8] F' est holomorphe au sens ot pour toute partie V' de M telle
que F (V) est une branche de M, F est analytique de (V,C,) dans C2. Par ailleurs, il résulte
de la preuve de ce théoréme que les singularités de M sont les points de F’ (H) ayant plusieurs
antécédents par F. Ainsi, lorsque M n’a pas de singularité, F est un difféomorphisme de M sur
M vérifiant les hypothéses du lemme [§] ce qui en fait un isomorphisme de surfaces de Riemann
a bord de (M,C,) sur M.

Dans [23], il est dit que M et M’ sont isomorphes mais sans que le sens en soit précisé.
Démontrons succinctement qu’il s’agit au moins d’isomorphie approximative au sens de [I§]
comme défini dans la section . Supposons que F' : M — M et G : F : M — M’ sont

. . . -1 F~1(Reg M’
deux C®-normalisations du type ci-dessus. Posons G = G ‘geg M Freg = F e ,Ejg )

et notons H,eg 'application de Reg M’ N G (F~! (Reg M)) dans Reg M N F (Reg M’) définie
par Hieg (2) = Fieg (G;eé (z)). Parce que F et G sont des normalisations, H,e, se prolonge
holomorphiquement le long de toute branche de M en une application (multivaluée) H de M’
dans M. Par construction, H (M’) et M sont des courbes complexes qui ne différent qu’en un
nombre fini de points. Elles sont donc égales et en particulier, Sing M et Sing M’ ont méme
cardinal. Il s’ensuit que M et M’ sont approximativement isomorphes. I’analyse du théoréme 2]

est continuée dans la section suivante.

2 Principaux résultats

Les surfaces de Riemann nodales M et M’ impliquées dans le théoréme [2 sont en fait
isomorphes au sens fort donné dans cet article. En effet, M et M’ induisent par relévement
sur M des structures complexes a priori différentes mais qui coincident sur bM et partagent le
méme opérateur de Dirichlet-Neumann. Grace au théoréme [3| ci-dessous, on en déduit que les
surfaces de Riemann & bord correspondantes sont isomorphes et que du coup, M et M’ le sont
aussi en tant que surfaces de Riemann nodale a bord. La preuve du théoréme [3|est donnée dans
la section [3] Quand n = 2, cela compléte la preuve du théoréeme 1 de [16] dont les arguments
devaient étre réellement étre corrigés. Par ailleurs, comme il est dit plus haut, le théoréme
prouve aussi 'isomorphie annoncée dans [23, Th. 1.1].

Dans le théoréme ci-dessous, on note [wy : - - : w,] les coordonnées homogenes standards
de CP,. Si wy, ...,w, sont des (1,0)-formes de CP,, sans zéro commun et deux a deux pro-
portionnelles, on note [wy : - - : w,] ou [w] 'application définie sur chaque {w; # 0} par [w] =

[Z—‘; D Z_?] . Notons que dans I’hypotheése requise sur (uo, ..., u,) dans le théoréme ci-dessous

est génériqﬁement vérifiée parmi les n-uples de fonctions lisses sur le bord (voir [16, [18]).



Théoréme 3 (Henkin-Michel, 2007) Soient M et M’', deuzr surfaces de Riemann & bord
lisses bordées par la méme courbe réelle . On pose 0 = d — 0 (resp. &' =d — '),  (resp. J')
étant opérateur de Cauchy-Riemann de M (resp. M'). Si uw € C* (v), on note u (resp. u) le
prolongement harmonique de uw o M (resp. M') et on pose Ou = (Ou) |, (resp. 8'u = (9'u) |, ); 0
(resp. 0') est aussi l'opérateur 05 défini par @ lorsque o est lopérateur de conjugaison associé
de M (resp. M') agissant sur les 1-formes.

On se donne ug,...,u, € C®(y) ot n € N*, on suppose que pour tout j € {0,...,n},
Ou; = 0'uj, Uapplication [u] = [Qug : - - - : Ou,| = [0'u] est bien définie, réalise un plongement
de 7y dans {[wp : -+ 1 w,] € CP,; wy # 0} et on suppose en outre que [Ou] (resp. [0'u]) est bien
définie sur M (resp. M') et prolonge méromorphiquement [Qu] (resp. [0'u]) a M (resp. M’).
Dans ces conditions, il existe un isomorphisme de surfaces de Riemann & bord de M sur M’
dont la restriction a v est l'identité.

Ainsi, Reg M est un modele de la structure complexe de (M\F ! (Sing M), o). Ce modeéle
est calculable au sens effectif du terme. En effet, M est une courbe complexe de C*\bM qui au
sens des courants de C? satisfait d[M] = F, [0M] ou [M] désigne le courant d’intégration sur
M et [OM] celui du bord de M orienté par M. Dans cette situation, on sait, essentiellement
depuis les travaux de Harvey et Lawson [13, 12], que M peut étre calculée de facon effective
grace a des formules de type Cauchy (voir par exemple [I6, th. 2] ou [23, prop. 1]). Plus
précisément, parce que M est contenue dans C?, ces formules donnent livrent les fonctions
symétriques des fonctions dont les graphes décrivent les intersections de M avec une famille de
droites complexes.

Cependant, comme seulement les valeurs au bord de F' sont connues, il y a une ambiguité sur
la fagon de dénouer les éventuels nceuds de M. Pour réellement connaitre la structure complexe
C, de M, on doit en connaitre un atlas ou un véritable plongement dans un espace classique.
Quand le coefficient de o est constant, c’est la méme chose que reconstruire (M,C,). Ce cas
particulier est étudiée dans [20, Theorem 4] et avec la remarque faite page 327, on obtient litté-
ralement le résultat ci-dessous. On se référe a [20] pour le sens précis donné a générique. Notons
aussi que bien que ne concernant formellement les surfaces de Riemann, la seule chose dans
le théoréme ci-dessous qui n’est pas explicite dans [20] est 'affirmation concernant ’isotropie
mais celle-ci est une conséquence immédiate du fait que © est un biholomorphisme de (M, C,)
sur S.

Le théoréme ci-dessous introduit des opérateurs qui jouent un role crucial dans cet article.
Quand (M, o) est une structure de conductivité, on pose 97 = d — 07 et d” =i (50 — 8") ou
07 est 'opérateur de Cauchy-Riemann de la surface de Riemann (M, C,). L’opérateur 07 agit
sur u € C*™ (bM) par 02u = (0°u) |oar, u étant le prolongement C,-harmonique de u & M. Le
théoréme ne mentionne pas la régularité de o car ce qui importe est que (M, C,) est une variété
a bord lisse afin que la formule de Stokes y soit valide.

Théoréme 4 (Henkin-Michel, 2015) Soit (M, o) une structure de conductivité et 07 [’opé-
rateur associé a la surface (M,C,) et défini par (9). Alors, pour u = (uo, ..., uz) générique dans
C> (bM,R)*, application [0%u] = [07uq : - - - : 0%us] est la valeur au bord d’une application ©
qui réalise un plongement de M sur une surface de Riemann surface a bord S de CP3 . De
plus, © = [0°u] o u est le prolongement C,-harmonique de v & M et O.0 est une conductivité
isotrope relativement a la structure complexe de S.

11 faut prendre garde au fait que 'opérateur 07 n’est pas directement disponible & partir de
Ng. Méme si o est I'identité sur les fibres de 7" M le long de bM , ce qui peut étre immédiatement
obtenu a partir de NJ sont les valeurs au bord des dérivées des solutions du probléme de Dirichlet



dodU =0 et Ulpyy = u, u € C®(bM) tandis que ce qui est requis pour pouvoir appliquer le
théoreme 4] sont les valeurs au bord des dérivées des solutions du probléme de Dirichlet dd°U = 0
et Ulpyy = u, u € C* (bM). A moins que le coefficient de o ne soit constant, on ne peut pas
s’attendre a ce que ces valeurs au bord soient les mémes. Le nouveau résultat ci-dessous pallie
cette difficulté.

Avant de I’énoncer, expliquons des notations, les détails complet et les preuves étant écrits
dans la section |4.2, On dit que la structure de conductivité (M o) prolonge simplement (M, o)

si M CC M o est de méme classe que o, gy = o et 7, = ]dT*M pour tout p € bM.
p

Soit alors F', M et M as comme ci-dessous. La fonction de Green nodale g que nous utilisons
pour la courbe éventuellement singuliere M = F (M) est définie dans le corollaire |12 de la
section mais en guise de premiere approche, le lecteur peut la penser comme un noyau
avec les singularités logarithmiques habituelle sur la diagonal mais sans condition d’annulation
au bord. Le potentiel de double-couche D,u de u € C° (bM) est alors défini pour tout point

régulier ¢ de M\bM par (Dgu) (q) = [, udgq 00 g4 = g(q,.). Lorsque u est suffisamment
lisse, les fonctions Dfu = (Dyu) [pm et Dyu = (Dgu)

fonctions (nodales) de classe C* dont les restrictions a bM sont notées Afu et A u. L’opéra-
teur de Green conditionnel B, = Id + Ng# est défini pour tout € C* (bM) et p € bM par

(N#u) (p) =2V P (fa/vt u(q) aup < (p,q) T*) ou V P signifie valeur principale et (v,7) est un re-

M e prolonge jusqu’au bord en des

q
pére pour Ty M, direct et orthonormé pour la métrique hermitienne ambiante de C?, 7 étant
tangent a bM.

Théoréme 5 Soit (M, o) une structure de conductivité de classe C3. On se donne, ce qui est
toujours possible, une structure de conductivité (M ,0) qui prolonge simplement (M,c). On
note alors F : M — C2 la normalisation obtenue en appliquant le théoréme@ a (]\7, 7).

Alors, Id + A est un endomorphisme de C*° (bM,R), son noyau et celui de B, sont des
sous-espaces de dimension finie de C> (bM) et pour tout u € C* (bM, R) telle que [, (fiu) wr*
0 lorsque w € ker By, l'équation f.u = w + Ajw admet des solutions dans C*° (bM,R) et si w
est l'une d’entre elles, 07u = (F*(?D;“w) b -

La principale difficulté dans la preuve du théoréme [5| tient & ce qu'un probléme de Dirichlet
harmonique dans une courbe nodale n’a de solution unique que si des spécifications sont faites
pour les nceuds (voir [I8, Prop. 2]). Par ailleurs, si M ne devait pas avoir de singularité, il n’y
aurait rien & faire puisque M serait déja un plongement de (M, C,) dans C2.

Etant donné que les valeurs au bord de F' sont calculables a partir de NJ et que la fonction
de Green utilisée ’est aussi a partir de M, elle-méme calculable a de N7, 1é¢ théoréme 5| fournit
in outil pour calculer & partir de NJ autant de 67u que nécessaire pour pouvoir appliquer le
théoréeme 4| et obtenir les valeurs au bord d’un plongement © de la surface de Riemann (M, C,)
sur une surface de Riemann S de CP3 pour laquelle ©,0 est isotrope.

Si S elle-méme est calculée, le théoréme [1] de Henkin-Novikov permet de reconstruire le co-
efficient de conductivité s de ©,0. Finalement, désignant par ¢ I'opérateur de conjugaison de S,
(S, sc) est une solution explicite du probléme posé si on comprend celui-ci comme la production
d’une structure de conductivité explicite, abstraite ou plongée dans un espace standard, dont
le bord orienté et 'opérateur de Dirichlet-Neumann sont ceux spécifiés.

Il reste a expliquer comment récupérer la surface de Riemann S ci-dessus, ou, ce qui est
la méme chose, la structure de conductivité (5,c). Puisque S est une sous-variété de CPs,
le probléme n’est plus de récupérer ¢ mais S en tant qu’ensemble. Sans perte de généra-



lité, on suppose que S est un domaine relativement compact d'une surface de Riemann ou-
verte S de CP3. Pour un choix générique du quadruplet (ug,uq,us,us) utilisé dans le théo-
réme Al on peut supposer que les projections w3 : (wo:wy:ws:wz) — (wo:wi:ws) et
o ¢ (wo :wy :wy :wz) — (wp: wy : ws) immergent S dans CPy sur des courbes nodales S3
et §2 telles que 7T51 (Sing §3) Nyt (Sing §2) NS = 2. Des lors, pour obtenir un atlas de S,

il suffit d’en produire pour S N Reg S, et S N Reg §3, c’est-a~dire pour une surface de Riemann
nodale & bord @) plongée dans CP; et qui est un domaine relativement compact d’une surface
de Riemann nodale ouverte () de CP, et dont le bord orienté 0Q) est connu. Ce probléme de
reconstruction est étudié dans [16, Th. 2] mais 1’algorithme proposé n’est pas réellement effectif
car les polynomes P,, provenant d’une intersection non vide de @ avec {wy = 0} ne peuvent
pas étre calculés aussi facilement qu’annoncé.

Dans cet article, on propose une nouvelle approche de ce probléme avec une méthode effective
de calcul de ces polynomes. Comment ceci peut étre accompli est décrit plus loin mais les détails
et les notations techniques sont repoussées autant que possible a la section [6] Le théoréme [39qui
spécifie un systéme linéaire & résoudre pour trouver certains polyndémes auxiliaires cruciaux et
la proposition [4I] qui permet d’en extraire des fonctions avec un sens géométrique sont nouveaux
et font partie de nos principaux résultats. Ils sont écrit dans les sections et [6.5]

Ce dont nous disposons est une courbe réelle orientée 0¢) dont on sait qu’elle est le bord d’une
courbe complexe ) de CP5; sans perdre en généralité, on suppose que {wy =0} N IQ = 2.
Dans un telle situation, il est classique d’utiliser les indicatrices de Cauchy-Fantapié de Q).
Désignant par U Pouvert de C? formé par les points z = (x,y) de C? tel que bQ ne rencontre
pas L, = {w € CPy; xwy+ yw; + we = 0}, celles-ci sont les fonctions Gy, k € N, définies sur

U par
1 k k w1 4§ 1 w1 Wa
Gl = 5 [ ot ot = () (e 4 2 (@)
T Jag Wy :):+yw—0+w—0 Wy Wy

Gréace a la proposition [21], qui est un résultat de Dolbeault and Henkin, on sait que pour
tout k£ € N, il existe P, € C(Y), [X] tel que Gy — P, est la k-éme fonction symétrique de
Newton N}, ;; des ondes de chocs hy, ..., h, localement définies et déterminant ’intersection de @
avec les droites L,. Les polynomes P, sont générées par les points de Q*° = QN {wy = 0}. Dans
le cas favorable mais improbable ot Q*° = &, les P, sont nuls, () est contenu dans ’espace
affine {wy # 0} et des techniques bien connues permettent de calculer ces fonctions h;.

Lorsque le nombre ¢ de points dans Q> est 1 or 2, Agaltsov et Henkin [I] donnent une
procédure explicite pour récupérer () et ils affirment que celle-ci devrait étre efficace pour toute
valeur de ¢*>°. Cependant, ils n’en produisent pas de preuve et il ne nous est pas clair comment
traiter les systémes algébriques induits.

La nouvelle méthode que nous proposons ci-dessous se focalise sur le nombre p d’ondes de
chocs impliquées. Puisque le théoréme [6] donne un majorant pour p, on peut considérer que cette
méthode est effective pour toute valeur ¢*°. Lorsque ¢ € {1,2}, il est difficile de comparer
la procédure d’Agaltsov-Henkin & la notre car donner a p ou ¢* des petites valeurs sont deux
choses vraiment différentes; d’apres le corollaire 24 p = ¢*° + § oi 6§ € Z est calculé a partir
de G;. Notre procédure de reconstruction se déroule en cing étapes.

1. Si G est rationnelle en y et affine en x, @) est contenue, d’aprés le lemme [40] dans une
courbe algébrique connexe K telle que KN L, = QN L, pour z € Z oll comme précisé

par la E, Z C U est domaine de la forme | ‘U D (0, |y|) x {y}. Dans cette situation, on
yl>p

choisit d’autres coordonnées pour qu’au moins une des droites L., z € Z, rencontre () et



K\@. Aussi suppose-t-on pour le reste de la procédure que 8;;’;1 # 0 sur Z.

2. On suppose que pour d € N*, on a trouvé dans C[X]? une solution p = (yy, ..., 1) au
systéme différentiel linéaire S, telle que B, (0,y) = 1 et A, # 0, ces trois conditions
y—0*

étant détaillées dans le théoreme [39 Notons que S, est en fait un systéme linéaire portant

sur les coefficients de p. D’apres le théoréme , Gy = —s51+1® % +X® % avec
A BeC[Y],degA <degB=r=d-0,B(0)=1ets =55(> F*(,el)),

K<j<d
1 < k < d, ou H est une fonction définie sur ZT = Z\ (C x R_) et F est un, tous deux
précisés dans la définition [30] et calculables a partir de G.

3. D’apres le corollaire[33], en dehors d’un sous-ensemble analytique de Z, les s; sont les fonc-
tions symétriques d’ondes de chocs gy, .., g4. Appliquant & cette famille (g;) la réduction
décrite au début de la section [6.5|et utilisant la proposition |41}, on en déduit que d > p ,ou p
est le nombre des ondes ,de chocs h; cherchées, r = ¢* et que si (g;), <j<p €5t le jeu de fonc-
tions obtenu a partir de (g;) par réduction, {g1, ..., gp} = {h1, ..., hp} et P, = 1®%+X®%.
En conséquence, (Fy),cy- est I'extension algébrique de (Gj, — Nyr), oy O les Ny sont
les fonctions symétriques de Newton des g;.

4. On sait par la proposition [21] qu’il existe une fonction localement constante 7 a valeurs
dans N telle que pour z, dans Z mais en dehors d'un sous-ensemble analytique de Z,
il existe un voisinage U,, de z, dans Z et des ondes de chocs hi*, ..., hfr*(z*) deux a deux
distinctes telles que @ contient Q,, = U {(1: hi(z) : —x —yhy (2)); z€U..}

1<k<m(24)
et (Gk U.. )kEN* = (th*7k + Py |u.. )keN*. Grace aux formules de Newton et a ce
qui précede, on connait donc calculer les fonction symétriques Spz. x des h7*. En outre,
7 (2:) = Go |v., — > est connu. On peut donc calculer individuellement les fonctions i,

1 < j < m(z) a partir de (Spe- )

1<k<m(ze)"

5. Grace au lemme 20, Q N {wy # 0} et donc @Q sont connues.

D’un point de vue pratique, il serait trés utile de connaitre a priori p car cela permettrait
d’écrire directement un systéme Sy pertinent. L’inégalité du théoréme @ ci-dessous, donne
un majorant ppa., pour ce nombre p. Comme expliqué dans la preuve écrite a la fin de la
section E], les données nécessaires pour voir (5)) comme effective, principalement M, (D% ug) |pnr
et 0%ug = 0%ug |pas ; sont calculables & partir de données de bord disponibles. Il serait utile
d’avoir une formula exprimant X (M) en termes de données de Dirichlet-Neumann au bord
data mais une telle formula n’est pas connue et M doit étre calculée pour qu’on puisse en
extraie sa caractéristique d’Euler.

Le théoréeme |39 implique que Sy a une solution non triviale pour un certain d entre 1 and
Pmax - En outre, avec les résultats de la section [6.5] on sait que toute solution non triviale d’un
certain Sy, on peut extraire les ondes de chocs cherchées. Ainsi, il y a au plus ppax Systémes
linéaires Sy a résoudre & la deuxiéme étape du procédé ci-dessus et la méthode de reconstruction
de () ci-dessus peut étre considérée comme effective pour toute valeur de p ou de ¢*.

Dans le théoréme @ ci-dessous, ’hypothése générique portant @ € {Q1, 2} est que @ est
une surface de Riemann nodale & bord bien définie de CIP5 dont le bord est une courbe réelle
lisse telle que bQ C {wowywse # 0}, (0:0: 1) et (0:1:0) ne sont pas dans Q*° = QN {wy = 0}
qui est supposée transverse et contenue Reg (). Le nombre p; est, selon la proposition [21] avec
Q € {Q1,Q2}, le nombre d’ondes de chocs hj, ..., hj,, telles que la fonction G définie part

peut étre écrite dans I'ensemble Z défini par sous la forme (hjyl)k Lot (hj7pj)k +
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P; ou P € C(Y), [X]. L'opérateur différentiel complexe 07 de (M,C,) est défini comme
précédemment

Théoréme 6 Soit (M, o) une structure de conductivité. On munit le fibré AY°T*M des (1,0)-
formes de (M,C,) d’une métrique hermitienne et d’une connexion de Chern D comme dans le
théoréme . On note M la courbe complexe nodale fabriquée par le théoréme@ et on note x (ﬂ)
la caractéristique d’Buler de M. On suppose que u = (ug, uy, Uy, u3) € C% (b]\J)4 satisfait a
Uhypothése générique suivante : le prolongement C,-harmonique u de u est tel que [0u] est
un plongement de M dans CPs et Q; = [0ug : Ouy : 0u;] (M), j = 2,3, vérifie les hypothéses
mentionnées plus haut. On pose p = max (pa,ps) et 6 = max (02,03) o §; = 2%” fan %

est le nombre ¢ défini dans le lemme |25 et p; est le nombre d’ondes de chocs intervenant dans
la propositz’on quand z, est dans l’ensemble Z défini . Alors

p<or = [ PTm_(w (5)

271 oM 80%

3 Structures de conductivité et métriques

Les conditions imposées & o pour étre une conductivité indiquent I'implication d’une
métrique naturelle. Il est remarqué dans [I6] qu’une forme volume p pour M ayant été, on
définit une métrique naturelle g, , sur M en posant pour tout t € TM

o ttap) AN Lp
G (1,7) = ( L (t"ap)

Sa classe conforme C, ne dépend pas de 1 et o se factorise (voir [16]) & travers C, au sens ou il
existe une fonction s, : M — R’ de méme régularité que o, appelée coefficient de conductivité
dans cet article, telle que lorsque (z1,x3) est un couple de coordonnées isothermiques locales

pour C,,
Mat$™> =" (5,) = s, (p) I (6)

pour tout p dans Pouvert de M ou (z1,z») est défini, I, étant la matrice unité d’ordre 2 et
dx = (dzy,dzs). Notons det o Papplication qui & tout point p de M associe le déterminant de
I'application linéaire o,. Alors @ entraine que det 0 = s2, c’est-a-dire s, = v/det . Si on note
¢, la conductivité définie par

0= S,.c, = Vdeto.c,, (7)

C, est aussi la classe conforme associée a ¢, et quand (z1,73) est un couple de coordonnées
isothermiques locales pour C,,

Matﬁi(ca) = ( (1) _01 ) déf

Autrement dit, ¢, est aussi 'opérateur de conjugaison agissant sur les 1-formes de M. De plus,
sid” =c,d, 0° = % (d —id”) est 'opérateur de Cauchy-Riemann associé a C, et

dodU = ds,d’U
pour toute fonction U € C? (M) Notons que par définition, 97 = 9%, 9% = 0% et d° = d° ;

ces opérateurs sont associés a la structure complexe C,.
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Supposons que C soit une structure complexe sur M, c’est-a-dire la donnée d’un atlas de M
qui fasse de M une surface de Riemann a bord de bord bM. Si x1 et x5 sont les parties réelles
et imaginaires d'une méme coordonnée holomorphe de M, les matrices jacobiennes relatives a
(21, z2) d’applications holomorphes commutent avec J. Cela signifie qu’on peut définir un ten-
seur ¢ : TM — T'M par le fait que dans de telles coordonnées, Mati®(c) = J. Par construction,
¢ est une conductivité de coefficient constant 1, cod =i (5 — 8) Y g et ¢ est son opérateur
de Hodge agissant sur les 1-formes quand M est muni de la métrique duale de celle définie sur
chaque Ty M par (a,b) it = a N *b = @a Ao (b).

La décomposition fait donc apparaitre une structure complexe naturellement associée

a 0. Celle-ci est unique au sens ou si ¢ est I'opérateur de conjugaison associé a une structure

complexe C' et si ' € (]Ri)M , Pégalité o = s'.¢/ impose, parce que detc, = 1 = detd, s, = ¢
puis ¢, = .

La formule @ montre que pour tout p € M, o, commute avec les automorphismes ortho-
gonaux de <TpM , (g,w)p) Lorsque M est une sous-variété de R3, en particulier si M est un

domaine de R?, et lorsque la classe conforme de g, , est induite par la métrique standard de
R3, ceci signifie que o est isotrope au sens usuel (voir [28] et [33] par exemple). La proposition
ci-dessous résume ce qui précede.

Proposition 7 Soit M une surface a bord orientée de dimension réelle 2. Une structure com-
plexe C sur M définit un tenseur de conductivité de coefficient égal & 1. Inversement, pour toute
conductivité o sur M, il existe une unique structure complexe C, telle que o = V/det oc, ot ¢,
est lopérateur de conjugaison associé a C,.

Ainsi, il est naturel de dire qu'une fonction f d’un ouvert U de M a valeurs dans C est
o-holomorphe si 97 f = 0, ou de facon équivalente, lorsque pour toute carte z : V — C de
I’atlas holomorphe de (M,C,), f o 27! est holomorphe sur 27! (U) au sens usuel.

Si (M’',0') est une autre structure de conductivité de dimension 2, une fonction f d’un
ouvert U de M & valeurs dans M’ est dite (o, 0’)-analytique si pour toute carte holomorphe
2 V' — Cde (M,C,), 2 o f est o-holomorphe sur f~' (V') N U, c’est-a-dire si 2’ o f oz}
est holomorphe sur 27! (f~* (V') N U) au sens usuel pour toute carte holomorphe z : V' — C
de (M,C,). Cette propriété se caractérise aussi par le lemme suivant.

Lemme 8 Soient (M, o) et (M’ o) des structures de conductivité de dimension 2, U un ouvert
de M et f: U — M’ une application différentiable. Alors [ est (o, 0")-analytique si et seulement
si (*Df)ocy = coo(*Df). Lorsque f réalise un difféomorphisme ¢ de U sur f (U), ¢ est (c,0")-
analytique si et seulement si p,c, = ¢y et en particulier si p, 0 = o’.

Preuve. Considérons des cartes holomorphes z : V. — C de (M,C,) et 2/ : V! — C de
(M',C,) et posons F = Matgjiﬁ’;) (Df) ou (z,y) = (Rez,Imz) et (2/,y) = (Re2’,Im2).
Alors

Mat{y:™, ((‘\Df) o cy) = Mat{5s, (‘Df) Mat{5.3") (co) ="F.J

(
(da’ dy’ (da’,dy’) (da’,dy’)
(dr.dy) (i) (de.dy) _
Mat(y™), (c, o ('Df)) = Matlyr) (o) Matie), (‘Df) = J'F

La relation (*Df) o ¢, = ¢, o (*Df) a donc lieu si et seulement si JF = F.J. Traduite sur les
entrées de matrice, ceci est équivalent au fait que Re f et Im f vérifient le systéme des équations

de Cauchy-Riemann, c’est-a-dire % =
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Supposons maintenant que ¢ = f ](;(U) est difftomorphisme. Puisque par définition, ¢, c, =

(’fo);1 o(cy)pol (D), ot p = Y1, le point précédent donne que ¢ est (o, o’)-analytique si
et seulement si ¢, ¢, = ¢,r. Par ailleurs, p,c, = (det 0),, .p,c, = det (o) .¢,¢,. Donc la relation
¢,0 =o' impose det (o) = det ¢, et @, co = Cor. W

Ce lemme permet de justifier notre commentaire a propos a propose de la remarque de

Tartar. La conductivité o’ est définie par M atEZifzgxgl)( ") = 125 P (o)) P ot D est la ma-

trice jacobienne de . Or M atgjzi’jzzg (o) = JM atgjﬁ’;j;)l)(a) et de méme pour o’. Puisque

de_t1‘1> Ji®J = d L et J2 = —I,, on obtient Matgjzizjiz; (o) = q)flMatggzgiz; (o) ® ce qui signi-

fie queo’ = p,0. Ainsi, ¢ est un biholomorphisme entre (M,C,) et (M’,C,).

Venons maintenant & 'opérateur de Dirichlet-Neumann. Supposons que M soit muni d’une
métrique Riemannienne ¢ arbitraire ; c’est en particulier le cas quand M est une surface réelle
de R?® muni d’une conductivité non isotrope. Désignons par v et 7 les champs de vecteurs
définis le long de bM tels que pour tout p € bM, (v,,7,) est une base g-orthonormée directe
de T,,M. L’opérateur de Dirichlet-Neumann «normal» NZ est alors défini pour toute fonction
suffisamment réguliére u : bM — R par

Ny = 0E,u (8)
o |y

ou E,u est I'unique solution de . Ainsi, lorsque u : bM — R est suffisamment réguliére,
dE,u = (E,uv)v* + (Eyut) 7" = (NJuw) v* + (du.T) 7.

Cette formule montre que la donnée de N7 qui dépend du choix d’une métrique peut étre
remplacée par celle de 'opérateur de Dirichlet-Neumann «différentiel» N7 défini par .
Dans le cas particulier ot detoc = 1, 0 = ¢, et il est noté dans [16] que 0 E, u|,,, =
(Leu) (v* +i1*) ott 9% = d — 0° et 0% est 'opérateur de Cauchy-Riemann de (M,C,) et ot
LS = % (N,f" — ia—“). Ainsi, on peut considérer dans ce cas 'opérateur de Dirichlet-Neumann

or
«complexe» 07 défini sur toute fonction suffisamment réguliere u : bM — R par

02u = 0“ E, ulyy, = (Lyvu) (V° +i77) (9)

Pour det o quelconque, on pose encore 07 = 0. Ceci signifie que pour u € C™ (bM), 67u est
encore défini par @ méme si o et ¢, ne sont plus forcément égales. Aussi, 67 et NJ ne sont pas
directement reliés car ils correspondent a des problémes de Dirichlet associés a des opérateurs
différents, a savoir dc,d pour le premier et dod pour le second.

Pour finir cette section, nous expliquons comment s’affranchir de la forme volume auxiliaire
. Puisque dans le probléme inverse envisagé ici, 'opérateur de Dirichlet-Neumann N7 et o |y
sont considérés comme connus, l'opérateur *, de conjugaison associé a la structure complexe
C, de (M, o) est connu quand il agit sur le fibré T}, M = SELlﬂMT L M. Ayant fixé une section lisse

et génératrice 7* de T*bM, on pose vi = — (x,), 75 pour tout s € bM. Par définition d'une
conductivité, bM > s+ 7% Av* est alors une section lisse du fibré des formes volumes de M et
peut étre prolongée en une forme volume lisse pour M. Bien que ce prolongement ne soit pas
unique, tout tenseur qui serait une conductivité pour 'un de ces prolongements le serait pour
tous.
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4 Reécupération de ’opérateur de Dirichlet-Neumann com-
plexe

Les sont abordées dans[I8] et le lecteur peut s’y référer. Cependant, pour des raisons
de simplicité, [I8] n’envisage pas le cas ou des nceuds sont permis dans le bord. Etant donné
que les surfaces de Riemann nodales que nous devons traitées sont produites comme la solution
d’un probléme de bord pour une courbe réelle lisse et qu’il est remarqué dans [12], section 3.2]
que de telles courbes complexes peuvent présenter ce type de singularité, on donne quelques
bases dans la section On prouve ensuite pour de telles surfaces I'existence de fonctions
Green nodales. La preuve du théoréme [5| qui permet de récupérer 'opérateur 67 est écrite a
la fin de cette section. Ce résultat est nouveau que des nceuds dans le bord soient présents ou
non. Par ailleurs 'existence de tels nceuds devrait étre considérée comme exceptionnelle.

4.1 Surfaces de Riemann nodale et distributions harmoniques

Dans cet article, une surface de Riemann nodale & bord () est un ensemble de la forme
(S/R) \m (bS) ou S est une surface de Riemann a bord, R une relation d’équivalence identifiant
un nombre fini de points de S mais telle que deux points distincts de bS sont dans deux classes
différentes et 7 est la projection naturelle de S sur S/R. En particulier, m,5 = |2§ est une
bijection.

On munit S/R de la topologie quotient de sorte que @ est un ouvert, Q = S/R et bQ =
7 (bS). On désigne par Reg () ’ensemble des points de () qui n’ont par 7 qu’un antécédent et
on pose Sing Q = Q\ Reg Q ; on définit de fagcon analogue Reg Q et Sing Q.

Si ¢ € Q (resp. ¢ € bQ), une branche intérieure de (resp. frontiére) de Q en ¢ est tout
sous-ensemble B de @ (resp. Q) pour lequel il existe un ouvert connexe V de S (resp. S) et
seVnat(q) tel que V\ {s} c 7! (Reg@), 7 réalise une bijection de V sur B et, si ¢ € bQ,
V' NbS est un voisinage de s dans bS. Un jeu de branches intérieures en ¢ de @ est dit complet
si leur union avec I’éventuelle branche frontiére de Q) en ¢ est un voisinage de ¢ dans Q.

() porte une structure complexe (nodale) naturelle qui est caractérisée par le fait que pour
toute branche intérieure B de Q, il existe un ouvert connexe V de S tel que 7 est un biholomor-
phisme de V' sur B. De méme, on donne un sens naturel aux notions de conductivité nodale (a
laquelle s’appliquent les considérations de la section précédente), de fonctions ou d’applications
nodales entre surfaces de Riemann nodale, holomorphes ou de classe C*, 0 < k < co. Avec de
telles définitions, 7 : S — @ devient une normalisation de Q.

Comme il est remarqué dans [I8] prop. 2], la notion d’isomorphisme nodal est un plus délicate
car les noceuds peuvent étre mélangés. Considérons une autre surface de Riemann nodale a bord
Q' qui est le quotient d’une surface de Riemann & bord S’ et notons 7’ la projection naturelle
de S’ sur Q'. On se donne une application nodale ¢ : @ — @Q'; ¢ est donc univaluée sur
Reg @ et multivaluée sur Sing Q. On dit que ¢ est un isomorphisme approximatif de surfaces
de Riemann nodale & bord si les deux conditions suivantes sont réalisées :

i) ¢ est un homéomorphisme de ™! (Reg @) NRegQ sur ¢ (Reg @) NRegQ'..

ii) Pour toute branche B’ intérieure (resp. frontiére) de @', il existe une branche intérieure
(resp. frontiére) B de Q telle que ¢ (B N Reg @) = B'NReg @' et le prolongement continu ¢ |§/
de I'application BNReg Q — B’, ¢ — ¢ (B), est un isomorphisme de surfaces de Riemann (resp.
a bord).

iii) Pour chaque ¢ € @, les branches de Q' en ¢ (g) sont les images par ¢ des branches de Q
en q.
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Si ¢ satisfait seulement (i) et (ii), on dit comme dans [I8], prop. 2] que west un isomorphisme
approximatif.

Les distributions et les courants dans les surface de Riemann nodales sont définies comme
d’habitude par dualité et bien sir, les distributions harmoniques sont celles dans le noyau de
dd°. D’aprés [I8], prop. 2] dont la preuve s’applique sans changement au cas (Sing @) NbQ # @,
une distribution v sur un ouvert W de @) est harmonique si et seulement si elle est harmonique
au sens usuel sur W NReg Q, continue sur W NReg Q ainsi que sur les branches de Q et si pour
tout point singulier ¢ de @ les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1) pour toute branche intérieure B de Q en ¢ suffisamment petite pour qu’on puisse
s’en donner une une coordonnée holomorphe z centrée en ¢, il existe cg € C tel que u }Qq’j\{q} —
2cp In |z| se prolonge & B en fonction harmonique usuelle.

2) " cp =0 ot B est un jeu complet de branches intérieures de Q en q.
BeB
Ceci implique qu'une méme fonction u continue sur b() admet plusieurs prolongements en

tant que distribution harmonique ; le probléme de Dirichlet pour u n’est bien posé que si pour
le prolongement U, on spécifie pour tout ¢ € Sing @ et toute branche intérieure B de Q en ¢, le
résidu cp de OU |g en ¢. En particulier, u désignant le prolongement harmonique de u o 7rb_s1 a
S, w1 est la seule distribution harmonique qui est continue le long de toute branche de Q\ {q}
et coincide avec u sur b(@ ; on I'appelle le prolongement harmonique simple de wu.

Pour une surface de Riemann nodale, on définit 'opérateur de Dirichlet-Neumann complexe
comme étant I'opérateur 67 = 0.9 ou cq est 'opérateur de conjugaison associé & la structure
complexe de @ et ot dans ([9) on utilise les extensions harmoniques simples.

4.2 Récupération de 07, preuve du théoréme
4.2.1 Fonctions de Green dans le cas lisse

Cette section rappelle des résultats classiques & propos des fonctions de Green pour une
surface de Riemann ouverte a bord S et qui dans la section [4.2.2) sont généralisés au cas nodal.

Une fonction de Green pour S est une fonction g définie sur S x S privée de sa diagonale
Az telle que pour tout ¢ € S, g, = g (g,.) est harmonique sur S\ {q}, continue sur S\ {g} et
présente une singularité logarithmique isolée en ¢, ce qui signifie qu’ayant choisi au voisinage de
g dans S une coordonnée holomorphe z centrée en ¢, g, — % In |z| se prolonge harmoniquement
au voisinage de q. g est dite principale si elle est symétrique, réelle et ses fonctions partielles
g, s’annule sur bS. La méthode de Perron montre qu’un telle fonction existe et le principe du
maximum implique qu’elle est unique.

Le probléme que nous voulons étudier est le calcul & partir de g de 'opérateur 0;9 qui a
u € O (bS) associe (0u) [ps ou u est le prolongement harmonique de u & S.

Sans perdre en généralité, on suppose que S est un domaine relativement compact dans une
surface de Riemann ouverte S pour laquelle g est une fonction de Green. On suppose aussi que
g est symétrique et a valeurs réelles.

Tout d’abord, on fabrique l'opérateur 7, qui & u € C'* (bS) associe la fonction T,u définie

sur S\bS par
~ 2
Tyu: S\bS > q+— —,/ udy, (10)
tJas

et qui se divise en T u = (Tyu)|sx on ST = S et S~ = S\S. On choisit une métrique

hermitienne pour S et pour TS prés de bS, un repére orthonormé direct (v, 7) tel que 7,5 €
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Ty,sS. Quand f est une fonction différentiable prés de bS, on peut alors écrire

of 0
of % (a—f - za—J;) (v +ir). (1)

Puisque I'image inverse de v* par l'injection naturelle S sur S est 0, on obtient que pour tout
u e C'(bS) and q € S\bS,

0 e :
(Tyu) (q) = U%T* + z/ u' g, e/ Dgu +iSgu’ (12)
as OV as

ouu = g—f et ot Dyu et Syu’ sont les classiques potentiels double-couche et simple-couche de u

et u/. Comme d° =1 (5 — 8), on obtient aussi que pour tout u € C°(bS) et q € g\bS,

DgU—/ ud’g, (13)
28

Comme Ty, D, et Sy se divisent en des opérateurs D et S . Il est alors bien connu que
pour tout u € C? (bS), Dyu = (Dgu) |s+ et Sju = (Syu)|s+ se prolongent a S= en fonctions
C', que Sy est continu sur S et que si u € C?(bS), les valeurs au bords Afu = (Dfu) |s

satisfont
Afu—Aju=u & Afu+ Aju= Nyu (14)

ou Ngyu est défini sur bS par

(Ngu) (p) = 2PV (/as udcgq> :

PV signifiant valeur principale. Selon , lorsque u € C? (bS), Tgiu se prolonge aussi & ST en
as fonctions C* qui vérifient

+ — 4 = + — =
Aju—A  u=u & Aju+ A, u=Ny.u

ou AX u = (T:Fu) s = AFu —iSyu’ et ot Ny ou est défini sur bS par

(Ny.cu) (p) = 2PV (% /as u@gq)

Ceci remonte aux travaux de Sohotksy en 1873 ou, plus tard, de Plemelj et figure dans de
nombreux livres. Le lecteur peut par exemple se référer a [34, chp. 7, §§11 | ou ces opérateurs
et formules sont prouvés avoir du sens quand u est dans les espaces de Sobolev. Une preuve
directe pour T, . et les fonctions C? se trouve comme cas particulier dans [27] qui étudie des
problémes similaires dans les variétés de Stein.

On utilise aussi I'opérateur Ng# deéfini sur tout espace de Sobolev H*® (bS) par densité de
C* (bS) et par, quand u € C* (bS),

u(@) 5 ) 7;)

S Vp

Vp € bS, (Nju) (p) = 2PV </B
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D’apres [34, Prop. 11.3], on sait qu’au sens des distributions,

Vp € bS, (Nju) (p) = u(p) +2lim 05 u

e0+ Ov

(p—evp) (15)

Supposons que pour une certaine fonction u € C* (bS), on ait trouvé une solution w €
C> (bS) a 'équation
u=w+ Ajw. (16)

Alors © = Dfw est une fonction lisse sur S telle que (D;w) lbs = Ajw = w + Ajw = u, ce
qui implique que D;w est le prolongement harmonique uw de u a S et que qu = (8D;rw) lbs
est calculable, ce qui est notre but. Ainsi, la question qui se pose maintenant est celle de la
caractérisation de I'image de Id + A.

Etant donné que g est symétrique et réelle, on sait (voir par exemple [34, chp. 7, §§11 ])
que pour tout réel s, Id + A est un opérateur de Fredholm de H* (bS) sur lui-méme et a un
index nul. Ceci implique que 'obstruction & résoudre dans H* (bS) pour une donnée dans
H?* (bS) est seulement de dimension finie et que Id + A est un isomorphisme sil est injectif ou
surjectif. Considérons I'identification standard H~* (bS) du dual de H* (bS) via la dualité (., .)
définie par densité de C* (bS)* dans H* (bS) x H* (bS) et par

(u, w) :/ uwT”
as

quand u,w € C* (bS). On peut alors considérer ’adjoint L*de tout opérateur L de H® (bS)
et obtenir l'identité Im L = (ker L*)L. Etant donné que Id + A, est d’image fermée en tant
quopérateur de Fredholm, on obtient Im (Id + A;) = (ker (Id + A;)*)L. D’apres , il vient
Id+ A; = %([djt Ny) et Ny =1+ 2A7. Pour w € C* (bS), on obtient que pour tout p € bS,

(Nyw) (p) = li_rg? (D;w) (p—evy) +w(p)
au sens des distributions. Avec , on en déduit que pour u, w € C* (bS)

(u, Nyw) = (u, w) + 2 lirél+ u(p) (Dg_w) (p—evy) U
=0T Jas

= (u,w) + 2 lim u(p) (/ w(q) o g (p—evp,q) Tp) Ty
ds a8 Vq

e—0t

: a * *
= (u,w) +21im [ w(q) (/ U(p)a—g(p—évp,q)m) 7y = (w, Nju).
ds as Vq

e—0t

Ceci prouve que (N,)" = N#, ce qui implique ker (Id + A;)* = ker (Id+ N7). On résume

g )
cette discussion dans le lemme ci-dessous.

Lemme 9 (1) On pose By = Id + Nj*. Alors ker B; C C™ (bS) et une fonction u € H* (bS)
est dans l'image Id + A si et seulement si (u, w) = 0 pour tout w € ker B,.

(2) Soit u € C* (bS,R) orthogonale a ker By et w € H*® (bS) telle que u = w + Ajw. Alors
w € C® (bS,R) et 05u = (0D} w) [ps -

(3) Quand g est la fonction de Green principale de S, T = D, et Id + A, est un auto-
morphisme de H® (bS).

Preuve. (1) et (2) ont déja été prouvées sauf le fait que w € C* (bS) et que ker B, C
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C* (bS). Les deux sont des conséquences de ce que Nf et A, sont des opérateurs pseudo-
differentiels d’ordre —1 (voir [34, ]). Pour u € C*° (bS,R) et son prolongement harmonique u
a S, la formule de Stokes appliquée & S privé d’un disque conforme arbitrairement petit A,
autour de ¢ € S donne

(Tgu) (q) = g/as (@0G, + G,0u)

7

2 / (@G, + G,75) + > / (3 A OG, + 0G, A7)
OA. S\Ae

7 ]

—3/ 40G, + O (5ne) + 0 — ii(q)
L JoA. e=0

Comme G et u sont a valeurs réelles,

Thu— -2 / (@G, + G,01) = —2 / d (0G,) — §0G,) = Thu
t Jas v Jos

Ceci livre Dfu = Thu = u. Ainsi, A5 = Id+ Ag est surjectif et, parce que son index est 0, un
isomorphisme de H*® (bS) comme annoncé dans (3). m

Remarque. Il est connu que Id + A est un isomorphisme de H* (bS) quand S C C est borné
et de complémentaire borné (voir [34] par exemple). Dans le cas général, il n’est pas difficile de
prouver que ker ([ d + Ag_) est formé par des valeurs au bord de fonctions holomorphes sur S \S
lisses jusqu’au bord et que l'opérateur de Dirichlet-Neumann C* (bS) 3 u +— ‘3—13 lps réalise un
isomorphisme de ker B, sur ker ([ d+ Ag_).

Ainsi, disposer de la fonction de Green principale de S permet d’éviter la résolution de
(16). Heélas, la méthode standard introduite par Fredholm in 1900 pour construire de fagon
effective une telle fonction de Green GG consiste justement & trouver pour chaque ¢ € S une
fonction w, telle que g, = w, + A, w, puis de poser G, = g, — D;wq. Heureusement, il n’est pas
nécessairement, pertinent dans notre probléme de calculer G car nous avons besoin de calculer
seulement un nombre suffisamment grand mais fini de 65u.

Comme mentionné dans la section suivante, toutes ces considérations s’appliquent directe-
ment au cas nodal.

4.2.2 Fonctions de Green dans le cas nodal

Définition 10 Soit Z une courbe complexe ouverte, éventuellement singuliére, d’un ouvert de
C2. Une fonction de Green pour Z est une fonction g : (Reg Z x Reg Z) \Agegz — R telle que
pour tout g, € Reg Z, 9q. = 9 (s, .) se prolonge a Z comme courant et i@ggq* est le courant de
Dirac §,, porté par {q.} - ceci implique en particulier que 0g,, est une (1,0)-forme faiblement
holomorphe sur Z\ {q.} au sens de [3]].

Lorsque Z est une surface de Riemann nodale ouverte, quotient de X, surface de Riemann
a bord, par une relation d’équivalence et lorsque m est la projection canonique de ¥ sur Z, une
fonction de Green simple pour Z est une fonction symétrique g définie sur (Reg Z x Reg Z) \Apeg z
pour laquelle il existe une fonction de Green g pour S & valeurs réelles et telle que g,, = T.3s,
au sens suivant : pour toute branche B de Z en q., image par m d’un ouvert V de ¥ tel que
V\{s.} C7 ' (Reg Z) ot s, € 7 (qu), 9y |8 = ™« (Gs. |v) dans un voisinage de q. dans B.

Une fonction de Green principale pour une surface de Riemann nodale a bord Z est une
fonction de Green simple g pour Z telle que si B est une branche de bord de Z, g |5 se prolonge
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contindiment & B par la valeur 0 sur BNbZ.

Détaillons maintenant la formule explicite de la proposition 17 de [19] établissant ’existence
de fonctions Green pour une famille & 1 parameétre de courbes complexes dont les singularités
éventuelles sont quelconques. On se donne une courbe complexe ) d’un ouvert de C2, Q un
voisinage de Stein de ) dans C2%, & une fonction holomorphe sur €2 telle que Y = {® = 0} et
d® |y # 0 puis un domaine strictement pseudoconvexe Qg de C? vérifiant

yO = y N QO - Qa
et enfin une fonction symétrique ¥ € O (Q x Q, C?) telle que pour tout (z,2’) € C?,
O()—D(2)=(V(,2),2 —2)

ou (v, w) = viw; + vaws lorsque v,w € C% On définit sur Reg ) une (1,0)-forme w en posant

o —d21 1
w= 93/02 sur Y- =Y N{09/0z # 0}
. +d22 2
w= 9%/ sur Y =Y N{0®/0z # 0}
et on considére N
2 -z
k(2 z) = det [ 5, U (2, 2)
2" — 2]

Lorsque ¢. € Reg ), [19, prop. 17 ] établit que la formule

(000 = 00 (0= 35 | K0k 0.0) i () A5 (0). (17)

définit pour )y une fonction de Green au sens ci-dessus. En outre, la preuve de [19] prop. 17 |
apporte que si ¢, € Reg )

0Gcq. = kg.w

*

ou k,, = %k (., ¢«). La proposition ci-dessous donne un complément utile.

Proposition 11 On suppose Y n’a que des singularités nodales. Dans ce cas, la fonction

0(000) = Rege(0n0) = 15 [ 5 (F@ak ) + (0 0) 0o ) () (o) (18)

est une fonction de Green simple de Y.

Preuve. Commencons par prouver que ¢, étant fixé¢ dans Reg Vo, g4, se prolonge en fonc-
tion harmonique usuelle le long des branches de )\ {g.}. Puisque g., est une distribution
harmonique sur Y\ {¢.}, on sait déja que g, |(Reg Yo)\{g.} est une fonction harmonique usuelle
et grace a [I8, prop. 2|, que pour toute branche B de )y en ¢, g.,. |5 a au plus une singularité
logarithmique isolée en ¢ et donc que g, ,, au plus un pole simple en ¢. Fixons ¢ dans Sing )y
et B une branche de ) en ¢. En diminuant B et en changeant éventuellement de coordonnées,
on se rameéne au cas o ¢ = 0 et ol ® est au voisinage de 0 de la forme

®(2) = (22— ¢(2) O (2) (19)

19



avec o holomorphe dans un disque V' = D (0,7) assez petit et © |z ne s’annulant qu’en 0. En
particulier, il existe une fonction 6 holomorphe sur V' telle que 0 (0) # 0 et © (21, (21)) =
2Y710 (21) lorsque z; € V, v désignant le nombre de branches de Yy en q. Sur B\ {q}, on a donc

w = g(zfl)z,:v—l' Considérons alors y une (0, 1)-forme & support compact dans B; x s’écrit donc
1

¢dzy avec £ € D (V). D’ou, par définition,

(094., x) = lim M)i(jl)

elo* 21€V\D(0,¢) 0 (Zl) 21

-~ ~

ot ky, (#1) = ky, (21,9 (#1)). Ecrivons

~

ky (21) € (21) = Z Ca g2y + /1 M D! (E*{*f/‘g)
0

2Y72dt idzy A dZ
0(z) ot Bp1 (v —2)! 1

tz1

ou l'expression DPf| .27 se lit comme étant la valeur prise par la différentielle totale d’ordre
p de f en w sur le vecteur (z, ..., z). Puisque fo% e?le=B-vilgh — 0 lorsque o + B < v — 1, on

obtient
0(7 / / 1 —t v—2 Dy—l (E g/e)
qx ) X e V 2 qx

Par ailleurs, il existe c € C et h € O (V) telle que expression de g,
soit idzl + hdz;. D’ou

177Nt didzy A dzy (20)

tz1

s dans la coordonnée z;

610 21€V\D(0,e) \ %1

Ecrivons £ (21) = £ (0) + &y 021 + §121 + fol (1 —t) D?¢|,, .23dt. 1l vient alors

(Ogaos x) = 71 o0 + / h(22) € (22) iden A dop (21)

21V

Comme ne comporte pas de dérivation de la mesure de Dirac en 0, la comparaison avec
impose ¢ = 0. Ainsi, g.,, | et g, | sont des fonctions harmoniques usuelles.

Vérifions maintenant que z'aégc,q* est le courant de Dirac en g,. Puisque g.,, n’a pas de
singularité dans les branches de )\ {qo}, on obtient grace a la version nodale de la formule de
Stokes que pour toute fonction test x sur ), <i85gc,q*,x> = <iagc7q*,5 f > est la limite lorsque
e — 0" de % /. oa. XO09cq. o0 A, est un disque conforme de rayon € centré en ¢,. Utilisant les
méme notations que ci-dessus avec v = 1 et ¢ remplacé par ¢, que nous pouvons considéré étre
0, on trouve que

\112 (07 0) B 90, (0) \Ijl (07 0)
6.(0) (1+1¢ (0)]%)

Avec ([19) on obtient par différentiation que ¥ (0,0) = 6 (0) et ¥, (0,0) = —¢' (0). Par consé-
quent, <280gc 4> X> = x (¢.) ce qui signifie i0g.,, = J,,. puisque §,, est & valeurs réelles sur

<iaggc,q* 5 X> =

X (g+)

les fonctions tests a valeurs réelles, ceci implique i90g,, = &, .

Fixons maintenant ¢, dans Sing ). Considérons une branche B de )} en ¢, suffisamment
petite pour qu’on puisse s’y donner une coordonnée holomorphe z centrée en q,. Puisque g
est symétrique d’apreés , ce qui précede implique que lorsque ¢, € B\ {¢;} tend vers g,
Jq. — 3= In|z — 2 (q.)| converge uniformément sur B vers une fonction harmonique de la forme
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984 — 3= In|z| ou gg  est harmonique sur B\ {¢;}. Pour la méme raison, si B’ est une autre
branche de ) en ¢s ou une branche de ), relativement compacte dans Mo\ {¢,}, ¢, converge
uniformément sur B’ vers une une fonction harmonique ggqu quand ¢, € B\ {gs} tend vers
qs- Quand B’ parcoure ’ensemble des branches de ), ces fonctions g,lg’qu se recollent en une
fonction gp 4, qui est harmonique sur B\ {¢;} pour toute branche B’ de ), dont la restriction
a B présente une singularité logarithmique en ¢, et telle que g,, tend au sens des courants vers
98,4, quand g, € B\ {¢s} tend vers ¢,. Procédant ainsi pour tous les points singuliers de ), on
constate que g est une fonction de Green simple pour ). m

On applique maintenant ce qui précede a la situation du théoréme On rappelle que
F:M— C? est 'application obtenue > en appliquant le théoréme |2 & un prolongement simple
(M,5) de (M,0). On pose Y = F(M) et on fixe un voisinage de Stein Q de ) dans C2,
c’est-a-dire un voisinage qui est une variété de Stein. Comme M = F (M) est relativement
compact dans Y, on peut sélectionner dans C? un domaine strictement pseudoconvexe
vérifiant M CC Yy = Y Ny C . On utilise alors la proposition [11] pour obtenir une fonction
de Green pour M. D’apres le corollaire ci-dessous, celle-ci provient d’une fonction de Green
pour M.

Corollaire 12 Les théses et notations sont les mémes quand dans le théoréme[] et g est la

fonction définie par . Alors gy = F*g MxM\A, €St a une fonction de Green pour (M,C,).

Preuve. Puisque F' : M — M est une normalisation (c,, caq)-analytique, h = F*g est
bien définie sur Hreg X Mreg\Aﬂreg ou Mreg =F-! (Reg @), symétrique et pour tout x € M,
hy = h (., ) est harmonique sur M ¢, \bM U{z}, continue sur M\ {7} et i0°97h est le courant
de Dirac , de M en z. Lorsque p € F~! (Sing ﬂ) N M et V est un voisinage connexe de p dans
M, B = F (V) est une branche intérieure de M en q = F (p) et on peut poser gir, = F*g, 5.
La proposition [11] implique que la fonction gy, ainsi construite est une fonction de Green pour
M.m

Nous pouvons donc appliquer les méthodes de la section [4.2.1] & g, puis transférer leurs
résultats sur M par image directe. Cependant, M et 67 devant étre calculés avant que M
ne puisse ’étre, il est plus pertinent d’appliquer ces méthodes directement & M et g. Etant
donné que bM est lisse, les espaces de Sobolev sur bM se définissent comme d’habitude et la
discussion de la section peut étre suivie littéralement. Ainsi, les opérateurs Ty, D,, A;E,
N, etc. sont définis comme ci-dessus (avec M au lieu de of S) et le lemme [9 demeure. On peut
maintenant prouve le théoréeme

Preuve du théoréme |5, Considérons u € C° (bM) et u son prolongement C,-harmonique
a M. Puisque d =0+ 07 et d” =i (5" — 8"), il vient 2i0°0° = dd” et @ est I'unique solution
dans C° (M) du systeme

ia"g"U =0 & U‘bM = U.

et 07w est donc la restriction & bM de la (1, 0)-forme C,-holomorphe 97u. Par définition, lorsque
B est une branche B de M, il existe un (unique) ouvert V' de M tel que Fgp = F ‘5 est un
(¢y, ¢A)-biholomorphisme. Puisque u est lisse, on en déduit que F,u est lisse le long de toute
branche B de M et que (00 (F).t) |p = (Fp).0°0°u = 0. Ainsi, o (Fregt) " se prolonge
harmoniquement le long de toute branche de M et définit sur M une distribution @ qui est
I'unique solution continue le long de toute branche de M du probléme

i0OW =0 & W |pm = fu (22)
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Ceci livre F*W = u ce qui signifie que u |y = <F ‘5(‘/)) W lorsque V' C M est tel que F' (V)
est une branche de M. Le lemme [§| implique par ailleurs que F' : M — M est holomorphe de
(M, c,) vers (M, cpq). Etant donné que les opérateurs différentiels complexes de ces surfaces
de Riemann (nodales) sont 07 et 0, on obtient u = 0 F*W = F*OW et W est le prolongement
harmonique simple f,u de f,u & M. Ceci livre donc 0%u = (F *a]@) loar -

Le noyau de B, (sans sa version nodal) est un sous-espace de dimension finie de C* (bM) et
quand u € C* (bM, R) est telle que f,u lui est orthogonale, toute solution w de I’équation f.u =
w+ Ajw est dans C°° (bM, R) et livre F.u sous la forme Tjw. Ainsi, 67u = (F*OT; w) |ppr. ®

Remarque. La preuve ci-dessus contient le fait que pour tout u € C* (bM), u = F *Ji\u ou u
est le prolongement C,-harmonique de v & M et f,u est prolongement harmonique simple de

friu a M.

5 Preuve du théoréme d’unicité [3

Dans cette section, on prouve le théoréme [3 et comme mentionné dans la section [2, on
compléte ainsi la preuve de [16, Theorem 1] ainsi que celle du résultat Henkin-Santacesaria cité
par le théoréme [2| L'une des étapes de la preuve du théoréme [3| utilise [20] dont les lemmes 11
a 14 avaient été écrits au départ par 'auteur de ces lignes pour donner une preuve compléte du
théoréme ci-dessus.

On note (Uy) et (U;) les extensions harmoniques de u & M et M’ respectivement. Par
hypothése, F' = [0U] : M — CP,, et F' = [0U’] : M’ — CP, sont bien définies, coincident
sur y et f = F|, = F'|, plonge v dans {wy # 0} ot wy, ..., w, sont les coordonnées homogenes
standards de CPP,,. On munit 6 = f () de l'orientation de v transportée par f. Les hypotheses
de régularité faites sur M et M’ impliquent que F et F’ sont de classe C*. On pose

Y =F(M)\o, I = F~1(5),

~ ~ CP,\S
M=M\T, F=F|[;’,

M, ={dF #0} & M, = {dF =0}

Puisque f est un plongement de v dans {wq # 0} qui est isomorphe & C", il existe un voisinage
G ouvert de v dans M tel que F; = F'|g soit un plongement de G dans C2; I'orientation de
0 est donc aussi celle induite par celle naturelle de GG. Lorsque A est un espace topologique,
on note C'C (A) I'ensemble des composantes connexes de A. Si A C M et B C F(A), on
note v (F, A, B) le degré de F { B quand il existe. On adopte pour M’ des notations similaires
a celle prises pour M. La notation D, , (U) désigne l'espace des (p, q)-formes de classe C*°
A support compact dans un ouvert U dune variété complexe. La notation H¢ (E) désigne la
mesure d-dimensionnelle de Hausdorff d’'un ensemble E' quand ceci a un sens.

Lemme 13 T'\y est un compact de M et'Y est une courbe complexe de CP,\J.

Preuve. Puisque F¢ plonge G dans C2, TNG =~ et I\y=TnN (M\G) est un compact
contenu dans M. En particulier, M = M\T" est une surface de Riemann ouverte. Par construc-
tion, I est propre car si L est un compact de CP,\d, F~' (L) est un compact de M qui ne

rencontre pas I' et donc est un compact de M. Par un théoréme de Remmert, inutile dans le
cas tres simple n = 1, Y = F(M) est un sous-ensemble analytique de CP,\d. m

Lemme 14 F, [M] est un courant normal positif porté parY et dF, [M] = [5).
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Preuve. Si x est une forme lisse & support compact de CP,,,

(. [M],x) = / F*x.

M

F, [M] est donc un courant de bidegré (1,1) porté par F (M) c’est-a-dire Y. Il est positif car si
X € Dy 1 (CP,) est positive, (F7*x) |a est une (1, 1)-forme positive de M car I est holomorphe
et donc (Fi [M],x) = 0. Soit £ € C* (CP,) tel que x = &wps OU wWpg = %851n|w]2 est la
(1,1)-forme qui induit la métrique de Fubini-Study. On a alors

(R 01 < [ Il Frurs < el [ Foms
M M
Comme [|x|| = sup ||x,]| et
peCPy,

Poll = - (5, 2)]

max
st €TpCPn, Il ps=IItll ps=1

= () max (wrs), - (s,8)| = € ()]

s,t€THCPy, |Is]l pg=lItll ps=1

on obtient que la masse de F [M] est finie et au plus [, F*wpg. Si x € D (CP,),

@F.[M)) = (R 1)) = [ Fax= [ dPx= [ Pa= (el
M M vy
Autrement dit, dF, [M] = F, [y] = [0]. En particulier, la masse de dF [M] est finie ; F, [M] est
un courant normal porté par Y. m

Lemme 15 F, [M] |@pn\5 est une chaine holomorphe positive de CP,\d portée par'Y .

Preuve. Etant donné que 7' = F, [M] est porté par Y et que Y = Y\§, S =T ‘Cpn\g est
un courant normal et donc localement rectifiable de CP,\d, sans bord et porté par Y. D’aprés
€ ZN tel que S = Z n; [Y;] ot

1<G<N
(Y;) est la famille des composantes irréductibles de Y. S étant par ailleurs un courant positif
d’apres le lemme , les n; sont des entiers naturels. m

le théoréme de structure 2.1 de [12], il existe donc (n;),;

Lemme 16 F,[M]=F,[M'| etY' =Y.

Preuve. D’aprés le lemme (14} le courant T' = F, [M]| — F| [M'] est un courant normal sans

bord de bidegré (1,1) porté par Y U Y”. Il est par conséquent de la forme Z n;[Z;] ou
1SN

(n;) € (Z*)" et les Z; sont des courbes complexes compactes irréductibles de CP,, contenues
dans Y UY”. Soit Z 'une de ces courbes. ZN§ # & car sinon F~! (Z) est une courbe complexe
compacte contenue dans M ou M’, ce qui est exclu. L’une des composantes connexes 3 de  est
donc contenue dans Z ; on munit S de 'orientation induite par ¢. 3 étant lisse, il existe dans Z
une surface de Riemann (lisse) B telle que B\f est contenue dans (CP,\d) N RegY N RegY’
et n’a que deux composantes connexes B~ et B™T.

Par construction, B~ est une surface de Riemann ouverte connexe contenue dans la courbe
complexe Y UY” et donc I'un au moins des deux nombres H? (B~ NY) ou H?> (B~ NY’) est
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strictement positif, par exemple H? (B~ NY) > 0. Puisque B~ est connexe, ceci implique
que B~ C Y. Etant donné que 3 est contenu dans les bords de Y et B, on en déduit quitte &
diminuer B, que Y N B C Z et donc que Y N B C B~ U B™.

Supposons que H? (BT NY) = 0. Alors, comme B C RegY, Bt NY =@, Y NB = B~
et, par force, B* C Y’. Supposons en outre que H? (B~ NY’) = 0, alors, quitte & diminuer B,
on a de la méme fagon qu’auparavant Y’ N B = B* et donc d[Y] = —d[Y’] prés de 5. Ceci
est incompatible avec le fait que F, [M] et F.[M'] sont deux chaines holomorphes positives de
CP,\¢ portées respectivement par Y et Y. Par conséquent, H? (B~ NY’) > 0 et donc B~ C Y.
D’ou B C Y/ puis Z C Y’, ce qui est de nouveau une contradiction. Revenant & notre premiére
supposition, on en déduit que H? (BT NY) > 0 et donc B C Y, ce qui est de nouveau absurde.
Le lemme est prouvé. m

Lemme 17 Lorsquey € Y, M, = F~1 ({y}) est un ensemble fini et v :Y : y > Card M, est
bornée.

Preuve. Supposons que F~ ({y}) est infini pour un un certain y € Y. Si F~! ({y}) posséde
un point d’accumulation dans M, F' = y sur une composante connexe de M et donc sur un
ouvert non vide de 7. Dans le cas contraire, F'~! ({y}) posséde un point d’accumulation dans
v et dF' s’annule en ce point. Dans les deux cas, ceci contredit que F' |, est un plongement.

Supposons que v ne soit pas bornée. Il existe alors (Ym) €) Y telle que (Vi) = (v (ym))
a 400 comme limite et (y,,) converge vers y. € Y. Puisque M est compacte, il existe dans

M une suite convergente de limite 22 € F~! ({y,}) et une extractrice ¢ : N — N telle que
Yo(m) = F (2,,,) pour tout m € N. Si dF' ‘gcg £ 0, il existe un voisinage ouvert Uy de 2 dans M tel
que Vo = F (Up) est une surface de Riemann (a bord si 22 € v) et F |g((’) est un biholomorphisme
(de surfaces de Riemann & bord si 20 € 7); on pose m? = 1 dans ce cas. Si dF |0 =0, 2§ ¢ v
et on peut choisir des coordonnées holomorphes ((,...,(,,) pour CP, au voisinage de y, tel
que Pordre d’annulation m, de (d ({0 F),...,d((, o F)) en z° est aussi celui de d ({; o F) en
22. Dans ce cas, il existe un voisinage ouvert Uy de 20 dans M tel que si y € Vy = F (Up),
¢, (F (y)) a exactement m? antécédents par ¢; o F dans Uy, deux & deux distincts si y # y, ; si
y € Vo= F (Uy), y a donc au moins un antécédent par F' dans Uy et au plus m?.

Supposons que nous disposons dans F'~* (y,) de k + 1 points deux & deux distincts 29, ..., z¥
et de voisinages ouverts Uy, ..., U de ces points dans M tels que pour tout j € {1,...,k},

1< Card F Y (y)NU; <miet Uy C M\V;_youV;_; = U U, Alors Card F71 (y,) NV} <

1<4<j—1

> mJ et puisque M\Vk+1 est compact, on peut donc trouver une extractrice p : N — N telle
0<j<k
que pour tout m € N, ! (yw(m)) N (M\Vkﬂ) contient au moins un point ¥+ qui, lorsque
m tend vers +o0 , tend vers un point z¥*1 € F~! ({y,}). Comme précédemment, on peut alors
trouver un entier m**! et un voisinage Uy, de z¥*! dans M tels que 1 < Card '~ (y,) N Uy <
mbtt,
k

*) JeN de points deux a deux distincts de My,

On construit ainsi par récurrence une suite (:U
ce qui est impossible. v est donc bornée. m

Lemme 18 Soit h € O (M) N C°(M). Alors F,h est holomorphe et bornée sur RegY et
F*F.h = (F.h)oF' € O(M')NC° (M)

SPuisque B~ Nd = @, B~ = (B-NY)U (B7\Y). B-NY est un ouvert de B~ car par construction,

B~ Cc RegY NRegY”. Il est non vide par hypothése. Donc B~ =B~ NY CY.

24



Preuve. Par définition F.h est la fonction définie sur Y par (Fih)(y) = >, h(z).

z€F~1(y)
Soit ¥, € (RegY)\F ({dF = 0}). Posons F~! (y.) = {@.1,...7ax} ot k = v (y). 1l existe un
voisinage B de y dans RegY tel que pour tout j € {1,...,k}, il existe un voisinage A; de
x4 dans M pour lequel F;, = F ‘ﬁj est un biholomorphisme. Supposons que (y,) € BY
converge vers ¥, et Card F~!{y,} > k pour tout n. Pour chaque n € N, il existe donc
a, € M\ {Ffl (Yn) s s Fy " (yn) } tel que F (an) = y,. Quitte & considérer une sous-suite, (a,,)
converge vers un point a de M qui vérifie F' (a) = ¥,. Etant donné quey € Y = F (M) \F (bM),
a ¢ bM et il existe j € {1,...,k} tel que a = z,;. Pour n assez grand, a,, et Fj_1 (yn) sont alors

deux points distincts de A; qui ont la méme image par F', a savoir y,,. Ceci est absurde. Donc,

F,h= 3 hoF; ! est holomorphe au voisinage de. De plus, |F.h| < k||| et k = v (y). Fih
1<k

est donc bornée d’apres le lemme [17] Etant donné que (RegY) N F ({dF = 0}) est fini, F.h se

prolonge holomorphiquement & Reg Y. Ceci implique que F"*F,h = (F,h)o F" est holomorphe et

est bornée sur M'\ F'~! (SingY'). Comme F'~! (Sing V') est un ensemble fini, F"*F,h se prolonge

holomorphiquement a M'. =

Lemme 19 Siw' € C*0 (M) N QY0 (M), il existe w € CH0 (M) N QY0 (M) telle que w|, =
Wy

Preuve. Il s’agit de constater que w’|, vérifie la condition des moments quand ~y est vue
comme le bord de M. Soit donc h € O (M) N C° (M). D’aprés le lemme , g=F"F.h €
O (M')NC° (M'). Puisque f, [y] = [4],

L he! = L F*F, (ho') = /5 F, (o)

_ /7 (F*F,) (ho!) = / A(F"F) () = 0.

car F*F,h € O(M')NC° (M') et ' € QY0 (M'). m

Preuve du théoréme Puisque par hypothése [(3Uz)0< Kn] est une application bien
définie de M dans CP,,, on peut utiliser le lemme 12 d’adjonction de [20] qui bien, qu’écrit
pour le cas particulier n = 2, s’applique sans changement pour n quelconque dans N* : il existe
des fonctions U, 1, ..., Uy harmoniques sur M et continues sur M telles que [(GUg)O <l< N} est
un plongement de M dans CPy. De méme, il existe des fonctions Uy, ..., Uy, harmoniques

sur M’ et continues sur M’ telles que [(3Ué)z€ (0, N+1,.. N,}] est un plongement de M’ dans

CP,4n/—n. Lorsque £ € {N +1,..., N + N}, le lemme [19) donne que (9U)) |, se prolonge a M
en une (1,0)-forme holomorphe ¥,. De méme, lorsque ¢ € {n+1,..., N}, (OU,) |, se prolonge
a M’ en une (1,0)-forme holomorphe ¥,. Considérons alors

dé

2 = (OUg, o1, Uy, DU 10, U, Sy 1y ooy Envint) 2 (Se)geres
/ déf
2 = (00U By oo Sy O o Uk ) (g
Par construction ¥ et ¥’ coincident sur v. Notons (wy)o . les coordonnées naturelles de C**.
Lorsque 0 < £, < n, [X]|{av, 20y Sécrit (OU,/0U,,), - dans les coordonnées naturelles de Ct

identifié & {w,, # 0}. Notons py, la projection naturelle de C sur CV, (20) g0, — (20)octa N, 120, -
L’application (0U/0Us, )ocpcn. 120, €St Par construction un plongement de {0U; # 0} dans
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CN. [¥] est par ailleurs injective car M = P {0U, # 0} et car une relation de la forme

[X] (z) = [X] (y) impose y € (BUQ 20 {0U,; # 0}. [¥] est donc un plongement de M dans CPy.
s

De méme, [>'] est un plongement de M’ dans CPj. Remarquant que la preuve du lemme

n’utilise pas que F' est une application canonique, c’est-a-dire de la forme [0U], ou en utilisant

le lemme 8 de [20] qui montre que ¥ et 3 sont forcément de ce type, on en conclut que

Y (M) = ¥ (M) puis que M et M’ sont rendues isomorphes par une application dont la

restriction a « est l'identité. m

6 Reconstruction d’une surface de Riemann

Comme expliqué dans la section [2, une étape de la reconstruction d’une structure
de conductivité deux dimensionnel générale est le cas particulier de la reconstruction d’une
surface de Riemann a partir de son opérateur de Dirichlet-Neumann qui elle-méme se raméne a
la reconstruction & partir de son bord orienté¢ Q) d’un domaine relativement compact @ d’une
surface de Riemann nodale ouverte () de CP,.

Cette derniére tache est accomplie en utilisant les indicatrices de Cauchy-Fantapié de @)
définies par la formules (). Le théoréme de la section et la proposition qui sont
les principaux résultats de la section [6.5, apportent des nouveautés sur la caractérisation et
I'unicité des décompositions en sommes d’ondes de chocs.

Pour la commodité du lecteur, on liste ici certaines des notations utilisées dans cette section.
U, L. et G}, sont définis avec ; Q% q, b1, B, Ureg; Z, Zrogs £, Zrog, p, p sont définis au

début de la section ; Npj et Spp - ; C[X,Y) et C, [X,Y) : proposition ; Nl? et S,? :
fin de la section ; Py : ; B> et py, : ; 0, Gm et CNka : lemme ; (0Q), : début de
la section [6.2[; €y, K, Ky, L - ; Sk, et P :définition ; H, £ 11, F : définition ; Fi
corollaire [33]

6.1 Décomposition des indicatrices de Cauchy-Fantapié

Cette section précise des notations de la section [] et rappelle un résultat de Dolbeault
and Henkin qui donne une décomposition des indicatrices de Cauchy-Fantapié associées aux
intersections des droites L, avec la surface de Riemann nodale () a reconstruire.

Sans perte de généralité, on suppose que bQ C {wowwy # 0}. A partir de maintenant, on
fait en outre ’hypothése générique et donc peu restrictive, que

(0:0:1),(0:1:0)¢ Q=@ th {wy =0} CReg@Q

ou M désigne une intersection transverse. Dans cette situation, ug = ﬁ—g peut étre choisie comme
coordonnée pour () au voisinage des points de Q*° et il existe pour chaque ¢ € Q*° une fonction
g? holomorphe au voisinage de 0 dans C telle qu’au voisinage de ¢ dans CPy, () coincide avec
{(up :uy : 1); uy = g7 (up)}. On note alors (Xglug) la série de Talyor de g? en 0. Pour g € Q°°,
on a donc

q:(O:ggzl)déf(O:bq:l).

On pose aussi et
E*=Cx{-1/b%; g€ Q>}.

On note U l'ouvert de C? formé par les points ou les G, sont définies. Lorsque X est une
partie de U, on note X,o 'ouvert de C? formé par les points z = (z,y) de X tels que Q
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et L, = {w € CPy; zwy + yw; + we = 0} se coupent transversalement () en chaque point de
QN L, ; on pose Xgng = X \Xreg i bien que Ugpg est un sous-ensemble analytique de U.
Bien que U puisse étre compliqué, U contient un ouvert commode. Posons

gé%g |wa/wo|

& p=max{p, [1/t%]; ¢€ @7}, (23)

- FreY
p=max | U8 [w2/wnl min |wy /w|
webR

et sélectionnons un réel a tel que 0 < o < Tmin |w; /wpl. Alors les ensembles ci-dessous jouent
webQ

un role essentiel :

Z={(r,y)€C% p<lyl & [z| <alyl} & Z"=2Z\(CxR.) (24)
Z={(x,y)eCs p<lyl & x| <alyl} & Z*=2Z\(CxR.)

Remarque. Les hypothéses (0:1:1),(0:0:1) ¢ Q (qui assure que Q> C {wjwy # 0}) et
Q> C Reg(Q simplifient quelques énoncés et calculs mais ne sont pas vraiment obligatoires.
Pour certaines formules, nous indiquons une version quand Q> N Sing () # <.

Le lemme ci-dessous assure que le procédé de reconstruction amorcé avec la proposition
aboutit bien a la connaissance compléte de () ; pour le reste de cet article, ) est le disque unité
ouvert de C.

Lemme 20 Pour tout w, € Q@ N{wy # 0} et tout R € R, il existe z € Uyeg N (C X C\Rﬁ) tel
que w, € L.
Preuve. Soient R € [p, +oo[ et w, € @ tel que w.q # 0. Posons (, = (u u) Les points

Wx0’ W0
z = (x,y) de C? tels que w, € L, forment la droite L}, d’équation = + y(,4 + (,, = 0. Si
L;, (R) = L, N (C x C\RD) ne rencontre pas U, c’est que pour tout y € C\RD), il existe
Etant donné que b@ est une courbe réelle, C\ RD ne peut étre contenu dans I'image de b() par
C s —% Ainsi, LY, (R)NU est un ouvert non vide de L, .
Recouvrons @ N{wgy # 0} par une famille localement finie B de branches de (). Pour chaque
branche B € B, on se donne une fonction holomorphe f définie sur un ouvert Vg de C2 tel que

B={(1:¢(;:¢); CeVs& fp(() =0}

et dfp ne s’annule pas sur B. Notons E (R) 'ensemble des z de L (R) tels que L, et () soient
tangentes en un point de L, N Q. Un point z = (z,y) de C? appartient a F (R) lorsque |y| > R
et qu’il existe B € B et ( € Vp vérifiant les conditions

dans 6@ d'un élément w = (1:(; : (y) tel que w € L(_y¢, ., ), ce qui implique y =

fB(Q) = 0, 2+y(q+Ce=0, v+y(+{ =0,

3, © 7 v =557, " 05/00,

Lorsque ¢ # (,, ceci impose (,; # (; et —g;ﬁ;gg; Q) = C*Q <2 Les points ( vérifiant cette

équation forment donc un sous-ensemble analytique C'g de E? A ce titre, Cg est soit discret,
soit égal a B.

Supposons que Cp = B pour un élément B de B. Alors 0fp/0(, ne s’annule pas sur Vg et
on peut trouver localement une fonction ¢ telle que f (¢) = 0 si et seulement si (, = ¢ (¢;). La
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!/ !/
fonction ¢ vérifie alors ¢’ (¢;) + ﬁg@ (¢y) = 4*5*—2@’ c’est-a-dire (ﬁg@ (C1)> = (Cla—g%l) .
Dot ¢ ((;) = (¢; —(,;) ¢ + (.5 OU ¢ est une constante. Dans ce cas, B est un ouvert de la
droite d’équation ¢, = ((; — (,q) ¢ + (,o. Puisque @ est connexe et n’a que des singularités
nodales, ceci implique que () est elle-méme contenue dans cette droite. Il suffit de prendre y
suffisamment grand pour obtenir que L(_y¢,, —¢,,) De coupe @ que transversalement. Lorsque
Cp est une partie discréte de B, 'ensemble E (R, B) des éléments z de L}, (R) tels que L.
et B soient tangentes en un point de L, N B est contenu, du fait des relations ci-dessus, dans

un ensemble discret. Puisque B est localement finie, on déduit de I'étude de ces deux cas que
L, (R) rencontre Uy N (C x C\RD). m

Le point départ de toute cette section est la proposition [21] ci-dessous sur les indicatrices
de Cauchy-Fantapié de () définies par . Ce résultat peut étre extrait comme cas particulier
du théoréme II et du lemme 4.2.2 obtenus par Dolbeault et Henkin dans [9] ; leur preuve qui
consiste a utiliser la formule de Stokes s’applique sans changement au cas ot Q> contient des
noeuds de (). Dans cet énoncé et ensuite, on utilise les notations suivantes lorsque Ay, ..., hy
sont des fonctions & valeurs dans C et £ € N,

Nogw= 3 hE, Swe= > hj-hy, (25)

1<j<p 1<j1<<gp<k

Les identités de Newton sont que pour tout £ € N*,

Npx = (—1)k_1 kShx + Z (—1)k;_j_1 ShiNhk—j (26)
1<y<k-1
(-)*" 1 i1
Shk = TNh,k + 7 Z (=1 SnjNhk—; (27)
1<j<k—1

On note C[X,Y) 'ensemble des éléments de C (X,Y") qui sont des polyndomes en X. Cy [X,Y)
désigne 'anneau des polynomes en X de degré au plus k dont les coefficients sont des fractions
rationnelles en Y. Une onde de choc est par définition une fonction A holomorphe sur un ouvert
de C? telle que dans le systéme (z, %) des coordonnées standards

oh _ Oh

ISR A 2
oy ox (28)

Proposition 21 (Dolbeault-Henkin, 1997) Soient z, € Uyeg\E™ et p = Card (L., N Q). Si
U, est un voisinage suffisamment petit de z, dans U,g, il existe des ondes de choc hy, ..., h, sur
U, dont les images sont deuxr & deux distinctes telles que pour tout z € U,

L:NQ={(1:hj(2): =z —yh;(2)); 1 <j<p}.
En outre, pour tout k € N, il existe P, € Cy [X,Y) tel que pour tout z € U,

De plus, notant n injection naturelle de Q) dans CPy, P, = > Res (n*Q’j, q) et
qeQ>

0Py k 0Py
Y k+1 90X
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D’un point de vue pratique, la principale difficulté pour extraire des équations les
fonctions symeétriques des h; provient des polynomes P. [I] contient une méthode quand ¢ €
{1,2}. Pour celle proposée dans cet article, il faut commencer par apporter des précisions sur
les polynomes P.

Lemme 22 Py = —¢™ ou ¢ = Card Q™ et posant P, = >, ppmX™ lorsque k € N*,

o<m<k
D = #p(kﬂ) & Prm = Lp(m) m e {0,...k—1} (30)
T (=t B ml (k= m) e
En outre, st on pose
B =[] a+vv? (31)
qeEQ™
Alors
b4 B>’
p— = 2
Pu= D Ty T B (82)
qeEQ>
_ g1 D101
P1o = Z 1 + qu - B (33)
qeEQ™>®
k pq »
k,0,j k,0,j
Po=D D s =) Ty R EN (34)
J=1 qeQ> (1+ Yy J=1 (B>)

ou les pzo sont des polynémes universels en les coefficients du jet d’ordre k — j + 1 de Q) en
q et proj = Zpk 0 1 (1 +Yb?) . En particulier, P, ne dépend pas de z, et est entiérement

déterminé par les k (¢™ + 1) nombres b4, pz’w, (q,7) € Q> x {1,....k}.

En outre, P, admet un développement en série de Laurent de la forme > Py, ®Y™ ou
m<—1

Py € Cyy [X] lorsque =1 = m > —k and Py, € Cy [X] lorsque —k > m.

Remarque. Dans le cas ot Q> NSing ) # &, la formule (31)) devient B* = ] (1+ Y )" @
qeQ>

ou v (q) désigne le nombre de branches de @ en ¢, (32)) reste inchangée et dans (33), il faut
q qu NS : . .
remplacer ¢gf par Y gy ou la sommation se fait sur un jeu complet de branches de @ en ¢ et
B

gf 4= (gB )/ (0), gP désignant la fonction holomorphe telle qu’au voisinage de 0, une équation

de la branche B est u; = g (uy).
Preuve. Supposons que soit vérifiée pour un entier £ non nul. Alors

k41 xm+l Xk+1
P =P 0,Y)+ —— ’
i1 = Pri1 (0,Y) + 2 ( Z Pkm +1+pkkk+1

o<m<k—1
k+1 (m+1) 1 e
= § D xml ) ke
= Prrio (m+1)! k—m)pk’m’o * piP1
o<m<k— 1
k+1 (m) (k)
= ) Xm 4 =
= Prriot o= (m+ 1) (k+1— m)pl€+1 mo T AL

Ce qui prouve (30)) par récurrence.
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Soit maintenant k € N et z = (x,y) € U\E™. Dans les coordonnées affines (ug,u;) =
(m %> de CP,, QF s’écrit

wa? w2
o = (W) R () (aduotydu duy)
z up ) st U rug +yur + 1 ug
On fixe un point ¢ de Q> et pour simplifier les notations, on écrit g au lieu de ¢g? (et donc g,

pour g4) et u pour ug pour quelque temps. Au voisinage de ¢ dans Q, la forme 7*Q* s’écrit dans
la coordonnée u sous la forme

Ok — (+yg)g" 9"\,
# ukF (1+zu+yg) ubt! '

Notant par (f, u") le coefficient de u” dans la série de Taylor en 0 d’une fonction f holomorphe
au voisinage de 0, on obtient

: +y9') g*
k (’Z) S (7] 27Q) €s (1—|—a:u+yg)uk’ <g , U >

En particulier Py (z) = —1 et donc Py = — Card Q. Supposons désormais k > 1. Notons alors
que

7 A GRS U Y

1+2u+yg 1+2u+yg
et que si g1 =3 anu”, 1 (¢F —g8) = X 2w, ce qui livre

neN neN*
k / k-1
g = J'g
Res <Wdu,0> =k = Res< o du,0>

Par conséquent,

k
g 1+ 2u b1

P! (z) = Res ,0 ) — Res ‘"1, 0

<) ((1+xU+yg)U’“ ) ((1+wU+y9)ukgg )

_ N /
— Res ( T (g ug) g gk,‘—l’ O) )

(14 zu+ yg) uk

Puisque g — go = O (u) et (x,y) ¢ E*, 1+ ygo # 0 et il vient par ailleurs pour u assez petit
que

1 ~ (1+yg)”" -y (—1)""
(

n—1
N - w [Tu+ Yy (9 — go .
l+zu+yg 1+ xu—ﬁ(;g_og()) = 14 ygo) [ ( )
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Or pour tout n € N*

[z (g —ug) — g1g" " [zu+y(g—g0)]""

_ Z ( 2"ty (g — ug') (gl— go)" " >
—g'amy" " (g = go)" T ™

n

> Crntamy g (g — ug') (9 — go)" " wm !

m= 1

- Z ™y g g (g = go)" T

—y" 19’9‘“ Hg =) +ang (g —ug)u!
_ n—1 m /
- m, n—1l—m nd— g (g —ug ) (9 - 90) _ n—1l-m m—1
+ 2 ™y < Sl gghy (9 — %) u
Donc
Pl (2)
Zk: y " Hgd" (g —g0)" " u 1’“:%“3" ("' (g —ug'),uF™)
= yCoy (g ug') (9—90)) nelem g >
+ rm n—1-m -~ o U m

D’ou Pl (z) = > pi,, (y)x™ avec

1) Y” 1 B (_1)k+1 k
q ( /k 1 k—1 q 0
p = gyg g gO , U y P -
etpour l<m< k-1,
Prm
Ynlm mlkl / m 1 k—1 n—l-m  k—m
= Z (yers (9—ug') (9= g90) + Cr19'g" ") (9 — 90) ,utm)

m+1 (1 +Y90

En particulier,

g _ _—H & pl. — 9o
Pip 1+ Y Pii= 37~

Par ailleurs, pour tout n € N,

(-n"y"t  (-1" (1_ 1 )"‘1

(1+Yg)"  got(1+Yg) 1+Ygo
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D’ou

1)1t k 1 anfl / o
Plo=)> =1 ~Z( >n_1"1<gg’“’1(9—go) okt

= (1+Yg) = %
k k-1 -1k j—1
—0 (_1) ( ) Coa gy k— 1 n—1 k-1
=—=+% - pow— <9 (9 — 90) , U >
(L+Yg) & 1+ Yg) Z %

On remarque que <g’g’“ Lg—g0)"" ,U’H> =196 91 = glgp " et que

<g’g’“ 1(g—go)’“_z,u’“*1>

= (g1 + 2000+ O (%)) (g0 + gru+ O (u?))" (91U+92u2+0( )

= (914 292u) (96" + (b — 1) g6 2qau) (9 w2 + (k — gzuk 1) +0 (u*)

= (196" + (29206 + (k= 1) g6~ 2g?) u) (g7 2u®” 2+(k “gout 1) + 0 (u")
_giﬁt lg(k)) luk 2+|:ggo (k 2) g2+|:2g2gk 1+(k_1 k22j| ]uk 1+O<uk)
= g b T+ kg g P ge 4 (R — 1) g5 g T+ O (uF)

ce qui donne

(_l)k Ck:l n— _
Tl“ (99" (g—g0)" ", W1 = (=1)" gt
0
et
k n ~k—2
(—1)" Cy” B
> p= ~(g'g" (g —g0)" W)
n=k—1 0
(k-1 _ B —1)F! _ _
Gt ),f,l )<g’g’“ (9—g0)" " u* 1>+< k),z <g'g’“ (9—g0) % u 1>
90 90
)kl
= (-D)"(k—1)gf + (g% (kg g 292 + (k — 1) gb 2 g}]
0
= (1" ((k — 1) g — [kgogt 292 + (k — 1) gF]) = =k (=1)" gogt 9o
D’ou
k k—2
| R —kgogi * B _ Droj
,0
(1 + Ygo)k (1 + Ygo le 1 + Yg()
avec

’ i (CD"C
Proy; = (=1) Z T <9 9 (g—90)" ", u >
n=j 0

En sommant sur ¢ décrivant (Q* les relations obtenues, on produit celles annoncées dans le
lemme.

En écrivant les développements en série de the Laurent & l'infini des py,, 0 < v < k,
sous la forme Y (pp,Y™) Y™ ilvient P, = > Pem @Y™ et Pon = Y. (Drp, Y™) XV

m<—1 m<—1 o<v<k

pour tout m. Puisque implique (pgi, Y™) = 0 quand m > —k, on obtient que Py, =
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> (P, Y™) X7 € Coa [X] pour —1>m > —k et que P = 3 (pfr, Y™) X7 € Cy [X]
0<j<k o<j<k
pour —k >m. m

6.2 Développement des indicatrices

La forme des fractions P, dégagée par le lemme 22| suggere d’étudier les fonctions Gy,
sur le domaine Z définit par . Dans cette section et apres (0Q)), désigne la courbe réelle

orientée de C? qui est 'image de 9Q par la carte w — <’Lu”}—é, 5—2
Lemme 23 On note § Uentier relatif 5 faQ % Gq est constante sur Z et pour tout

k € N*, G} admet sur Z un developpement en série de Laurent de la forme

Gulrg) = 3 Gl _ gy 3 Grenl) )

n k
neN* Yy Y

avec convergence normale sur Z et o pour toutn € N*, G, _,, = > G} _, X" est un polynome
orv<n ’

degré au plus n — 1, Gro = 000, Gr—n = Opn (1) 0X™ + é;kn c Chs,, [X] et

GY_, =4 Gy,
Gl<x7y>=%+zl’—<‘” (36)

n
n=2 y

0 —— wa Jwy
avec GL_l = 51 Jao wldwo.

Tr+2z92

Preuve. Fixons k dans N*. Soit (2,y) € Z. Pour tout (21, 22) € (9Q),, |2
définition de p, |z + 22| < aly|+ max|(,] < ily| min|¢| < 1|yz]. Dou

1
‘ < 5 car par

(CI’CQ)E(aQ)O (C17C2)€(8Q)0
1 dzo — d
G (I’,y) = _/ 1d21 4+ — Z{cflzl <2 («T + ZQ) 21
2T J (0Q), 27 Joq), T +yz + 2
_ 0 4 1 Zf_2 21d22 (:L‘ + 22) le
270 J0q), Y 1+ 22
V k—2—v
—1) 2 , G ()
" 2mi / V+11 (x+ 2)" (ndz — (& + ) dz1) = Y oy

avec convergence normale sur Z et pour tout n € N*

—1 n—1 B
Gi—n (z) = L / A (1 4 )" (mdz — (24 20) dz)
(9Q)g

271

Par conséquent, Gy, _,, est un polynome de degré au plus n. Ecrivons le sous la forme ) Gy, X"
ov<n
Le coefficient G}, de X™ dans Gy, est donné par la formule

—1)"
GZ,,n = (2 ) / zf‘"‘ldzl = 5k,n (_1)n 0.
T J0Q),
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Avec éky,n = > Gy XV, il vient

orv<n

_1\n n ~ k
o = 3 BV 4 Cuca0) Ly 5 Gl

neN*
Par ailleurs,

1

— / 7 (mdzy — (14 22) dz) = GY _; +2Gy _,
27 J 0Q),

G17_1 (l’) =

1 1 1. _
27rz we(0Q), zidwl et G -1~ 2m f(aQ 21 dzy = —0.

Par définition, Gy est la fonction U 3 (z,y) — 5= |, 90 :Zﬁgiﬁiiﬁj%y 1;)0)]. Par conséquent,
elle est continue et & valeurs entiéres. Elle est donc constante sur Z et égale a sa limite lorsque

x =0 et y — oo, c’est-a-dire & 6. Ainsi, Gy _, = 0 for tout n € N*. =

avec GY | =0+ 5=

Corollaire 24 Le nombre p de fonctions hq, ..., h, impliquées dans la proposition est le
méme pour tous les points de Zeg\E™ :p =09+ ¢>

Preuve. Notons provisoirement p (z) le nombre de fonctions hy, ..., hy) qui interviennent
dans la proposition 21| quand z € Uye,. Puisque Py = —¢™, on sait que Go (z) = p(2) — ¢™ et
donc que p est une fonction & valeurs dans Z continue sur I’ensemble connexe Z,.\E*. Elle
est donc constante et puisque G (2) =6+ Y GO Go.—n(2) lorsque z = (2, y) € Zyeg, on en déduit
qued=p—q>©. m e
Remarques. Dans le cas ou Q*°NSingQ # &, ¢ = > v(q). Le corollaire 45| de la sectionﬂ

qeQ>
donne une formule qui relie ¢> au genre de () via son opérateur de Dirichlet-Neumann.

Corollaire 25 Les notations et les hypothéses sont celles de la proposition |21, Pour tout k €

N*, Ny i se prolonge & Z\E> en une fonction holomorphe N,? qui ne dépend pas de z, et qui

N (@)
'“l’/’; ot les Nan sont

se développe en série de Laurent sur Z sous la forme NP (z,9) = 2O
neN*
des polynomes de degré au plus n. En outre, pour tout z € Zg, il existe des ondes de choc

iy by dont les images sont deux a deux distinctes et telles que pour 2" suffisamment voisin
de z, (N,f2 (z’))keN = (Np=go (7)) ey €t LN Q ={(1: b (2') : —x —yh; (¢)); 1< j<p}

Preuve. Soit k¥ € N. On sait que Ny = G), — Py, sur U, et grace au lemme [22] que P, est
une fraction rationnelle qui ne dépend pas de z, et qui est définie sur Z\ E*°. Par conséquent
N, ,? = (i, — P, prolonge N}, ;, en une fonction holomorphe sur Z. En appliquant la proposition
et le corollaire 24| en un point z arbitraire de Z,e\ E>°, on obtient des ondes de chocs hf, ..., hy
ayant les propriétés annoncées. Par ailleurs, le lemme [22 donne aussi que

Z PrmX™ = k— ) CUXE 4 Z Pl(cm)moXm

0<k<m O<k;<m
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v
avec pyq = % - f;,bq et puo Z % 1+Vyobf1 Pour |y| > p, on obtient
qeEQR™>® j=1

P (y) = Z % Z b0 = Z (‘1)7:” Shn—1

neN* qEQ™>® neN*
i (G— (=)t . Pog
ot =3 3 UZWCU 5 oy, 5 S
J=1 neN~ qeEQ> meN*
avec p, " = (—=1)" > (J—1! > (b9)7"p} ;- 1l suffit alors de combiner
(n,j)eN*x{1,...,.v}, n+j=m+1 qeEQ™>®

ces formules avec le lemme [23| pour obtenir les développements annoncés. m

Corollaire 26 Les notations et hypothéses sont celles de la proposition . On note S,?, k € N*,
les fonctions obtenues avec et (N Q) qui est définie dans le corollaire ; localement,
keN*

les S,? sont les fonctions symétriques des fonctions hl, ., hy de la proposition |21. Alors, pour
tout k € N*, S,? se développe en série de Laurent sur Z.

6.3 Une genése des ondes de chocs multiples

On se donne A, B € C[Y] avec deg A < r = deg B et B (1) = 0 puis on définit P € C[X,Y)
et N par les relations
AY)  B'(Y)

P(X,Y):B(Y>+B(Y)X & N=G;—

Il s’agit dans cette section de savoir quand N est une onde de chocs multiples, c’est-a-dire une
somme d’onde de choc. Le théoréme 4 de [16] donne une caractérisation de telles sommes mais
dans cet article, on en utilise une plus adaptée a la situation présente. Ces deux caractérisations
correspondent plus ou moins & privilégier I'une ou 'autre des variables x ou y et reposent sur
le lemme ci-dessous dont on omet la preuve car celle-ci se déduit facilement de [16, lemme 16]
et de la preuve de 16, proposition 17]

Lemme 27 (Henkin-Michel, 2007) Soient D un domaine de C*, N € O (D) et d € N*. Il
existe localement des ondes de choc hq, ..., hg mutuellement distinctes telles que N = hi+---+hg

si et seulement si il existe sy, ..., 84 € O (D) telles que s = —N et
ON E)sd ON 8Sk 3Sk+1
— =0, -— = 1<k<d—1, 37
R ax oy *or 890 oy 0z (37)

et si le discriminant du polynome Y = T4 +s,T9 1+ .+5s4 € O (D) [T] n’est pas identiquement
nul sur D. Dans ce cas, on dit que N est une d-onde de chocs.

Afin de définir les opérateurs intégro-différentiel adaptés a la résolution du systéeme (37)),
nous introduisons des notations liées aux séries de Laurent et & leur primivitisation. Pour m € Z,
nous posons

em: C* Dy (=DM (jm| =)l y™ sim < =1 (38)

1
em C'oyr— —y™ if m>0
m!
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et nous désignons par k,, = 22 le nombre réel tel que e, (y) = k,y™ pour tout y € C*.
1

Nous utilisons aussi la notation ! = === Jorsque 0 < r < m. La principale raison de
cette normalisation est que pour tout m € Z\{ 1}, emny1 est une primitive de e,,. Notons que
k1 = K1 = 1. On note L la détermination principale du logarithme sur C\R_.

Définition 28 Pour (k,r) € Z x N, on note Sy, l'ensemble des fonctions holomorphes F' sur
Z*t telles qu’il existe une famille (cmﬁ)mgk o<s<r de fonctions entiéres telle que pour chaque

s €40,....7}, la séries (Y cms ® en,) est normalement convergente sur les parties de Z dont
m<k

la premiére projection est bornée et telle que F' = > Cm.s @ ey L® sur Z7T.
m<k, 0<s<r

On définit un opérateur P sur Sy = U Sy, en posant PF = Yo ms®P (enL®)
(k,r)€ZXxN m<k, 0<s<r

lorsque F = > Cm,s @ e L® € S, Uaction de P sur e, L® étant définie par
m<k, 0<s<r
P(em) =€ms1 st m#—1,Pe_ 1 =1L
P (eml?®) = (=1)° A%0 epin LF + - + (—1)° A%aS e L0 si m # —1,

P(e_1L®) = silLSJrl = S+16 oLt

ol Ay, = —Mm St m < Qetam:ﬁszm>0

Lemme 29 Pour tour F' = > Cm,sQemL® € Sy, PF € ck7r®ek+1LT+%®L”l+Sk,r

m<k, 0<s<r

et PF' est une primitive partielle de F' au sens ot 8%PF =F.

Preuve. Nous avons seulement & vérifier que pour (m, s) € ZxN donné, [P (e,,L*)]" = e,, L.
Les cas m = —1 ou (s = 0 & m # —1) sont assez évident. Supposons s # 0 et m # —1. Ainsi

/ (emL®) (1) dr = [emy1 L7 — / em+1 (T) ELS_1 (1)dr
[1;9] [159] T

Sim < =2, emen (1) 2 = (=)™ m[l7™ = —men et sim >0, epan (1) £ = 7
Donc

[ ent) @y = el = st [ (enk ) (dr
(L;y] (L]
_ 400 s _1\$—1 gs—1_s—-1 1 _1\S As,S
= Aja, em1 L’ + -+ (1) Al a) e L+ (—1)7 Ala;, em (T)dr
(1]
= A% e 1 LF 4 4 (—1)° Aal e LY = P (e L)

et P (e, L°) est bien une primitive de e,,L°. &
Définition 30 Soit H la fonction définie sur Z* par

H = p%:

——§®L+H
o 5@ L+

m<—1
On définit alors les opérateurs D, £ et F sur S, . de la fagon suivante

D:eH%eH:%—i-@a—]Z, E=PoD & F=1I& (39)
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ou IT est Uopérateur qui a F = > Cm.s @ € L° € Sy associe Y Cmo @ €.
m<k, 0<s<r m<k

Le lemme ci-dessous rassemble des propriétés élémentaires de la fonction cruciale H.
Lemme 31 H = + J ot pour tout (x,y) € Z,

1 / z1dze — (T + 22) dz;
(0Q)q

[(z,y) = —
(z,9) 2mi T+ yz1 + 22

S [ u(reay,,
’ 271 J o), Yz

H=-5®L+ % H,® ey, avec Hy,, € Cp_1 [X] pour tout m < —1 et

m<—1
OH 0G,
- 40
oy ox (40)
el se prolonge holomorphiquement a Z et
e"=(1® 61_6) et (41)

st bien que D est en fait défini sur O (Z). De plus, 0 est donné pour tout x € C par la formule

. In|eH@w)
0= lim (42)
lyl—>+oo  In |yl

Preuve. La formule est la principale raison de poser H = P%, prend seulement
(

en compte que 6 € Z et (42) se déduit de 1} Pour tout m < -1, H,, = —%_2 Tm-1 €

Cim-1-2 [X] = Cjpy—1 [X]. Pour vérifier que H = I + J, on note que pour (xz,y) € U,

0G4 -1 yz1dz + z1dzo
B (z,y) = i p)
T T J(0Q), (T +yz1 + 22)
-1 dz; N 1 (x + 29) dzy — 21d29
2mi Jog, & Tyata 2miJeg, (z+ya+z)
-1 le ol
s Y * B (z, ).
T J6Q), T T Y21+ 22 Y

Lorsque (21, 22) € (0Q),, % € R* seulement si y € ]O; _:”Z:Z?], ce qui ne peut arriver car

a| g e ly|+ max|(y| < i|yzi| < |yzi]|. Par conséquent J est bien défini sur Z
reeean  (d)E0Q),
aJ -1 < 1 1 ) | dz
— = —— — — |dzn =~ + — —_—
dy  2mi 0Q), \Ttyz+z yxn y  2m 0Q), T tya + 2
Ainsi, 8({;;‘]) = % et puisque (z,.) et (I +J)(z,.) ont tous deux 0 comme limite & I'infini

lorsque x est fixé, on obtient I + J = H.m
L’opérateur F permet de fabriquer une machinerie adaptée au systéme .
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Proposition 32 Soient sy, ..., 54 € O (Z\E>®). Alors (s1,...,8q4) est solution de avec N =
G1— P si et seulement st chaque s; B se prolonge holomorphiquement a Z et il existe fuy, ..., jiy €
O (C) telles que le systéme ci-dessous est vérifié sur Z,

(1®B)s,=(E (@) + -+  (pgol)) e, d>k>1 (43)

Preuve. PuisqueN:Gl—%—x@%,onremarqueque&se(”)( ), et B=1® B
E(—sa—NJr@) < §%+B)+]§%
ox
~\0Gy 8Bs  ,0eHBs
- (B
(Bs) or oy ¢ oy

Comme e se prolonge holomorphiquement & Z, (sq, ..., sq) € O (Z\E>®)" est solution de (37)
si et seulement si les équations

86‘H§3d 86_H§sk 8§sk+1
A I e R P YT | 44
dy oy ‘ or ' (44)

sont satisfaites sur sur Z\ E°°. La premiére est équivalente a I'existence d’une fonction p,; définie
sur C telle que pour tout (z,y) € Z\E*>,

B (y) sa(x,y) = pg () @) (45)

Une telle fonction 1, est en fait holomorphe sur C puisque pour tout y € C\pD, elle serait

eH(y)

donnée sur D (0, a |y|) par la formule 11y = 54 (., y) 555~ Du méme coup, (45) impose que Bsq
1}, pig, - piy, € O (C)

se prolonge holomorphiquement & Z. Supposons que pour k € {1,...,d —
vérifient sur 7\ £

Bs; = [FO (1n; ® co) + -+ F (g @ o) e

lorsque d > j > k+1 et que chacune de ces fonctions B s; se prolonge holomorphiquement & Z.
L’équation a_y (Bske ) = ¢ H2 s (Bsk+1> est alors équivalente a ’existence d’une fonction

p, définie sur C telle que pour tout (x,y) € ZT\E>,
—H(zy) i 9
B (y) sk (@,y) e = py (2) + P { €77 o (Bsiy) | (2,9). (46)

Comme B sp1 et e~ se prolonge holomorphiquement & Z, le seule terme logarithmique que le
membre droit puisse avoir provient de P appliqué & des éléments de O (C) ® e_;. Comme
éske_H se développe en série de Laurent usuelles dans Z , ces termes logarithmiques doivent
se compenser. Il apparait donc que le membre de droite se développe en série de Laurent
usuelle dans Z, ce qui implique que B sk, se prolonge holomorphiquement & Z et que p,;, € O (C).
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On obtient aussi

Bspe M =11 <(1 ® E) 8k€7H> =y, ® eg + 1IP (eH((% <§5k+1))

=, @eo +11 Z P <6_H% (eHJ’:j_k_1 (uj ® eo))>

k+1<j<d

= > F (@)

1<y<d

On déduit de la proposition [32] un procédé pour construire a priori des fonctions susceptibles
d’étre des ondes de chocs multiples. .

Corollaire 33 Pour py, ..., iz € O (D,,), on définit sur Z des fonctions holomorphes sy (u, B),
1<k <d, par

H

d
(& -
sk(u,B)szk(u) & Filp) =Y F*(p®e), 1<k<d
1

J=k

On pose Cg[Y] = {B e C[Y]; B(0)=1}. Alors Uapplication © (C)* x Cg[Y] 3 (u, B) —
(8% (1, B))1<peq €t injective. En outre —sy (1, B) est une d-onde de chocs sur Z si et seulement
s1

—S1 (/L,B) = G1 —P

et le discriminant A (u, B) de S (p1, B) = T% + 81 (u, B) T4 + -+ s4(u, B) € O (Z)[T] n'est
pas identiquement nul..

Preuve. Supposons que (i, B) et (v,C) sont deux éléments de O (C)? x Cg[Y] tels que
(8 (11 B))1<pep = (58 (v, C)) 1<y Alors sur Z\E™, 11, ® £ = v4 ® 5. Comme B, C € Cg[Y],
ceci impose B = C' et ji; = v4. Supposons que p; = v; lorsque d > j > k > 1. La relation
Sk—1 (p, B) = sg_1 (v, C) s’écrit alors F_q (1) = Fi—1 (v) et celle-ci livre immédiatement p;,_; =
Vig—1. D’ou p = v.

Puisque el = (1 ® (Y/w)_(s) el il résulte de la proposition que (g (14, B)) < jpeq verifie le
systeme ([37)). Lorsque —s; (1, B) = G1 — P, A (p, B) # 0 assure que —s; (i, B) est la somme de
d ondes de chocs deux a deux différentes dont les fonctions symétriques sont les (—1)" sy, (11, B).
u

La proposition ci-dessous montre que le systéme peut étre vu comme un systéme
différentiel classique d’inconnues iy, ..., fi -

Proposition 34 On définit des fonctions Fi i, ..., Fro holomorphes sur Z pour tout k € N par
les relations suivantes

0OH
f]@k =1® €L, Fk+170 = ka,P%

F]H-l,j :prk,j—l +ffk7j, 1 é] é k’
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ot Fr,, =0 siv < 0. Alors pour tout f € O (C),

Frfel =Y (fPe1)F,

0<j<k

Preuve. Par définition, pour tout f € O(C), D(f ®ey) = f' @ eq + (f ® €g) I et donc
f(f & 60) = HPD (f & 60) = (f/ &® 60) .,/t1,1 -+ (f & 60) fl,g avec le =1 (039 €1 et fl,O = HPH

Supposons que le résultat du lemme est vrai pour k& € N* donné. Alors pour f € O (C)

FH(f @ eo)

0 , OH .
= Z H,Pa_l’ (f(J) ® 60) fk,j + IIP (a Z (f(]) ® 60) fk,j)
0<j<k 0<y<k
; ; 0Fk. ; 0H
= Z P ((f(JJrl) ® 60) Fij+ (f(]) ® 60) ax’w) + Z (f(J) ® 60) np (fk,j%>
0<y<k 0<j<k
=3 (f9V@e)IPF,+ Y. (fPwe )HPaf’” + > (fP®e) TP F oH
. 0 k.j . 0 o ‘ 0 k,j o
0<j<k 0<j<k 0<yj<k

ce qui donne la formule attendue avec

Frvrgp1 = HPFrp =TIP (1 @ €1) = 1 @ g1,
OF, oH

Frrr; =UPFy ;1 +1IP ( o +fk,j%) =PFi 1+ FFrj, 1<j<Ek,
0 OH OH OH
Fr10 =1IP Fioo + Froe | = FFro = FFIP— = F'IIP—.
’ Ox " Ox ’ ox Ox

Approfondissant encore 1’analyse de (37), nous sommes presque en mesure d’établir que les
fonctions y; sont polynomiales. On commence par deux lemmes élémentaires.

Lemme 35 Soientk e Net F = Y ¢p,®ey, € Sg,. Alors FF € ¢, ®ep41+ Sk, et (FF,eq) =
m<k
0.

Preuve. Soient k et F' comme ci-dessus. Puisque FF = IIPDF et (P (e;L*),ep) = 0 pour
tout (j, s), nous obtenons (FF,ep) = 0. En outre,

oF
P— = Z c;n ® Pe,, € C;g & ep41 + Sk,r-

i
a m<k
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Comme H_; est constant, 22 = H' ® e, et la relation attendue découle de
O <2 "
m<—

Irp ( ) HPZ Z cjH, ® ,{Jﬁyeyﬂ

j<k v<-2

—1P Y (Y W H) o

I<k—2 v+j=L
v<—2 & j<k

— VR & 0 p:6
— E ( E ki, CiH,) @ en € S
0#m<k—1  v+j=m—1
v<—2 & j<k

Lemme 36 Notons By le coefficient dominant de B. Alors, il existe (\y) € C [X]*~ tel que

(47)
m<0 ep/lip
avec \g = 1 et deg A\, < |m| — 1pour tout m € Z* .
Preuve. Pour une famille (B_;,,) € C?~ adéquate, % = B = % B_imém avec B_1o =
@ m<0
1. Puisque H = 6L+ > H, ® ep,
m<—1
—H /fé ’fé
- 1+ - sz v hm m
2l s 2 (- Tmoe) [ -2 S ne
neN* v<—1 m<0
avec hg = 1 et pour m € N*, h,,, = > (_n1!)" > Hy, ---H,, €Cjy,-1[X] car
1<ng|m| VG(Zi)n; vittrn=m
sive (Z) ebvi+-+v, =m,degH,, - H, < > (lv]—1)=|m|—n < |m|-1.
1<jsn
Comme p = 0 + ¢, 'ZZ:—Q:: = Z—: et nous obtenons avec \g = 1 et pour tout m € Z*,
q
Ay, = > h.B_1 s qui est un polyndome de degré au plus [nax deg h,., c’est-a-dire |m|—
r+s=m, 0=>r,s >r>m
[ ]
Proposition 37 Soient f € O (C) et k € N*. Alors,
fk(f®60):f(k)®ek+ Z Pk,m ®€m Zpkm X em
m<k—2 m<k
avec Py ) = 6m ,Pkk 1 = Pro =0 et pourm € ZN|—o0,k —1], Py, = > P,imaa—;j

' (m+1)T<i<k—1
ou pour tout 7j, P € Cjip1 [X] ce qui signifie que P,g’m =0 lorsque 7 <m + 1.

Preuve. Notons que si v € Z* , deg H, = (Jv| — 1) — 1 = |v| — 2. Posons F = f®eg et pour
m € 7, <]—"kF em> = Cpm. Par deﬁmtlon of F, FIF = f'® e+ >, H! ,f ® e,. Puisque

m<—1

d d .
lorsque m € Z*, Py, & P, 24 H! | es de degré |m| — 1, les affirmations du lemme sont
vraies pour k = 1.
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Soit k € N\ {0,1} tel que ¢, = 0 lorsque m € ZN [k, +00[, cpr = f(’“) Chk—1 = Cro = 0 ol
pour m € ZN|—00,k — 1], ¢ckm = Pim (f) avec Pem = Y P,ﬁm@ et Pj € Cj_m1[X]

0<j<k—1

pour tout j. Puisque H'; = 0, avec s, = === il vient
m

FHF=TIEFF= Y oy ®@entIP anoe)(Y H ®e,)

0#m<k+1 r<k s<—2

= D G ®etUP Y (Y e, ) ®en

0#£m<k+1 m<k—2 m+2<r<k

/ /
= Cpp @ g1+ Cp g ®ep + E (Chm_1 + E Ko 1ChorHy 1) @ e
0#m<k—1 m+1<r<k

Ainsi cpyq 51 = cjﬁk = flt1) Cht1h = ckk 1 =0¢et cpy1m = 0sim = k+1oum = 0. Pour
m € Z* N ]—o0, k|, on obtient

Ck+1,m = Ckm 1+ Z m 1—rCh,r (48)

m+1<r<k

Soit m € Z* N|—o0, k — 1]. La formule et t’hypothese de récurrence donnent

it = ( Z Bl SV Z Z R P Hpy oy Y

(m+1)F<i<k—1 mA+1<r<k (m41) T <j<h—1
— E J )y E E r J g () —
- (Pk,mflf ) + [ ﬁm—lpk er 1— r]f - Pk—l—l,m (f)
(mA+1)T<<k—1 (m+1)T<j<k—1 mH1<r<k
_ J
avec Pyy1m = > Pliim am et

(m+1)T-1<j<k
Plf—&-l,m Plfml 1 (49)

Pli—&—lm Plgm 1_'_ kml Z "im IPIgTH;nlm (m+1)+<j<k (50)
r=m+1
m+1)T -1 m+1)t -1\’ r m+1)T—1
PI§+1+,m) = (Pk(,mtl) ) + Z K’m—lpk('rJr ) H;n 1-r (51)
m+1<r<k

Supposons 1 < m < k—1. Alors devient P} |, = (plgzmil)’%_ > K PLHL

m~+1<r<
Nous savons que deg P, | = m — (m —1) — 1 = 0 et que lorsque mJil k< r <k, P =0
puisque m < r —1 < r+ 1. Donc B, = 0. Lorsque m +1 < j < k — 1, degP,gm1 1 <
j—1—(m—1)—1=j—m~1,deg(P,_ 1)’g(j—(m—1)—1)—1:j—m—1etpour
m+1<r <k degPl H, | ,<(—r—1)+(+1-m)—2=j—m—2 Ainsi, (50) livre
que deg P, |, < j—m—1.Enfin, deg Pf,, , =deg P}, <k—-1—(m—1)—1=k-m—1.
Supposons maintenant que m < —1. Les calculs de degré pour P +Lm et Pk +1.m lorsque 1 <
J < k—1 sont encore valides. La formuledewent Pka = (Pkm 1) > mmflP CH

m+1<r<k
et livre deg P, ,, < 0—m — 1 car deg (PY,,_ 1)<(O—(m—l)—l)—lz—m—letpour
m+1<r <k, degP H, <O—r—1)+(r+1—m)—2 = —m — 2. La preuve est

m—1—r
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compléete. m

Proposition 38 Supposons que (s1,...,5q4) € O (Z\Eoo)d est un solution of avec —s; =
G1— Py et soit (py, ..., 1ng) € O (C)? satisfaisant le systéme . Alors d = p, p,, est un polynome

de degré p et ,uz()p ) = p!Byeo 0U Byoo = qg%oobq est le coefficient dominant de B. De plus,pour tout

j€{l,...,p— 1}, p; est un polynéme de degré au plus p — 1.

Preuve. La preuve s’appuie sur une induction décroissante démarrant & p et sur la la
comparaison de la série de Laurent de sq, série que nous devons calculer, au développement

de —G1 + P; que nous connaissons grace aux lemmes et Gy = Z % R e,, et

m<—1

Z il;nm ® ep avec Gio1 = GY; — 0z, Gim € Cppyr [X] lorsque m < =2, Py =
m<—1
¢ X + (p1o,e_1) et P, € Cq[X] pour tout m. Grace a la proposition 37| et & (47), nous
obtenons

H
e .
S1 = ny—l(ﬂj®eo = i 1m Mj R e,
1®Bl<ﬂ<d 1®B1<]<dm<J 1
1
=5 (ka@)e/n) Z( Z -Pj—l,m</1/j))®€s
q>® m<0 p/ P m<d—1 m++1<j<p
1 -
:quo Z Z Z K APyt m—r (1) ®6p//€p
m<d—1m—d+1<r<0 \ (m—r)T+1<j<d
1 Ko
:quo Z mp81m®6mp
m<d—1
avec pour m < p — 1, 81, = > ) K Ar Pj—1m—r (Mj). En particulier, lorsque

m—d+1<r<0 (m—r)T+1<5<d
0<m<d—1,

Slm Z Z /i)\d] lmr,U/] Z

m+1<j<d m—7+1<r<0 m+1<j<d

oupour m—+1<j<d,

Di § r _,0 § r
P17m - /{/m)\’f‘Pj*l,me’ - K"mpjf]-:m + Hm)\,rpj*l:mf,r

m—j+1<r<0 m—j+1<r<—1
Ainsi, P (1) = K0 P (Hnar) = 1™ | puisque 12, = 1. D’ont
(m) Y
Sim = tts > Pl (1) (52)
m+2<j<d
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ﬁ] (M]) Z Pt 1mu§t) + /im ]Jrl)\m ]+1P —1,5-1 (/-LJ) + Z Z /iTm)\TPj(tf)l,mfrug't)

0<t<j—2 m—j+2<r<—10<t<j—2

0<t<j—2 m—j+2<r<—1

La formule implique 51,41 = ,ufj B ,ugld l)ed_p_l + S4—p—2,0. Donc,

S1 = —N1 = —G1+P1, Gl € (G?,l - (5Id)®€_1+5_2,0 et P1 ( OOId+ <p170,€_1>)®€_1+5_270.
Ainsi, d — p — 1 doit étre égal a —1, c’est-a-dire d = p, et

,ul()p_l) = /{Ll (p[d — G?,l — <p170, €,1>) = p‘quoId — (p — 1)'quo [G(lj,l — <p170, 671”
D
En particulier, p, € C, [X] et 1 = p! By
Supposons maintenant que 0 < m < p—2 et que fi,, ..., fi,, 5 sont polynomiales. Alors pour
m+2<j<p, Pf;m (,uj) est du méme type et puisque

deg /\m—j+1,u§j_1)

deg P}, mﬂﬁt)

(t—m —1)+degﬂj—t=deguj—m—1

//\ NN

deg \, P}, ,,u]

on obtient .
deg P/, (n;) < degp; —m —1

Ainsi, 51, est polynomiale et il existe un polynoéme R, tel que

3, m
degsim = i1 + B & deg R, < mggﬁp degp; —m —1

De plus,
1 Kk, -

Sl,ma

_Glm p+P1mp Slmp B
g Km—p

Gim—p € Cyp—1 [X] puisque m —p < =2 et Py, € Cy [X]. De

m ’imf
M’En-zl = Bq°° < £ (_Gl,m—p + PLm—p) + Ry,

on tire d’abord que les fonctions ; sont toutes polynomiales puis, avec m = p — 2 que

deg Y <max {p—(p—2) —1,1,degp, — (p—2) — 1} =1

et donc que deg i, ; < p — 1. Supposant degyu; < p — 1 lorsque m +2 < j < p — 1, nous

obtenons

degﬂm-@l max{p m— 1a17p_m_]-}:p_m_1

et donc que deg,, ., < p— 1, ce qui achéve la preuve. m
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6.4 Un systéme linéaire

D’apres la proposition 21} le lemme 22 et le corollaire 25 il existe A>, B> € C[Y] avec
deg A < deg B® = ¢* et B> (0) =1 tel que sur Z\E>,
lgaﬂ f4a>

1@ —
B+®B°°

Gi=N2+ X

ol NIQ est localement la somme des ondes de chocs hy, ..., h, impliquées dans la proposition .
D’apres le lemme |27, le corollaire [25] la proposition [32 et la proposition [38] ces fonctions locales
définissent globalement sur Z\ E* des fonctions symétriques (—1)}C sg, 1 < k < p, qui peuvent
étre écrites sous la forme

H
Q=— F (O, p=k>1,

ou pu¥ = (u?, ...,,uff) € C[X]" est tel que et deg ,u]Q < deg u¥ = p lorsque 1 < j < p. Dans la
formule ci-dessus, Fj, est défini pour tout p € C[X]? et (d, k) € N* x N arbitraire par

Folp)=FFi(p) & Fu(p)= > F*(0e), k=1, (53)

k<j<d

ou F est 'opérateur défini par .

Dans le théoréme ci-dessous, le systéme S; défini par les équations a est un
systéme sur-determiné dont la nature est d’avoir une infinité de solutions lorsque la fonction
nulle n’en est pas la seule. La premiére partie du théoreme [39 dit dans d’autres mots que, parce
que bM est connu pour étre le bord d’un surface de Riemann, 0 n’est pas la seule solution of S,
au moins lorsque d = ¢*° + 6 = p. La seconde partie du théoréme [39] est une sorte de réciproque.
Si on parvient & trouver une solution non nulle & S; ol d est quelque entier naturel non nul,
on obtient une décomposition du type cherché. Cependant, il n’est pas clair qu’une telle
décomposition est pertinente. La section suivante clarifie ce point : la décomposition correcte
peut étre déduite de par I’élimination de termes parasites.

Théoréme 39 On suppose que 6 G1 #0, on ﬁxe d dans N*, on pose r = d — ¢ et on considére
= (s, ..., 1) € C[X]" tel que pour] €{l,...,d—1}, degu; < degpu, = d.
1) On suppose que d = p et = u®. Alors r = ¢ et
0 1 0 g 0
w7z o = 4
o (Gcamay |50 w)]) =0 (54
0 g OH/0x w0 | g g 0 1 | _y0 B
oo Toln) 52G,1 /92y { Rl )} o\ ooy | o2 ()} ) =0
(55)
aQGl 67"—1—1 = ar+1€H 8 H a
o s [ ] - () e | =0 (56)
82G1 8T H 8’”6HG1 0 5)
e GR R ) - T [ R =0 )
EF1(p) =NEF (n) = FF1 (1) = Fo (n) (58)
et B, = el <}"0( ) — mady e H df (1 )) vérifie B, (0,y) C*ay—>01'
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2) On suppose que | satisfait au systéme différentiel linéaire Sy défini par les équations

a et que B, (0,y) eI 1. Il existe alors (co, A, B) € O (C) x C,_1 [Y] x C,. [Y] avec
‘5
B(0) =1 et tel que
1 0 0
1=— .17
“®l= G ooy an W (59)
1®@B=(Fo(p) —co®1)e? (60)
1 A=(1®B)G+e"Fi(n) - X @B (61)

En outre, tenant compte du fait que e® se prolonge holomorphiquement a Z, st = niTHB}—l (1)

définit sur Z\E> une fonction holomorphe telle que

!

B A
G12—81+X®§+1®§ (62)

et qui est une d-onde de chocs en dehors du liew d’annulation du discriminant A, de T +

> ST oi () = (55Far (1)

d>k>1

Preuve. 1) Posons (A, B) = (A%, B*®). D’apres les résultats cités au début de cette section,

on sait que
1®A:(1®B)G1+6H}"1()—X®B’ (63)

En particulier, le membre de droite de est indépendant de X. Puisque 8G1 = %H , il vient

g0 (1®A) OH g 0
—e =7 — 1®B)— —(1® B el F,
0=e o [( ® B) oy (1®B)| +e 52 Fi(w)
O(1®B)e
—_ =7/ 4D 4
S+ DF () (64
Donc 8(1% = DF (u) et nous obtenons une fonction entiere ¢ telle que
9 a
PDF1(p) = Pay (l®B)e" =(1®B)e " +co®1. (65)

Comme e admet une série de Laurent usuelle sur Z, PDF; () ne peut contenir de terme
algorithmique, ce qui implique que est vérifiée. Puis, livre que B est donnée par
bien que nous ne connaissions pas encore cy. Puisque B ne dépend pas de x, nous obtenons

0 OH ,
0= %ero( 1) — (co®1) %eH —(ch@1)e” (66)
Puisque 8H = 8862 L ceci livre
0 0 0?Gy
= —e T— 1
0 8ye ax]:g( p) —(co®1) = 52

ce qui implique que ¢q est en fait défini par . Avec cette valeur de ¢y, est I'affirmation
que ¢y ne dépend pas de y et devient I’équation de compatibilité (55)). Etant donné que
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le membre de droite de doit étre C, [Y], nous obtenons aussi

8r+1 ar+1 . (9"+1eH
0=y [(Fo(w) —c@ )] = By [Fo (1) ] —(Co®1)W

qui devient lorsque est utilisée pour ¢y. De plus, comme le membre de droite de
doit étre dans C,_; [Y], deg B < r et comme a déja été prouvée, on obtient aussi

0= ;yr [(1© B)Gy — X @ B' + " Fy ()]
_ a;r [(1® B) Gy + e F, ()]
- (gr [(Fo (1) — co® 1) e Gy + € Fy ()]
= 2 G )+ F ()] — (08 1) o [G1]

qui devient lorsque est utilisée pour ¢o. Notons que S; est un systéme différentiel
linéaire du fait de la proposition

2) Inversement, supposons que 8G21 # 0 et que le systéme Sy est satisfait par p. Alors,
grace a ., le membre de dr01te de 1.) dépend seulement de sa premiére variable et définit
donc une fonction cg. Comme [ —co®1)el ] est égal au membre de droite de ,
signifie que (Fo (1) — o ® 1) e ne depend que de z si bien que (60)) définit correctement
une fonction B. Puisque

6T+1 ar

" aTH
dyr+L [U:O( )—c®l)e ]:ayr

oy’

[7:0 (1) e } (co®1) —5—

(56) indique que B est un polynome de degré au plus r. Comme B, = e (Fy (u) —co ® 1) =
1® B, B(0) = lir(r)1 B, (0,y) = 1. Notons A le membre de droite de . Alors
y—0*

At qe G- (o 8|+t [ )
o 20 ®a§) -
=7 ) - DR ZOED _pr ) - L )

si bien que %\ = 0 grace a . Par conséquent définit correctement une fonction A,
qui du fait de , est un polynome de degré au plus r — 1. Les autres assertions de (2) sont
maintenant des conséquences du corollaire n

Remarque. Si ¢ € C*, (cA,cB) € C[Y]? vérifie aussi G; = —s; + £22H®4 T4 condition
B, (0,y) oI 1 peut donc étre vue comme une normalisation de B. Cependant, le théoréme
*3y4>

n’aborde pas la question de 'unicité.

Pour un d donné, le systéme S; peut étre explicitement écrit grace a la proposition |34] qui
donne des formules pour le coefficients des opérateurs F* et donc pour Fy. Le cas d = 0 est
impossible lorsque 0?G4/d2% # 0. Le cas d = 1 correspond au cas ou les droites complexes
L., z € Z, ne rencontrent () qu'une seule fois. Dans ce cas, S; est un systéme sur-déterminé
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portant sur les coefficients de seulement une fonction affine p;. Son écriture ne pose pas de
probléme mais est déja encombrante. Par exemple,(54]) qui signifie qu'une certaine fonction de
deux variables x et y ne dépend en fait que de I'une des deux, occupe déja de I'espace méme

pour d = p = 1. Dans ce cas ¢® = 1 -0, d € ZN|—00,1] et tenant compte de , de la

définition |30}, écrivant e ¥ = Z hpy, ® e, et m = Z 91.m @ €y, on obtient apres

m<qg>®—1 m<2
calculs que

1 0 _ o q>°—3 -1 (/leG/{’Si2)/~
802G /0a2 By {6 H£FO (M)} = > > (D> G ) Oen

oo — — oo /{3—2
m<g®P—1t=m—2 s=t—q>°+2

Ainsi, annulation de la dérivée selon y du membre de gauche de ’équation ci-dessus impose
une infinité d’équations linéaires sur les deux coefficients de y,. La certitude que 0 n’est pas la
seule solution repose sur le fait que nous avons supposé que p est égal a 1. Pour un p général,
le nombre de p; augmente mais aussi leur degré. Par conséquent, le théoréme @ qui donne un
majorant de p est important pour les applications. Dans cet article, on économise de ’espace
en évitant d’écrire explicitement S; complétement.

6.5 Unicité des décompositions en ondes de choc

Supposons que a;le # 0 et posons R = dLIJ\] Ra ou Ry est l'ensemble des p =
6 *

(jy, s 11g) € C[X]" avec degp; < d = degpu, pour j € {1,...,d} tel que u est une solu-
tion de Sy, B, (0,v) - letA, #0ou B, et A, sont définies dans le théoreme 39| . Ce
y—0*

théoréme indique que R, # & et que si u € Ry, p produit par des formules explicites une
décomposition de G sous la forme —s; + X ® % +1® % ol —s; est une d-onde de chocs dans
Z\(E*U{A,=0})eton A, B € C[Y] avec deg A < deg B =1 — ¢ and B (0) = 1. Ainsi, on
sait grace a la proposition [33| que pour z, € Z en dehors d’un sous-ensemble analytique propre
S de Z et pour un voisinage suffisamment petit U, de z,, il existe des ondes de chocs ¢1, ..., g4
sur U, dont les images sont deux & deux distinctes telles que pour tout z € U,,

—s1(p, B) (2) = Nga (2)
Ny1(2)+ P(2) = Gy (2) = Naa (2) + Py (2) = Noi (2) + Py

ou les fonctions h; sont les ondes de chocs h:* définies dans le corollaire , c’est-a-dire les
ondes de chocs engendrées par la collision de () avec les droites L., z € U,.

A priori, rien ne garantit que {¢1,...,94} = {h1,....h,} car il se peut par exemple qu’il
existe une partie finie non vide J de {1, ..., d} telle que ) g; se prolonge comme un élément
jeJ
de l'espace C (Y'), [X] des fractions rationnelles affines en X. Dans ce cas, G; = Nj; — P avec
P=P-3%g €C(Y),[X]et {g1,....9;4 ou d = d— CardJ € {0,..,d — 1}. Itérant cette
jed

réduction, sur se raméne au cas ol

vJeP({1,..d)\{2}, > g ¢ C(Y),[X]. (67)
jeJ
Le cas d = 0 ne se produit & l'issue de ces itérations que si au départ, > g; et donc Gy, se
1<j<d
prolonge comme élément de C (Y'), [X]. Le lemme ci-dessous étudie ce cas.
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Lemme 40 On utilise les notations du corollaire[25. Gy se prolonge comme élément de C (Y), [X]
si et seulement si () est un domaine dans une courbe compacte connexe K telle que pour tout
2, dans Zeg €t z dans un voisinage suffisamment petit U, de z, dans Zyeg,

KNnL,={(1:h(2): —z—yhi(2)); 1<j<p}=QNL..

Preuve. Supposons tout d’abord que K est une courbe compacte ayant les propriétés ci-
dessus. Fixons z, et U, comme dans ’énoncé. Puisque K est une courbe algébrique, sur sait
depuis les travaux d’Abel que > k7" € C(Y), [X] (voir par exemple [14]). Il s’ensuit que

1<5<
G1 = Npz= 1+ P est, sur U, et dojnéo sur Z, rationnelle en y et affine en .

Réciproquement, supposons que G; € C (Y), [X]. Alors Nj=. 1 = G; — P est sur U, ration-
nelle en y et affine en 2. Comme {(1 Phy(2) r —x —yhy (z)) ;1 1<j< p} = QN L, pour tout
z € U,, un théoreme de Wood [36] stipule I'existence d’une courbe algébrique compacte K de de-
gré p contenant (). Puisque K est dedegrép, KNL, = {(1: h; (2) : —x —yh; (2)); 1 <j <A} =
QNL, pour tout z € U. m

Dans le cas ou (G; est rationnelle en y et affine en x, la courbe algébrique K du lemme
est connue au voisinage de b(). On peut alors sélectionner de fagon générique des coordonnées
homogenes w pour qu’au moins une droite L,, z € U, rencontre K\(@Q. On est ainsi ramené au
cas général puisque le lemme assure alors que méme aprés réduction, d n’est pas nul.

Gréace a des résultats de Henkin [14] et de Collion [7], cette réduction de la famille (g;)
rameéne a sa premiére équation le systéme sur-déterminé .

Proposition 41 Les notations sont celles énoncées au début de cette section. On suppose que
est vérifiée. Pour le cas ot () est contenue dans une courbe algébrique, @ désignant alors

la plus petite courbe ayant cette propriété, sur suppose que (0:1:0) ¢ @ et qu’au moins une

des droites L., z € U, rencontre Q) et @\Q Ceci étant, {g1,...,9a} = {h1,..., hy} et P = P,.

Preuve. Avec une éventuelle renumérotation, sur se raméne au cas ou g, = h,, 1 < v <
t € Net que {giy1, ..., ga} N {hes1, ., by} = .

1) On suppose que @) n’est pas contenue dans une courbe algébrique. Dans ce cas d € N* car
sinon, Nj,; € C(Y), [X] et Gy se prolonge comme élément de C (Y'), [X], ce qui est impossible
d’apres lemme [0

Supposons ¢ < min (p,d). Quitte a changer le point de référence z, et & diminuer U,,
sur suppose que les courbes H, = {(1:h,(2): —z—yh,(2)); z€ U}, t+1 < v < pet
C,={(1:9,(2): —x—yg, (2)); z€ U}, t+1 < v < dsont lisses et deux a deux disjointes.
On note alors ¢ la forme différentielle définie sur la réunion C' de ces courbes par ¢ |y, = dit
lorsque t+1 < v <petglg, = —d% lorsque t + 1 < v < d. On note AR la transformée
d’Abel-Radon du courant ¢ A [C]. Par définition (voir [14], [7] ou [15]),

AR:d( Z hu_ Z gl/)

t+1<v<p t+1<v<q

Mais du fait des hypotheses,

> h= > g=Nw—Nau=R-P.

tH1<v<p t+1<v<q

AR est donc algébrique au sens de [7] de sorte que le théoréeme 1.2 de [7] s’applique et donne en
particulier 'existence d’une courbe algébrique A qui contient C. Puisque () n’est pas contenue

49



dans A, la connexité de () impose qu’aucune des courbes H, n’est contenue dans A et donc

que {hy, ..., h,} C{g1,...,94}. Ainsi, > g, est une fonction algébrique affine en z, ce qui est
p<v<d

impossible de par la réduction faites sur (g;), <jeq- D00 ¢ =min (p,d).

Sit=d < p,larelation Ny;+P = Nj,1+ P, selit aussi hy1+---+h, = PL—P € C(Y), [X]
et le théoreme de Wood implique, puisque () est connexe, que () est contenue dans une courbe
algébrique ce qui est exclu par hypothése. Sit =p <d, gg41+---+ga = Ng1 —Np1 +P— P, €
C (Y), [X] ce qui est exclu du fait de la réduction faite sur la famille (g;).

Finalement t =p =d, {h1,...,h,} = {01, ..., 94} et P, = R.

2) Supposons maintenant que () est contenue dans une courbe algébrique @, minimale au
sens de l'inclusion. Par hypothése (0:1:0) ¢ @ et @\Q est bordé par —0(Q). Quitte a changer
de point de référence 2, et a diminuer U, sur peut supposer que pour tout z € U,, L. coupe
transversalement (). On note alors A1, ..., hy les ondes de choc sur U, telles que pour tout
zeU,

(Q\Q) N L. ={(1:h,(2): =z —yh,(2); p+1<v <P}

. ~ . dé dé =~ .
Puisque @ est une courbe algébrique, N@ 1 & Nua+ Niyiyohs & Ny, + Ny est rationnelle en
y et affine en z. D’ou

Nga +N1 = Ng1 — Nna +Nc§,1 =P - R+N@,1 € C(Y), [X]

La somme N,; + Nl se récrit > ¢y fy on fi,...fs sont les fonctions deux a deux distinctes
1<)A<s

constituant la réunion de {g,; 1 < v <q} et {h,; p+1< v <p}etouc, =2sif est dans

I'intersection de ces deux ensembles et 1 sinon. Comme précédemment, sur peut choisir z, et

U, pour que les fonctions f) aient des images deux a deux disjointes. On peut alors introduire

la forme ¢ qui sur Fy = {(1: fi(2): =z —yfa(2)); 2 € U} vaut dit si ¢y = 1 et 2d3* si

cx = 2. La forme ) c,)dfy est la transformée d’Abel-Radon de ¢ A [F] ot F' = UF). Celle-ci

1<)A<s
étant rationnelle, le théoréme principal de Henkin dans [14] s’applique et donne en particulier
'existence d’une courbe algébrique F et d’une forme rationnelle U telles que pour tout A,
VU |p, = ¢ et pour tout z € U,, FNL, = UL,NF). Etant donné que QﬂF contient (Q\Q) U L,,

@ CF.SiF +# Q, Q\F est une courbe algébrique dont les intersections avec les L., z € U,, se
parameétre avec une sous-famille des g;. Ceci est impossible car du fait des hypotheéses, d # 0 et

aucune sous-famille de (g;) n’a de somme qui soit rationnelle en y et affine en z. Ainsi, Q F et

lorsque z € U,, QN L, est la réunion de (Q\Q)NL, et de {(1 : gj (2): =z —ygr(2)); 1 < j<d}
Ceci force {hy,....,h,} ={g1,....,9a} et PP =R. m

7 Genre d’une surface de Riemann a bord

La formule du théoréme [44] relie le genre g (M) de M & des données associées a la
structure complexe C, de (M, o). Elles probablement bien connue des spécialistes mais nous n’en
avons pas trouvé de référence. Le corollaire |45|fait le lien avec ’opérateur complexe de Dirichlet-
Neumann 7. La formule obtenue n’est cependant pas encore effective car on ne connait pas la
caractéristique d’Euler de M. Mais comme expliqué dans la preuve du théoréme @ donnée a la
fin de cette section, le théoreme [2] et le lemme [7] permettent d’en déduire un majorant effectif
du nombre clé p des ondes de chocs cherchées dans le procédé de reconstruction décrit dans la
section 2
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Rappelons que g (M) est par définition le genre de la variété compacte obtenue par recollant
¢ (deux a deux disjoints) disques conformes le long des ¢ composantes connexes de bM. Dans [5],
Belishev donne pour un bord connexe la formule

29 (M) =g (T + (N"J)*T)

ou T est la dérivation tangentielle, N est I'opérateur Dirichlet-Neumann dans sa présentation
métrique, c’est a dire celui qui & u € C* (bM) associe la dérivée normale le long de bM du
prolongement harmonique de v & M et J est 'opérateur de primivitisation naturel défini sur
I’espace des fonctions dont l'intégrale sur M est 0. Cependant le calcul a priori du rang de
T + (NV.J)*T n’est pas forcément facile. Pour contourner cette difficulté, [6] et [32] proposent
d’utiliser des opérateurs de Dirichlet-Neumann agissant sur les formes. Ceci donne des formules
simples pour g (M) dans le cas ou la conductivité se réduit a une structure complexe mais il
n’est pas clair que ces opérateurs aient un sens physique.

Afin de produire des formules dont les ingrédients sont calculables & partir de N7, on utilise
des formes volumes spéciales pour M et des métriques spéciales pour le fibre AYOT*M des
(1,0)-formes sur M.

Définition 42 Soit M une surface de Riemann a bord. On se donne une fonction définissante
p de bM, ce qui signifie p € C* (M,R) telle que plpam < 0, plprons = 0 et (dp|p), # 0
pour tout s € bM. Dans ces conditions, toute section w de APAT*M de classe C*, k > 1, sur
un owvert U de M peut s’écrire sous la forme wg + pwi ot wj, j = 0,1, est une section de

APAT*M sur U de classe C*=7, le couple (wgo), wgl)) = (wo luna w1 |luna ) étant le méme pour

tout (wo,w1) tel que w = wy + pwy. Le fait que wf;l) soit nulle ne dépend pas du choix de la

fonction définissante p choisie. On dit que w est tangente a bM lorsque w,()l) =0.

L’existence d'une décomposition w = wg + pw; découle de ce que p peut étre prise comme
I'une des coordonnées d’un systéme de coordonnées réelles pour M au voisinage de bM . L’unicité
de (w,, ,w,(J )) provient de la méme raison et si p’ est une autre fonction définissante de b,
on peut écrire p/ = Ap ou \ est une fonction qui ne s’annule pas, de sorte que 'annulation de

, =\um (1) et wE,) est simultanée.
Notons que lorsque M est munie d’une métrique hermitienne et que p est la distance a bM,
wg) = %Zf lpar 1’est rien d’autre que la dérivée de w par rapport au vecteur unitaire qui oriente

la normale extérieure & M aux points de bM . Le lemme ci-dessous assure qu'il existe des formes
volumes satisfaisant I’hypothése du théoréme principal de cette section.

Lemme 43 Soit (M, o) une structure de conductivité. Alors M admet une forme volume de
classe C? tangentes & son bord et dont la restriction & bM est calculables & partir de données
de bord associées a (M, o).

Preuve. Comme mentionné a la fin de la section [3| on peut fabriquer a partir de données
de bord, une section lisse 11, du fibré des formes volumes de M au dessus de bM. Soient M
le double of M (voir la preuve du theoreme pour une construction détaillée), V' une forme

volume arbitraire de classe C? sur le double M de M et p € 000(1\7 ,R) telle que M = {p < 0},
bM = {p =0} et (dp), # 0 pour tout s € bM. En utilisant le théoréme de prolongement de

Whitney (voir [3, prop. 2. 2]) on peut construire une section V de AM7TM de classe C? telle
que V |y =V et Vpl) = ap b

tel que V |5 est une forme volume. Soit x € C* (M, [0,1]) valant 1 au voisinage de bM dans ¥

v = 0. Par continuité, il existe un voisinage > de bM dans M
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et dont le support est contenu dans . W = X‘7 + (1 — x) V est une forme volume W de classe
C? sur M telle que W,Sl) = %—‘2/ lbyy =0.m

Soit (M, o) une structure de conductivité et p une forme volume pour M comme dans le
lemme 43, Notons * et A“OT*M I'opérateur de conjugaison et le fibré des (1, 0)-formes associé a
(M, C,). Pour la simplicité des notations, on pose dans cette section d = 07 = d — 9 o1 d = 0°
est 'opérateur de Cauchy-Riemann de (M,C,). On munit AYT*M de la métrique h* définie
pour s € M et o, 3 € AYOT*M par

a N\ *SB
Mg

h(a,B) = (68)

Notons D la connexion de Chern de h. On peut trouver une définition dans [§], [10, p.
73] ou [35] mais nous rappelons ici quelques bases. Choisissons une section lisse e de AYOT* M
au-dessus d’un ouvert W de M, ne s’annulant pas et holomorphe dans W N M. Soit |e

\/h* (e, e) la norme ponctuelle de e par rapport a h*. Alors

h* —

a|6 i* *
= W =0lnh* (e e) (69)
h*

e

est la forme de connexion de D associée a e, la courbure © = dn, = 5_77@ de D ne dépend pas de
eetsiw = e, A € C° (W), est une section lisse arbitraire de AYOT* M au-dessus de W, Dw est
la 1-forme & valeurs dans AT}, M donnée par Dw = (d)) e 4+ n,w. Si w est aussi holomorphe

dans W N M, on obtient % = % + 7n,.. Notons qu’en particulier, n, = %.

O\ 31 ¢ I & = lbs
Lorsque o |7, 77 est supposée connue, il en est de méme pour Do lorsque w est une

(1,0)-forme pres de bM. En effet, grace au théoréme , on sait qu’avec la surface Riemann
nodale M fabriquée par le théoréme [2] on peut trouver des sections lisses ne s’annulant pas de
ATy, M qui se prolongent holomorphiquement & M en calculant §%u pour des u € C™ (bM)
adéquats. Pour un tel u et son prolongement harmonique u & M, Ju est un repére holomorphe
pour AYOTy M ou W = {0u # 0} and devient

%—%u = Ngz = 0Inh™ (0w, 0u) = Jln (M) (70)
Puisque la structure complexe de M est connue le long de bM et puisque 0u est holomorphe, les
équations de Cauchy-Riemann permettent de calculer la dérivée normale de du a partir de sa
dérivée tangentielle. Cela signifie que dans , les dérivées provenant de Ju sont calculables sur
bM & partir de données de bord disponibles. Etant donné que la forme volume p est tangentielle
a bM, sa dérivée normale est zero et sa dérivée tangentielle est connue. Ainsi %ﬁ lpar 5 Clest-a-

dire ny; |oar , st calculable a partir de données de bord disponibles, ce qu’il nous fallait vérifier.

Notons que pour le calcul d'une forme de connexion le long de bM, il n’est pas obligatoire
d’utiliser un repére de la forme 67u. En effet, ' : M — M étant la normalisation de la
courbe complexe nodale M of C? fabriquée par le théoréme [2 et v étant un ouvert de bM,
on peut choisir dans ALOT; M une section lisse arbitraire sans zéro ¢ qui se prolonge en une

(1,0)-forme @ lisse sur W et holomorphe sur W\bM ot W est un ouvert de M contenant y
et tel que W\bM C Reg M. Alors <F ‘);VVQZ\T> ©, qu’on abrége en F*p, est une (1,0)-forme

holomorphe de (M, C,) qui se prolonge & W en une forme lisse dont la restriction & f~! (v) est
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F*@. La forme de connexion np.; = dInh* (F*p, F*p) associée a F*@ est calculable & partir
de données de bord disponibles comme précédemment. En outre, puisque F' est holomorphe de
(M,C,) vers M, on peut aussi faire les calculs dans M C C? puis ramener le résultat sur bM
par F':

0P N 0P

Np+, = F01n P

ot ici @ =d — 0 et O est Popérateur de Cauchy-Riemann de M et * son opérateur de Hodge.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme [44l 11 est plus a propos de la surface de
Riemann (M,C,) que de (M, o).

Théoréme 44 Soient (M, o) une structure conductivité et k le nombre des composantes connexes
de bM . On se donne une forme volume i comme dans le lemme @ on munit AY°T*M de la
métrique h* définie par et on note D sa connexion de Chern. Alors, lorsque w est une
(1,0)-forme Cy-méromorphe sur M, sans pole ni zéro sur bM,

% aM%:Nz(w)—Np(w)+2—2g(M)—/f (71)

ot N, (w) et N, (w) sont respectivement le nombre de zéros et de poles de w comptés avec leur
multiplicité or ordre.

Remarque. Supposons que y' est une forme volume pour M ayant les mémes propriétés
que p. La fonction A : M — R telle que p = e*y/ vérifie D, = D, — O\, ce qui donne

Jons 222 = [, % — Jonr JinrON- indique alors que [, ji,0\ = 0. Pour vérifier cela un

. . 1., . , . . / .
priori, considérons une fonction définissante p de bM. De la relation 24 = e*9X 4 [/9A quj est
’ Op op Op

valable sur bM, on tire 2—2 lbps = 0. Munissons M d’une métrique hermitienne et considérons une

section lisse (v, 7) de (TbMM)2 telle que pour chaque s € bM, (vg, ) est une base orthonormée
directe de T, M. Alors pour tout s € bM, (OX), = 3 ((vA), — i (TA),) (7 +iv:) o (17, V) est la
base duale de (v, 7). Lorsque s € bM, le fait que g—f)‘ (s) = 0 indique que (d\), € R7% et donc
que (vA), =0, ce qui donne (IN), = 5 (TA), (75 — ). Do ji, 0\ = o (TA) T |y = 2 jidA.
Ainsi, j;,,0\ est exacte et son intégrale sur M est nulle.

Avec la formule (74) ci-dessous, on obtient le corollaire |45 comme cas particulier du théo-
réme [44]

Corollaire 45 Les hypothéses et notations sont les mémes que celles du théoréme [44. Soit
u € C*(bM), u son prolongement C,-harmonique & M et q le nombre N, (0°u) de zéros de
ou comptés avec leurs multiplicité ou 07 = d — 07 et 07 est l'opérateur de Cauchy-Riemann de
(M,C,). On suppose que 0°u ne s’annule pas sur bM. Alors

1 Do%u

1= 551 o 07u

—x (M). (72)

Preuve du théoréme Commencons par détailler une construction du double M de
M qu’on trouve par exemple dans [2]. Soit ¢/ un atlas de M. On utilise les notations suivantes :
pour v € {—1,+1} et X C M, X, = X x {v} et si (s,v) € My UM_,, 7 (s,v) = s; lorsque
s € bM, les points de M = M; U M_; de la forme (s,—1) et (s,1) sont identifiés et forment
la courbe réelle v. On munit M; de la structure complexe associée a 'atlas U; constitué par
les applications ¢, : Uy 2 p+— (7 (p)) ot ¢ : U — C décrit U. Pour M_;, sur utilise l'atlas
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U_y des applications ¢_; : U_1 2 p+— —p (7 (p)), ¢ : U — C décrivant U. On obtient un atlas
U= U UlU, UU_; conférant a M une structure complexe en définissant U, comme 1’ensemble
des applications ¢, définies de la maniére suivante : sur se donne une carte de bord pour M c’est
a dire ¢ € C* (U,C) ot U est un ouvert de M tel que byM = U N bM est un ouvert de bM,
@ (U\M) = D* = DN {Im > 0} et ¢ (byM) = ]—1,1[; ¢, est I'application de U, = U; UU_4
dans C obtenue en posant ¢, (s,1) = ¢ (s) et ¢, (s, —1) = ¢ (s) pour tout s € U.

On définit des formes volumes i, et p_, sur M, et M_; en posant lorsque ¢ : U — C est
une carte de M,

o(2)idz Ndz, z€ U
o (—W)idw AN dw, —w e U

((pl*p“l)z - (90*M>z =
(poratior), = (putt) 5 =
Cette définition est évidemment cohérente pour p,. Supposons que ¢ : V' — C est une autre

carte de M et ¢, 0 = Ayidz AdzZ. Onnote  : ¢ (UNV) 3 2z ¢ (1/)_1 (z)) le changement de

carte de ¢ a ¢. On un donc \y = |<I>’]2 Ay 0 @. Le changement de carte de ¢p_; : V_; — C a
¢_; : U_1 — C est alors 'application ®_; définie sur ¢_, (V_; NU_;) = = (U NV) par

D, (w) =¥ ((w—l)_l w) =¥ (¢_1 (—@) ) _1) =—-p (#’_1 (—@)) =—-o (—E).

D’ou

O*, (N, (—2)idzNdz) = A, (P (—W))1¢ (—%dw) A <(—wdw)>

= A (® (=) | (=) > idw A dw = Ay, (=) idw A d,

ce qui prouve la cohérence de la définition de p_;.
Les formes p; et pu_; se recollent continfiment le long de v en une forme volume i pour

M. En effet, considérons une carte de bord ¢ : U — C pour M et la carte ¢, : Uy — C
définie comme plus haut. Posons ¢, = A,idz A dz . Lorsque s € U, ¢, (s,—1) = m et
¢ 1 (s,—1) = —p(s). Donc le changement de carte de ¢, & ¢_, est Iapplication de U dans
—U, z+— —z. D’ou
(o) pa), = A (B)idz A dZ = (p1u1);
pour tout z € D~ U|-1,1[ ou D~ = D N {Im > 0}. Etant donné que ¢ (by M) = |—1, 1], ceci
montre que p_, = p,; en chaque point de v N U. Ecrivons au voisinage dans D+ U |—1, 1] la
fonction A, sous la forme A\, o (z) + Ap1 (2) y+ A2 (z) y* + 0 (y?). Puisque p est tangente a bM
par hypotheése, 0 = A\, ; sur bM et il apparait que ji est de classe C.
On peut maintenant munir AT M, p € M, de la métrique fz}’; définie par

~ a/\*B
Iy

pour tout a, 3 € AYT ;J\//j . La connexion de Chern D qui lui est associée est donc de classe C2.
Considérons une (1, 0)-forme méromorphe sans pole ni zéro sur bM. Comme rappelé précédem-
ment, si e est une section holomorphe génératrice locale de AYOT* M et w = e, % = % +7
ou 7 est la forme de connexion de D associée a e. Puisque A se doit étre méromorphe avec les
mémes zéros and poles que w 14 ou la formule w = Ae est valide et puisque dn est la courbure

O or D, la formule de Stokes, appliquée & des domaines obtenus par retirant a M; des disques
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conformes arbitrairement petit autour des zéros and et poles de w, livre

— == _ Z—— =N, — N R
21 Jorr w 21 Jop, W () » () 2

Si on admet que % | My i© = % / M. i@, |D résulte des formules et car alors M
étant compacte et D de classe C?, 5= [} i© = To Az@ =1a(M)=g (M) — 1 ou 2¢1(M)

| D 1 D 1 "
d d / i® (73)

est la premiére classe de Chern de M. Une preuve de cette derniére égalité peut étre trouvée
par exemple dans [34, Th. 9.1] ou dans [8, p. 319] ou elle est appelée formule de Hurwitz.

Notons j la symétrie naturelle de M par rapport a v et ¢ la conjugaison de C. Lorsque
¢ : U — C est une carte de M, I'expression de j dans les cartes ¢, et ¢_; est p_;0j0 ((pl)_l

c’est a dire —c|Y. j échange donc les orientations de M; et M_; ce qui donne

| e--[ &
My 1

Lorsque ¢ : V — C est une carte de M , Papplication gND : j (V) — C définie par J =1oj
est aussi une carte de M. Ceci permet (voir [2] par exemple) a a partir d’'une section w de
AT*M sur une partie X de M de définir une section & de AT*M sur J (X) en posant pour
chaque carte ¢ : V — C de M telle que VNX #£ g, ( LW ) = f (W) dw + o (w) dw lorsque
Y.w = adz+ fdz et w € ¢ (VN X). En particulier, w étant une section fixée de AYOT*M sans
zéro sur M, holomorphe sur bM et de classe C™ sur M, w; = 7*w (resp. w_; = w;) est une
section de AYOT* 1 sans zéro sur X, (resp. X_1), holomorphe sur X; (resp. X_;) et de classe
C* sur (resp. X_1). Posant f, = Inh (w,)?, sur sait alors que

O |y, =dof,, v==%l.

Fixons une carte ¢ : U — C et posons p,w = adz. Alors (¢;), w1 = adz et (¢;), w1 = a (W)dw.
Puisque * agit sur les (0, 1)-formes comme la multiplication par 3, sur obtient que

(B)). (wot A D) = @ (@)dw A 2a (@) diw = | () %dw A d

Posons pu = /\wédz Ndz. L’expression de p_, dans la carte ¢_; est ¢_;,u_; = A, (—2) %dz Adz.
¢; est aussi une carte définie sur j(U;) = U_; et le changement de cartes de p; & ¢_; est
I'application ® qui & w € ¢, (U-1) = U associe le nombre ® (w) définie par

2w) = 3 ((pr) () = @iod) (¢ (<), 1)
= B D). )= (D) = —w.
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Ainsi, pour w € D~ U [-1, 1],
(@Den), = (@) ) ipnms = (o0 (@) ™) wonho
= ((I)‘l)* O b = (@‘1)* <)\<p (—2) %dz A dE)
= A (W) %dw A dW = (1,45

et donc

(0.7 ) ) = BllarmD ) lom

P11 A (W)
= (20, (A (wn)) (@)

On en déduit que % (w_1)og;, "= h (w1) o (@) " ocet donc (B,), fo1 = (), f1 0 ¢ (ce qui,
au passage, livre f_1 = f; o j) Dérivant deux fois cette relation et en utilisant que do = —do,
on obtient finalement que j*© = —O et donc que / M 0= f v O, ce qui achéve la preuve du
théoréme. m

Lemme 46 Soit M wune surface de Riemann a bord. On note r le nombre de composantes
connexes du bord de M et M le double de M. Le genre g(M) et la caractéristique d’Euler de
M sont liés au genre g (M) de M par les formules

—

gM)=29g(M)+r—-1 & x(M)=2-2g(M)— k. (74)

Preuve. On se donne une triangulation 7" de M. Lorsque « est une composante connexe
de v = bM, sur note X, 'ensemble des sommets d’éléments de T" qui résident sur «y et A, celui
des arrétes d’éléments de T' qui sont incluses dans . On pose X0 = UCMV et AP = UCT L oulC

ve e

est ’ensemble des composantes connexes de b/ . Pour chaque v € C, |X,| = |A,| et supposant,

quitte a changer de triangulation, que les ensembles U sont deux a deux disjoints
teT, TNMy#2

lorsque v décrit C, sur obtient ‘Zb‘ = ‘Ab| Enfin, sur note o (7') le nombre de sommets de T,

a(T) le nombre d’arrétes de T, f (T) le nombre de faces de T et sur pose M = M \M On

note T la triangulation de M obtenue comme symétrique de T, c’est-a-dire celle obtenue en
faisant agir sur 7" I'involution naturelle de M.T =TUT est alors une triangulation de M. Par
définition de la caractéristique d’Euler d’une surface, il vient alors

X(]\/J\) :a(f> —a<f) —i—f(f)
=[2(c(T) ="+ = [2(a(T) — 4°) + A°] + 2 (T)
= [20(T) — 2] — [2a(T) — A"] +2f (T)
=20 (T) —2a(T)+2f(T) =2x (M).

On sait grace a la théorie usuelle des surfaces de Riemann compactes que X(]\/Z )=2-— 29(]\7 ).
D’ou g(]\/j ) = 1—x (M). Notons M’ la surface obtenu en rattachant s disques conformes le long
des composantes connexes de . Alors x (M') = x (M) + k et par définition, g (M) = g (M’).
On obtient donc

X (M) =x(M)—-r=2-29(M)~r
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et
g(M)=1—(2=29(M)—k) =29 (M) +r — 1.

n
Nous avons besoin d’un dernier lemme avant de prouver le théoréme [6]

Lemme 47 Soit Q une surface de Riemann nodale & bord qui est un quotient d’une surface de
Riemann a bord S. Pour q € Sing (), on note v (q) le nombre de branches de Q) en q. Alors les
caractéristiques d’Fuler de S et ) sont liées par la relation

X(O) =x@+ > w@-1.

q€Sing Q

Preuve. Soient 7 la projection naturelle de S sur @ et T, une triangulation de S telle
que tout point de X = 7! (Sing @) est un sommet de 7. On peut aussi supposer que T est
suffisamment raffinée pour qu'un méme triangle de 7" ne contienne qu’au plus un point de X.
On désigne par V' I’ensemble des sommets de T', ' celui des ses arrétes et F' celui de ses faces.
Alors 7 et T induisent une triangulation naturelle 7,7 de @ dont ’ensemble 7.V de ses soumets
est m (V\X) U (Sing Q). Etant donné que tout triangle de T' contient au plus un point de X,
w1 et T ont le méme nombre de sommet et de faces tandis que

[m VI = |x (V\X)| + [Sing Q| = [V| — |X| + [Sing Q| = [V| = D (v(¢) —1)

q€Sing Q
Le lemme 46| livre que y (S) =1 — ¢ (S) — ¢. Donc,

X (S) = V|- |E| +]|F]
= VI—|El+|FI+ Y w@-D=x@+ > w@-1.

q€Sing Q g€Sing Q

[]

Nous pouvons maintenant prouver le théoréme @]

Proof of Theorem @ Soit j € {1,2} et ¢° = Q; N {wo = 0}. Alors, p; = §; + ¢ <
d; + N, (0%up). La formule donne donc
1 Do uy —

pg(s"i‘ﬁ s 070 —X(M)

Comme M est un quotient nodal de M par la relation nodale induite par F', on peut appli-
quer le lemme . D’ou, y (M) > X (M) et I'inégalité annoncée. Comme mentionné apres le
théoréme [2 M est calculable & partir de données de bord et comme expliqué précédemment
dans cette section avec la formule , %‘?%%5 lpar est calculable partir de données de bord
disponibles. La preuve est achevée. m
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