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Les résultats doivent être justifiés avec soin. Si vous faites appel à un théorème du cours, il
doit être énoncé avec précision. Aucun document n'est autorisé.

Exercice 1. Soit F :R>0!R la fonction définie par

F (t) :=
Z
0

+1
e¡xxt¡1 sin 1

x¡� dx

Montrer que F est bien définie [2'], continue et dérivable [2']. [�2R>0 est une paramètre aléatoire
sur Moodle]

Solution. On fixe un intervalle compact [a; b]�R>0. Pour tout t2 [a; b], on a��������e¡xxt¡1 sin 1
x¡�

�������� � e¡xmax fxa¡1; xb¡1g

p.p. x2R�0. [1']Par la critère de Riemann, on aZ
0

1

e¡xmax fxa¡1; xb¡1gdx =
Z
0

1

e¡xxa¡1dx

�
Z
0

1

xa¡1dx

< +1

De l'autre côté, limx!+1 e¡x/2xb¡1=0, doncZ
1

+1
e¡xmax fxa¡1; xb¡1g dx =

Z
0

1

e¡xxb¡1dx

�
�

sup
x2[0;+1[

e¡t/2 tb¡1
�Z

1

+1
e¡x/2dx

< +1

[1'] donc la fonction x 7! e¡xmax fxa¡1; xb¡1g est intégrable sur R�0. Comme la fonction t 7!
e¡xxt¡1 sin(1/(x¡�)) est continue sur [a; b] p.p. x2R�0, la fonction F est continue sur [a; b].

Pour montrer que F est dérivable sur ]a; b[, on remarque que

@
@t

�
e¡xxt¡1 sin 1

x¡�

�
=e¡x ln(x) xt¡1 sin 1

x¡�

et que pour tout t2 [a; b], on a��������e¡x ln(x)xt¡1 sin 1
x¡�

�������� � e¡x jln(x)jmax fxa¡1; xb¡1g
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p.p. x2R�0 [1']. De la même manière, on peut montrer que la fonction x 7! e¡x jln(x)jmaxfxa¡1;
xb¡1g est intégrable sur R�0. On en déduit que la fonction F est dérivable [1'].

Exercice 2. Soit ' :R>0!R la fonction définie par

'(x) :=
Z
0

+1cos2(nu) du
u2+x2

1. Montrer que la fonction ' est continue sur R>0. [2']

2. Calculer limx!+1 '(x) et limx!0+ '(x). [2']

[n2N>0 est une paramètre aléatoire sur Moodle]

Solution.

1. On fixe un intervalle compact [a; b]�R>0. Pour tout x 2 [a; b] et tout u2R�0, on a 0�
(u2+x2)¡1 cos2(nu)�maxfu;ag¡2. Par la critère de Riemann, maxfu;ag¡2 est intégrable
sur [a;+1[, donc aussi sur R�0. [1'] Comme la fonction x 7! (u2+x2) cos2(nu) est continue
sur [a; b] pour tout u2R�0, on en déduit que ' est continue sur [a; b]. [1']

2. On remarque que, pour tout u2R�0, on a limx!+1(u2+x2)¡1cos2(nu)=0 et limx!0+(u2+
x2)¡1 cos2(nu)=u¡2 cos2(nu).

Pour toute suite (xm) � R>0
N t.q. limm!1 xm = +1. On remarque que 0 � (u2 +

xm
2 )¡1 cos2(n u)�max fu; lg¡2 pour tout m 2N et tout u 2R�0 où l := inf fxi j i 2Ng>
0 comme limm!1 xm = +1. Comme u 7!max fu; lg¡2 est intégrable sur R�0, par la
convergence dominée, on a

lim
m!1

'(xm)=
Z
0

+1
lim
n!1

cos2(nu)
u2+xm

2 du=0

Donc limx!+1 '(x)= 0. [1']

Ensuite, pour toute suite (xm)�R>0
N t.q. limm!1xm=0, on remarque que la suite ((u2+

xm
2 )¡1 cos2(nu))m2N est positive et croissante. Par Beppo-Levi, on a

lim
m!1

'(xm) =
Z
0

+1
lim
m!1

cos2(nu)
u2+xm

2 du

=
Z
0

+1cos2(nu)
u2

du

�
Z
0

�/4ncos2(nu)
u2

du

�
Z
0

�/4n1/2
u2

du

= +1

par la critère de Riemann. [1']

Exercice 3. Soit u :R!R la fonction définie par

u(x) :=
Z
0

�

cos(n �¡x sin �) d�

1. Montrer que la fonction u est bien définie et deux fois dérivable, et calculer u0(x) et u00(x).
[2']
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2. (Difficile) Montrer que u vérifie l'équation différentielle suivante [4']

x2u00(x)+x u0(x)+ (x2¡n2)u(x)= 0

[n2N>0 est une paramètre aléatoire sur Moodle]

Solution.

1. Comme jcos(n �¡x sin �)j � 1, la fonction u est bien définie. On remarque que

@
@x

cos(n �¡x sin �) = sin(n �¡x sin �) sin �

@2

@x2
cos(n �¡x sin �) = ¡cos(n �¡x sin �) sin2 �

dont les valeurs absolues sont � 1, donc u est deux fois dérivable [1']. On a [1']

u0(x) =
Z
0

�

sin(n �¡x sin �) sin � d�

u00(x) = ¡
Z
0

�

cos(n �¡x sin �) sin2 � d�

2. On a

x2u00(x)+ (x2¡n2) u(x) =
Z
0

�

cos(n �¡x sin �) (x2 cos2 �¡n2) d�

= ¡
Z
0

�

cos(n �¡x sin �) (n+x cos �) (n¡x cos �) d�

= ¡
Z
0

�

(n+x cos �) d(sin(n �¡x sin �))

= ¡(n+xcos�)sin(n�¡xsin�)j0�¡x
Z
0

�

sin(n�¡xsin�)cos�d�

= ¡x u0(x)

Exercice 4. Soient a; b2R t.q. 0<a< 1< b<+1, et f : [a; b]!C une fonction continue. On
introduit la suite (fn)n2N de fonctions [a; b]!C définie par

fn(x)=
f(x)
1+xn

1. Calculer limn!1
R
a

b
fn(x) dx. [2']

2. Supposons que f(1) =/ 0. Déterminer un équivalent de
R
a

1
xn¡1 fn(x) dx lorsque n!1

[Indication: considérer le changement de variable y=xn]. [4']

Solution.

1. jfn(x)j � jf (x)j pour tout x 2 [a; b]. Comme la fonction f est continue, elle est inté-
grable. [1'] D'ailleurs, limn!1 fn(x) =

�
f(x) x< 1
0 x> 1

, alors par la convergence dominée, on

a limn!1
R
a

b
fn(x)=

R
a

1
f(x). [1']

2. On définit g : [0; 1]!C par

g(x)=
�
0 0�x<a
f(x) a�x� 1
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Prenons In :=
R
a

1
xn¡1 fn(x) dx. On a

In =
Z
a

1 xn¡1

1+xn
f(x) dx

= 1
n

Z
0

1g(y1/n)
1+ y

dy

[1']Tout d'abord, pour tout n2N et tout y 2 [an; 1], on a j(1+ y)¡1 f(y1/n)j � jf(y1/n)j �
supx2[a;1] jf(x)j. [1'] Ensuite, pour tout y 2 ]0; 1[, limn!1 y1/n=1, alors par la continuité
de f en 1, limn!1(1+ y)¡1 g(y1/n)1[an;1]=(1+ y)¡1 f(1). Par la convergence dominée, on a

lim
n!1

Z
0

1g(y1/n)
1+ y

dy =
Z
0

1 f(1)
1+ y

dy

= f(1) ln 2

[1'] Par conséquent,
R
a

1
xn¡1 fn(x) dx�n¡1 f(1) ln 2. [1']
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